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有限需求信息下基于最大熵原理的

风险厌恶库存模型

邱若臻，苑红涛，冯, 俏
（东北大学 工商管理学院，辽宁 沈阳, ##"#&(）

摘, , , 要：针对风险厌恶的库存决策者，建立了基于条件风险值（#7*<）的单周期库存模型% 在仅知需求
区间、均值和方差信息情况下，采用最大熵原理估计了两种条件下的需求分布%结果显示，在仅知需求区间、均
值和方差信息时，决策者应分别采用均匀和指数分布作为潜在的需求分布%在此基础上，进一步推导了基于
#7*<的库存订货策略及其绩效情况%模拟结果表明，同真实需求分布下的最优情况相比，基于最大熵原理的
库存策略虽然会导致绩效损失，但损失比例很小，表明基于最大熵原理的订货策略具有良好的鲁棒性%
关, 键, 词：库存模型；最大熵原理；风险厌恶；条件风险值；鲁棒性
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, , 传统库存问题研究大多假设模型中需求参数
服从某一已知分布，通过优化期望利润或成本方

式获取最优策略%然而，对于模型参数的任一错误
假设，都可能引起最终绩效的严重偏差［#］% 这就
促使企业决策者在日常运营中采取一种鲁棒策

略［!］%文献［)］将供应链鲁棒性定义为在供应链
运作过程中引起扰动的事件发生过程中或发生之

后，供应链仍能在其关键绩效指标方面有良好表

现的属性%对于有限需求信息下的库存问题，目前
研究主要集中于两种鲁棒优化方法% 第一种是相
对保守的最大最小方法［+］%第二种是最大最小后悔
值方法，该方法通过优化最优绩效与鲁棒决策下的

绩效差值来获得具有更低保守性的鲁棒解［$］%
实证研究表明，由于决策者对不确定性导致
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的绩效风险的偏好态度不同，在实际运作中采取

的运作策略并不总是与传统基于期望利润 !成本
等方法制定的策略一致［"］" 基于此，一些学者将
鲁棒优化与风险理论结合进行相关研究［#］"
近年来，一些学者尝试采用信息论中的熵理

论度量不确定性问题［$ % &］"文献［’(］采用最大熵
方法研究了有限需求信息下的报童问题" 本文在
上述文献基础上，研究了有限需求信息下，基于条

件风险值的库存运作问题"特别地，假设仅知需求
区间、均值和方差信息情况，采用最大熵原理估计

两种条件下的需求分布，并给出了相应的库存策

略"进一步，对比分析了当获知需求真实分布时，
基于最大熵原理的库存策略的有效性"

’! 基于 )*+,的风险厌恶库存模型

考虑单周期环境下，销售某一季节性商品的

风险厌恶零售商库存控制问题" 零售商作为市场
终端，面临不确定的随机需求 !"这里假设零售商
仅知需求区间、需求均值和方差信息，随机需求的

分布形式未知"在销售季节开始前，零售商以单位
价格 " 向供应商订购 # 单位的产品" 在销售期
末，对于未满足市场需求的部分，零售商将招致单

位产品损失 $；而对于超出市场需求的部分，零售
商以单位残值 %将其处理"在销售期末，零售商的
利润函数为

&（#，!）- ’#$%（#，!）. %（# % !）. %
$（! % #）. % "# " （’）

其中：&（·）为零售商的利润；( . - #&’｛(，(｝"不失
一般性，假设 ’ / " / %" 在风险中性条件下，零售
商最优决策为 #! - &()#&’)［&（#，!）］，其中，)［·］
是期望算子"本文考虑风险厌恶零售商，采用条件
风险值（*+&,）作为绩效指标" 令 *（ #，!）-
% &（#，!），表示零售商损失" 则在给定 # 情况下，
零售商损失 *（#，!）不超过阈值 !的概率为

"（#，!）+ "*（#，!）#!
,（!）-! " （0）

其中，,（·）是随机变量的概率密度函数"在给定置
信水平 #$（(，’）时，零售商损失的风险值定义为

+&,#（#）-#$%｛!，"（#，!）%#｝" （1）
在此基础上，相应的条件风险值定义为

*+&,#（#）+
’

’ - #"*（#，!）%+&,#（#）
*（#，!）,（!）-! "（2）

其中，#表示决策者风险厌恶水平，# 越大，表明
决策者风险厌恶程度越高；# - ( 对应于风险中性
情况"根据文献［’’］，式（2）等价于

*+&,#（#）+ #$%!#（#，!）" （3）

其中 !#（#，!）+ ! . ’
’ - #"!$$
［*（#，!）- !］. /

,（!）-! "文献［’’］进一步指出，!#（ #，!）是关于
（#，!）的凸函数，因此，式（3）等价于

#$%
#
*+&,#（#）-#$%

#，!
!#（#，!）" （"）

0! 有限需求信息下基于最大熵原理
的需求分布估计

! ! 本文假设需求是连续的，且服从某一未知分
布 ,（·）"在此条件下，采用熵度量随机需求的概率
不确定性"根据文献［’(］，连续需求分布的熵值
定义为

.%/(012 3 "
4

44
4 ,（#）5%,（#）-# " （#）

!" #$ 仅知区间信息下的需求分布估计
假设随机需求在区间［0，1］（(#0 5 1）内服

从某一未知分布 ,（·），则基于最大熵原理的需求
分布的估计问题等价于

#&’
,（!）"

1

0
- ,（!）5%,（!）-!， （$）

6" /" ! "
1

0
,（!）-! + ’ " （&）

通过引入拉格朗日乘子 %，可求得在熵最大
时，,（!）为常数，且 ,（·）为均匀分布的概率密度函
数，即

,（!）-
’

1 % 0， 0#!#1；

(， 其他
{ 2

（’(）

!" !$ 仅知均值和方差信息下的需求分布估计
假设连续随机需求均值和方差分别为 )（!）-

&和 3（!）- ’0，则基于最大熵原理的需求分布估

计问题等价于

#&’
,（!）"

.4

(
- ,（!）5%,（!）-!， （’’）

6" /" ! "
.4

(
,（!）-! + ’ ， （’0）

"
.4

(
!,（!）-! + & ， （’1）

"
.4

(
!0 ,（!）-! + &0 . ’0 2 （’2）

同上，通过引入拉格朗日乘子 %’，%0 和 %1，

求得随机需求的概率密度为

,（!）- .(!0 . 4! . 5， !%(；
(， ! 5 ({ 2

（’3）

其中，(，4，5为实数"

1! 基于最大熵估计分布的条件风险
值及最优订货策略

%" #$ 仅知区间信息下的条件风险值及最优策略
! ! 令 !$［0，1］，根据最大熵原理，零售商采用
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式（"#）所示的需求概率密度，性质 " 成立!
性质 "! 在式（"#）所示的概率密度下，风险

厌恶零售商优化问题（$）的最优解为

!!%" &（" ’#）（$ ’%）’ !（" ’#）（& ’%）
& & ’ ’ $ ，（"$）

"! % ’（& ’ %）!! & ’!（" ’ #）（& ’ $）
& ’ $ & ’ ， （"(）

并且，"#$%!（!
!）% !!（!

!，"!）!
证明! 考虑函数 !!（!，"），在仅知需求区间

信息和式（"#）所示的概率密度下，

!!（!，"）% " & "
" ’ !

)

"($［#，"］&)（!，(）%"
［)（!，(）* "］+（(）&( !（"*）

"）当 (#!时，)（!，(）%（$ ’ &）( &（% ’ $）!，

由 )（ !，(）%"，得 (# "
$ ’ & &

% ’ $
& ’ $ ! 令

% ’ $
& ’ $ % ,，

& ’ $ % -，则 )（ !，(）% ’ -( & ,-!，(#,! ’ "
-，

# + , + "，- , #!

!当 ,! ’ "
- % !，即 !# ’ "

-（" ’ ,）时，

($［#，!］!

"当 ,! ’ "
- + !，即 ! , ’ "

-（" ’ ,）时，

($［#，,! ’ "
-］!

-）当 ( , !时，)（!，(）% ’( ’（& & ’ ’ %）!，由

)（!，(）%"，得 (%（& & ’ ’%）! &"’ !令（& & ’ ’%）’ %

.，则 )（!，(）% ’( ’ .’!，(%.! & "
’ ，. , "!

!当 .! & "
’ % !，即 !% ’ "

’（. ’ "）时，

($［.! & "
’ ，"］!

"当 .! & "
’ + !，即 ! + ’ "

’（. ’ "）时，

($［!，"］!

注意到，-（" ’ ,）%（ & ’ $）（" ’ % ’ $
& ’ $）% & ’

%，’（. ’ "）% ’（& & ’ ’ %’ ’ "）% & ’ %，因此，-（" ’

,）% ’（. ’ "）!综合上述 "）和 -）两种情况，式（$）
等价于如下两个优化问题：

’()
!，"
!!（!，"）/" 0 "

" * !
｛"

!

#
［)（!，(）* "］+（(）&(0

"
"

!
［)（!，(）* "］+（(）&(｝， （".）

*! +! ! !# ’ "
-（" ’ ,）% ’ "

’（. ’ "），（-#）

’()
!，"

!!（!，"）/ " 0 "
" * !
｛"

,!*"
-

#
［)（!，(）*

"］+（(）&( 0 "
"

.!0"
’

［)（!，(）* "］+（(）&(｝，（-"）

*! +! ! !% ’ "
-（" ’ ,）% ’ "

’（. ’ "）! （--）

函数 !!（!，"）是关于（!，"）的凸函数，式（".）

对 "求偏导数，得
’!!（!，"）
’"

% ’ !
" ’ !

+#，因此，!!（!，

"）关于 " 递减!又 !# ’ "
’（) ’"），即 "# ’ ’!（. ’

"），当 " % ’ ’!（. ’"）% ’ !（& ’%）时，!!（!，"）取得

最小值! !!（!，"）关于 ! 的一阶条件为
’!!（!，"）
’!

%

（& & ’ ’ $）! ’ #（% ’ $）’ "（& & ’ ’ %）
（" ’ !）（" ’ #） % #，得 ! %

" &（# ’ "）（% ’ $）
& & ’ ’ $ !对于式（-"），令

’!!（!，"）
’"

%

（. ’ ,）! & "
- & "

’
（" ’ !）（" ’#） ’ !

" ’ !
%#，得 "! % ’（& ’%）! &

’!（" ’ #）（& ’ $）
& ’ $ & ’ !由式（--）得 ’ -!（" ’ ,）%

’ !（& ’ %）#"，说明 "!恰好满足约束条件! 将

"!代入式（-"），并令
’!!（!，"）

’!
% #，得 !! % " &

（" ’ #）（$ ’ %）’ !（" ’ #）（& ’ %）
& & ’ ’ $ !实际上，可以

证明当约束条件式（-#）和（--）取等号时，式（".）
和（-"）具有相等的目标函数值!又因为问题（".）
和（-#）的最优值在约束条件（-#）取等号时取得，
而问题（-"）和（--）的最优值在 "!处取得，因此，
只需优化问题（-"）和（--）即可! 综上所述，得问
题（$）的最优解如性质 " 所示!证毕!
由性质 " 中式（"$）可以看出，随着零售商风

险厌恶程度（!）的增加，最优订货量 !!呈递减趋
势，而 " 呈增加趋势! 根据式（/），" 是零售商损
失的风险值 #$%!（!），即，在给定置信水平 ! 下，
零售商损失不会超过某一界限的阈值，说明风险

厌恶程度高的零售商将通过降低订货来规避损失

的增加!
!" #$ 仅知需求均值和方差信息下的条件风险值
及最优策略

! ! 假设零售商仅知需求均值 1（(）% # 和方差
2（(）% $-，根据最大熵原理，零售商选择式（"0）
作为需求概率密度，即 +（ (）% ,3(- & 4( & 5，3，4，5 为
实数，需求累积分布函数为 6（ (）! 在约束条件
（"-）1（"2）下，性质 - 成立!
性质 -! 当仅知需求均值和方差信息时，在

式（"0）所示的概率密度下，风险厌恶零售商优化

2"0" 东北大学学报（自然科学版）! ! ! 第 /( 卷
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问题（"）的最优解为

!! # "# $ $%
&" $ ’$ ， （%&）

!! # ’$"# ’ &"$%
&" $ ’$ ( （%(）

其中：
) ’ *
+ ’ * # ’；+ ’ * # $；（+ $ " ’ )）" # &；% #

, ’)（+ $" ’)）（) ’"）
+ $" ’( )* ；# #, ’) + $" ’) $（) ’*）"）

+ $" ’( )* !

, ’)（·）是需求累积分布函数的反函数!零售商损失
的条件风险值为 "#$%"（!

!）# !"（!
!，!!）!

证明! 遵循与 &* ) 节相同的分析过程，在仅
知需求均值和方差信息下，问题（"）等价于如下
两个优化问题：

&’(
!，!
!"（!，!）- ! . )

) / "
｛"

!

+
［0（!，1）/!］2（1）)1 .

"
.,

!
［0（!，1）/ !］2（1）)1｝， （%-）

*! +! ! !# ’ !
$（) ’ ’）# ’ !

"（& ’ )）；（%"）

&’(
!，!

!"（!，!）- ! . )
) / "
｛"

’!/!
$

+
［0（!，1）/

!］2（1）)1 . "
.,

&!.!
"

［0（!，1）/ !］2（1）)1｝，（%.）

*! +! ! !% ’ !
$（) ’ ’）# ’ !

"（& ’ )）! （%/）

可以证明，当约束条件式（%"）和（%/）取等号
时，式（%-）和式（%.）具有相等的目标函数值! 特
别地，当式（%"）取等号时，式（%-）取最小值! 因
此，要求解问题（"），只需求解问题式（%.）和式
（%/）即可! 根据式（%.）的一阶条件，分别令
’!"（!，!）
’!

# + 和
’!"（!，!）

’!
# +，求得风险厌恶零

售商损失的条件风险值及最优策略如性质 % 所
示!证毕!
由性质 % 可以看出，随着 "的增加，#随之增

加，而 % 随之减少，又因为 + ’ * 0 "，+ $ " ’ ) 0
) ’ *，因此，最优订货量 !!呈递减趋势，而 !!随
之增加!说明风险厌恶程度高的零售商将通过降
低订货来规避更高的损失!

(! 数值算例与分析

为了验证基于最大熵估计需求分布下的零售商

最优策略的有效性，针对问题（"）进行数值计算!进
一步，为了比较分析需求真实分布和基于最大熵原

理估计的需求分布下系统绩效情况，假设随机需求

真实分布为正态分布!模型参数赋值如下：+ # )+，)
#&，* #%，" #)!不失一般性，根据文献［)+］，令 3 #
+，4 #%++，# #.-* (，$ #((* +"!

)）当仅知 1$［3，4］时，根据最大熵原理，需
求分布如式（)+）所示，根据性质 )，零售商最优订
货量、风险值及条件风险值随 " 的变化趋势如图
) 所示!由图 ) 可以看出，随着 " 的增加，零售商
订货量递减，而相应的风险值和条件风险值递增，

说明零售商风险程度越高，将通过降低订货来规

避可能的高损失!进一步，为了对比分析基于最大
熵原理的零售商最优绩效与真实分布下的最优绩

效，假设需求在区间 1$［3，4］上服从正态分布，

此时，5（1）# )
%（3 $ 4），#（1）# )

)%（4 ’ 3）% ! 根

据第 & 节中求解方法，得 !!6 # "6$（+ ’*）7
+ $" ’* ，!

!
6 #

"（)’*）6’（+ $" ’)）（+ ’*）7
+ $" ’* ，其 中，6 # , ’)

6 1

（
+ $ " ’) $（) ’*）"

+ $ " ’* ），7 # , ’)
6（
（+ $ " ’)）（) ’"）

+ $ " ’* ）!

由图 % 可知，当需求真实分布为正态分布时，基于
最大熵原理的订货量将低于正态分布下的最优订

货量!两种分布下的订货量都随 "的增加而减少，
说明随着 "的增加，风险厌恶零售商将通过降低
订货量来规避更大的风险!特别地，当真实需求分
布为正态分布时，采取基于最大熵原理的订货量

策略将导致一定的绩效损失! " 越高，绩效损失值
越大!绩效损失值可以认为是零售商为了获得真
实的需求分布信息所愿意支付的最高成本!

图 !" 基于最大熵原理的零售商最优策略及 #$%&
’()* !" &+,%(-+.’/ 01,(2%- /,.%,+)(+/ %34 (,/ #$%&
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图 :" 基于最大熵原理和正态分布的订货量及
#$%&绩效损失

’()* :" ;.4+. <8%3,(,(+/ %34 #$%& 1+.=0.2%3>+ -0//
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"）当仅知道需求均值 ! 和方差 "" 信息时，

根据约束（#"）$（#%），求得 ! & ’ () ((( #** %%%，
" & () ("" +,+ #，# & ’ -) %.( /*!根据性质 "，零售
商最优订货量、风险值及条件风险值随 # 的变化
趋势如图 , 所示!由图 , 可知，随着 # 的增加，零
售商订货量递减，而相应的风险值和条件风险值

递增，说明零售商风险程度越高，零售商为了降低

风险，减少损失，零售商将通过降低订货量来规避

可能的高损失!
同理，为了比较基于最大熵原理的订货策略

的有效性，假设需求服从正态分布，$（ %）& !，

&（%）& ""，’（ %）& #
"! !"

" ’（( ’ !）
"

""" ，"
)0

(
’（%）#% *

#+ ,（%）* "
%

(
’（-）#-，,（(）* (，,（ )0）* #!从

而 得 (!. * /0 )（1 2 3）4
1 ) / 2 3 ，$

!
. *

/（5 2 3）0 2（1 ) / 2 5）（1 2 3）4
1 ) / 2 3 ，其中，0 &

, ’#（
1 1/ ’5 1（5 ’3）#

1 1/ ’3 ），4 &, ’#（
（1 1/ ’5）（# ’#）

1 1/ ’3 ）!

由图 % 可知，随着 #的增加，基于最大熵原理下的
订货量和真实分布为正态分布下的订货量都随之

降低，说明决策者的风险厌恶程度越高，订货量越

低!当真实分布为正态分布时，采取基于最大熵原
理的订货量策略将导致一定的绩效损失!特别地，
随着 #的增加，绩效损失值将增大，但与图 " 相
比，图 % 的绩效损失增加比较平缓，而且绩效差值
明显小于图 "!这是因为真实分布为正态分布，与
最大熵原理估计出来的需求分布比较接近，即，基

于最大熵原理的估计分布与实际情况接近，这就

有利于零售商在信息缺失的情况下做出比较正确

的订货策略，从而降低风险!

图 !" 基于最大熵原理的零售商最优策略及 #$%&
’()* !" &+,%(-+.’/ 01,(2%- /,.%,+)(+/ %34 (,/ #$%&

5%/+4 03 ,6+ 2%7(282 +3,.019

图 :" 基于最大熵原理和正态分布的订货量及
#$%&绩效损失

’()* :" ;.4+. <8%3,(,(+/ %34 #$%& 1+.=0.2%3>+ -0//
5%/+4 03 ,6+ 2%7(282 +3,.019 %34 30.2%-
4(/,.(58,(03

-! 结! ! 论

本文在仅知随机需求的部分信息条件下，研

究了基于最大熵原理的风险厌恶库存控制问题!
结果表明，由于完备需求信息的缺失，基于最大熵

原理的订货策略会导致部分绩效损失，但损失比

例很小，说明基于最大熵的零售商库存策略具有

良好的鲁棒性，从而为需求不确定环境下的库存

控制提供了有效的决策支持!进一步，可考虑零售
商和供应商之间的博弈问题，研究有限需求信息

下基于最大熵的供应链协调问题!
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