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具有离散和分布时滞系统的鲁棒
有限时间能量 －峰值控制

郑连伟
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 研究了不确定线性时滞系统在有限时间能量 －峰值性能指标约束下的鲁棒控制问题. 系统的系

数矩阵包含范数有界的不确定性ꎬ状态包含离散时滞和分布时滞. 引入一个含参数的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函ꎬ通过检

验它的指数增长情况ꎬ为状态和输出定界ꎬ据此得到了闭环系统对于所有允许的不确定性有限时间有界以及

满足预先指定的能量 －峰值性能指标的充分条件ꎬ同时给出了状态反馈控制率. 这些条件是有特征值约束的

线性矩阵不等式ꎬ通过把特征值约束转换成非线性矩阵不等式ꎬ设计了锥补偿线性化(ＣＣＬ)算法来求解这样

的矩阵不等式ꎬ最后用数值算例验证了所得方法的有效性.
关　 键　 词: 分布时滞ꎻ有限时间有界性ꎻ能量 －峰值性能ꎻ 锥补偿线性化算法ꎻ线性矩阵不等式
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　 　 稳定性反映的是系统在没有外部输入时系统

本身的一种特性ꎬ它是系统正常运行的必备条件.
在实际应用中通常要求系统具有李雅普诺夫渐近

稳定性ꎬ这种稳定性要求状态最终趋近于平衡点ꎬ
对于时间的长度和状态的幅值没有限制. 然而在

某些情况下ꎬ例如执行器饱和ꎬ过大的状态幅值将

产生非线性ꎬ应该尽量避免ꎬ这时一个好的选择是

使用有限时间稳定性概念. 有限时间稳定性关注

系统响应的暂态行为ꎬ它要求从一个有界集合产

生的状态在一个有限的时间内不超过一个阀

值[１ － ２] . 当存在外部输入时ꎬ文献[１]推广了有限

时间稳定性的概念ꎬ提出了有限时间有界性的概



　 　

念ꎬ文献[２]给出了有限时间镇定的动态输出反

馈设计方法. 时滞存在于化工过程等多种类型的

系统中ꎬ是导致系统不稳定和性能下降的一个主

要原因. 文献[３]研究了一类切换时滞系统的有

限时间有界性和加权 Ｌ２ 增益分析问题. 由于系统

的精确模型难以得到ꎬ因此在分析与设计时必须

考虑模型中的不确定性ꎬ由此产生了鲁棒性问题.
文献[４]研究了一类非线性不确定系统的鲁棒有

限时间 Ｈ∞ 控制问题.
分布时滞是实际系统中经常遇到的一种时滞

类型ꎬ然而检验具有分布时滞系统的稳定性的结

果却比较少见[５ － ６] . 系统的能量 － 峰值性能指标

反映了能量有界的扰动信号对输出信号峰值的影

响程度ꎬ在振动控制和滤波问题中都很重要[７ － ８] .
目前对于具有分布时滞的系统ꎬ与有限时间相关

的问题尚未见研究报道. 本文研究了具有离散时

滞和分布时滞的不确定线性系统的鲁棒有限时间

有界性和能量 － 峰值性能ꎬ给出了对允许的不确

定性ꎬ系统有限时间有界和具有指定的能量 － 峰

值性能指标的充分条件和状态反馈控制器设计方

法.

１　 问题描述与预备知识

本文用 λｍａｘ(􀅰) 和 λｍｉｎ(􀅰)分别表示对称矩阵

的最大和最小特征值ꎻ∗表示矩阵内的对称元素ꎻ
Ｉ 表示单位矩阵ꎻ对于对称矩阵 ＰꎬＰ > ０( < ０)表
示 Ｐ 是正定(负定)矩阵.

考虑如下具有离散和分布时滞的系统:
ｘ̇( ｔ) ＝ Ａｘ( ｔ) ＋ Ａ１ｘ( ｔ － τ( ｔ)) ＋

Ａ２∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｘ(ｓ)ｄｓ ＋ Ｂｕ( ｔ) ＋ Ｂ１ω( ｔ)ꎬ

ｚ( ｔ) ＝ Ｃｘ( ｔ) ＋ Ｃ１ｘ( ｔ － τ( ｔ))＋ Ｄｕ( ｔ)＋

　 Ｄ１∫ｔ
ｔ －σ( ｔ)

ｘ(ｓ)ｄｓꎬ

ｘ( ｔ) ＝ φ( ｔ)ꎬ　 ｔ ∈ [ －ｍａｘ{τꎬσ}ꎬ　 ０] .
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(１)
式中:ｘ( ｔ)∈Ｒｎ 是状态ꎻｕ( ｔ)∈Ｒｍ 是控制输入ꎻ
ω( ｔ)∈Ｒｐ 是外部扰动信号ꎻｚ( ｔ)∈Ｒｑ 是被控输

出ꎻφ( ｔ)是可微分的初始向量函数ꎻτ( ｔ)ꎬσ( ｔ)分
别是可微分的离散和分布时滞函数ꎬ满足:

０≤τ( ｔ)≤τꎬ０≤σ( ｔ)≤σꎻ
τ̇( ｔ)≤τ１≤１ꎬσ̇( ｔ)≤σ１≤１. } (２)

式中:τ１ꎬτꎬσ１ꎬσ 是正的常数. 假设系统(１)的系

数矩阵有式(３)形式:

Ａ ＝ Ａ０ ＋ＨＦ( ｔ)ＥａꎬＡ１ ＝ Ａ１０ ＋ＨＦ( ｔ)Ｅａ１ꎬ
Ａ２ ＝ Ａ２０ ＋ＨＦ( ｔ)Ｅａ２ꎬＢ ＝ Ｂ０ ＋ＨＦ( ｔ)Ｅｂꎬ
Ｂ１ ＝ Ｂ１０ ＋ＨＦ( ｔ)Ｅｂ１ꎬＣ ＝ Ｃ０ ＋Ｈ１Ｆ１( ｔ)Ｅｃꎬ
Ｃ１ ＝ Ｃ１０ ＋Ｈ１Ｆ１( ｔ)Ｅｃ１ꎬＤ ＝Ｄ０ ＋Ｈ１Ｆ１( ｔ)Ｅｄꎬ

Ｄ１ ＝Ｄ１０ ＋Ｈ１Ｆ１( ｔ)Ｅｄ１ .
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(３)
式中:Ｆ( ｔ)ꎬＦ１( ｔ)是不确定时变矩阵ꎬ满足:

ＦＴ( ｔ)Ｆ( ｔ)≤Ｉ ꎬＦＴ
１ ( ｔ)Ｆ１( ｔ)≤Ｉ . (４)

其他矩阵是常数矩阵.
本文研究系统(１)的暂态行为和性能ꎬ即在

一个有限的时间段内初始状态和外部扰动信号对

状态和被控输出的影响ꎬ具体描述见定义 １.
定义 １　 在系统(１)中设 ｕ( ｔ)≡０. 给定正定

矩阵 Ｒꎬ正数 ｃ１ꎬｃ２ꎬｃ３ꎬｄꎬＴｆꎬγꎬｃ１ < ｃ３ꎬ如果当系

统的初始状态和外部输入信号满足

ｓｕｐ －ｍａｘ{τꎬσ}≤ｔ≤０ｘＴ( ｔ)Ｒｘ( ｔ) ≤ ｃ１ꎬ

ｓｕｐ－τ≤ｔ≤０ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｒｘ̇( ｔ) ≤ ｃ２ꎬ

∫Ｔｆ
０
ωＴ( ｔ)ω( ｔ)ｄｔ ≤ ｄ.
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(５)

时ꎬ系统的状态满足:
ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔｆｘ

Ｔ( ｔ)Ｒｘ( ｔ)≤ｃ３ .
则称系统关于(ｃ１ꎬｃ２ꎬｃ３ꎬｄꎬＴｆꎬＲ)有限时间有界ꎻ
如果在零初始条件下ꎬ

ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔｆｚ
Ｔ( ｔ)ｚ( ｔ) ≤ γ２∫Ｔｆ

０
ωＴ( ｔ)ω( ｔ)ｄｔ ꎬ

则称系统具有能量 －峰值性能指标 γ.
本文的目标是求状态反馈 ｕ( ｔ) ＝ Ｋｘ( ｔ)ꎬ使

其和系统(１)构成的闭环系统有限时间有界或满

足指定的能量 － 峰值性能指标. 首先给出一个引

理.
引理 １[９] 　 设 Ｍ０ꎬＨꎬＦꎬＥ 是适当维数的实

矩阵ꎬ且 ＦＴＦ≤Ｉꎬ则对任何正定矩阵 Ｑ 及正数 εꎬ
当 Ｑ － １ － εＨＨＴ > ０ 时ꎬ有

(Ｍ０ ＋ＨＦＥ) ＴＱ(Ｍ０ ＋ＨＦＥ)≤
ＭＴ

０ (Ｑ － １ － εＨＨＴ) － １Ｍ０ ＋ ε － １ＥＴＥ .

２　 主要结果

定理 １　 考虑系统(１)和约束(２) ~ (４)ꎬ如
果存在正定矩阵 ＷꎬＳ１ꎬＳ２ꎬＳ３ꎬＱꎬ矩阵 Ｖ 及正数

αꎬε１ꎬε２ꎬδ 使得以下不等式当 Ｓ４ ＝ ０ 时成立:

Ω^ ＝

Θ^ τＭ^Ｔ
０ τＥ^Ｔ Ｅ^Ｔ

τＭ^０ Ω^２２ ０ ０
τＥ^ ０ － ε２Ｉ ０
Ｅ^ ０ ０ － ε１Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
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ú
ú

< ０ ꎬ (６)
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ｅαＴｆβ ＋ ｅαＴｆλ４ｄ≤λ５ｃ３ꎬ (７)
则取 Ｋ ＝ ＶＷ － １ꎬ控制器 ｕ( ｔ) ＝ Ｋｘ( ｔ)使闭环系统

关于(ｃ１ꎬｃ２ꎬｃ３ꎬｄꎬＴｆꎬＲ)有限时间有界. 式中:

Θ^ ＝

Θ^１１ Ａ１０Ｗ ＋ Ｓ２ Ａ２０Ｗ Ｂ１０

∗ Θ^２２ ０ ０
∗ ∗ Θ^３３ ０
∗ ∗ ∗ －Ｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

Θ^１１ ＝ Ａ０Ｗ ＋ Ｂ０Ｖ ＋ (Ａ０Ｗ ＋ Ｂ０Ｖ) Ｔ ＋
ε１ＨＨＴ － αＷ ＋ Ｓ１ － Ｓ２ ＋ σ２Ｓ３ ＋ σＳ４ꎻ

Θ^２２ ＝ (τ１ － １)Ｓ１ － Ｓ２ꎻΘ^３３ ＝ (σ１ － １)Ｓ３ꎻ
Ω^２２ ＝ － ２δＷ ＋ δ２Ｓ２ ＋ ε２ＨＨＴꎻ
Ｍ^０ ＝ Ａ０Ｗ ＋ Ｂ０Ｖ Ａ１０Ｗ Ａ２０Ｗ Ｂ１０[ ]ꎻ
Ｅ^ ＝ ＥａＷ ＋ ＥｂＶ Ｅａ１Ｗ Ｅａ２Ｗ Ｅｂ１[ ]ꎻ

β ＝ λ６ｃ１ ＋ λ１ｃ１
ｅατ － １

α ＋ λ２τｃ２
ｅατ － １ － ατ

α２ ＋

λ３σｃ１
ｅασ － １ － ασ

α２ ꎻ (８)

λｋ≥λｍａｘ(Ｒ － １
２ Ｗ － １ＳｋＷ － １Ｒ － １

２ )ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎻ
λ４≥λｍａｘ(Ｑ)ꎻ

λ５≤λｍｉｎ(Ｒ － １
２ Ｗ － １Ｒ － １

２ )ꎻ

λ６≥λｍａｘ(Ｒ － １
２ Ｗ － １Ｒ － １

２ ) .

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(９)
证明　 设 Ｍ０ ＝ Ａ０ ＋ Ｂ０Ｋ Ａ１０ Ａ２０ Ｂ１０[ ]ꎬ

Ｅ ＝ Ｅａ ＋ ＥｂＫ Ｅａ１ Ｅａ２ Ｅｂ１[ ]ꎬ Ｍ ＝ Ｍ０ ＋

ＨＦ( ｔ)Ｅꎬ ξ( ｔ) ＝ [ｘＴ( ｔ) ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｘＴ(ｓ)ｄｓ ωＴ( ｔ)] Ｔꎬ则由状态反馈 ｕ( ｔ) ＝ Ｋｘ( ｔ)
得到的闭环系统为

ｘ̇( ｔ) ＝ Ｍξ( ｔ) . (１０)

考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函 Ｖ( ｔ) ＝ ∑
４

ｋ ＝１
Ｖｋ( ｔ) .

式中:
Ｖ１( ｔ) ＝ ｘＴ( ｔ)Ｐｘ( ｔ)ꎻ

Ｖ２( ｔ) ＝ ∫ｔ
ｔ－τ( ｔ)

ｅα( ｔ－ｓ)ｘＴ(ｓ)Ｐ１ｘ(ｓ)ｄｓ ＋

σ∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｅα( ｔ－ｓ)ｘＴ(ｓ)Ｑ３ｘ(ｓ)ｄｓꎻ

Ｖ３( ｔ) ＝ τ∫０
－τ
∫ｔ
ｔ＋θ

ｅα( ｔ－ｓ) ｘ̇Ｔ(ｓ)Ｑ１ ｘ̇(ｓ)ｄｓｄθꎻ

Ｖ４( ｔ) ＝ σ∫０
－σ( ｔ)

∫ｔ
ｔ＋θ

ｅα( ｔ－ｓ)ｘＴ(ｓ)Ｑ２ｘ(ｓ)ｄｓｄθ .

式中:ＰꎬＰ１ꎬＱ１ꎬＱ２ꎬＱ３ 是待定的正定矩阵ꎻα > ０
是待定参数. 求 Ｖｋ( ｔ)沿着系统(１０)的轨线的导

数ꎬ对任意 ε１ > ０ꎬ有
Ｖ̇１( ｔ)≤２ｘＴ( ｔ)ＰＭ０ξ( ｔ) ＋ ε１ｘＴ( ｔ)ＰＨＨＴＰ ×

ｘ( ｔ) ＋ ε － １
１ ξＴ( ｔ)ＥＴＥξ( ｔ) .

利用式(２)及 Ｊｅｎｓｅｎ 积分不等式[１０]可得

Ｖ̇２( ｔ) ≤ αＶ２( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)(Ｐ１ ＋ σＱ３)ｘ( ｔ) －
(１ － τ１)ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))Ｐ１ｘ( ｔ － τ( ｔ))ꎻ

Ｖ̇３( ｔ) ≤ αＶ３( ｔ) ＋ τ２ ｘ̇Ｔ( ｔ)Ｑ１ ｘ̇( ｔ) －
[ｘＴ( ｔ) －ｘＴ( ｔ －τ( ｔ))]Ｑ１[ｘ( ｔ) －ｘ( ｔ －τ( ｔ))]ꎻ

Ｖ̇４( ｔ) ≤ αＶ４( ｔ) ＋ σ２ｘＴ( ｔ)Ｑ２ｘ( ｔ) －

(１ － σ１) ∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｘＴ(ｓ)ｄｓ( )Ｑ２ ∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｘ(ｓ)ｄｓ( ).

因此ꎬ
Ｖ̇( ｔ) － αＶ( ｔ) －ωＴ( ｔ)Ｑω( ｔ) ≤ ξＴ( ｔ)Θξ( ｔ) .

(１１)
式中:Θ ＝ 􀭾Θ ＋ τ２ＭＴＱ１Ｍ ＋ ε － １

１ ＥＴＥꎻ

􀭾Θ ＝

Θ１１ ＰＡ１０ ＋Ｑ１ ＰＡ２０ ＰＢ１０

∗ Θ２２ ０ ０
∗ ∗ Θ３３ ０
∗ ∗ ∗ －Ｑ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

Θ１１ ＝ Ｐ(Ａ０ ＋ Ｂ０Ｋ) ＋ (Ａ０ ＋ Ｂ０Ｋ) ＴＰ ＋
ε１ＰＨＨＴＰ －αＰ ＋Ｐ１ －Ｑ１ ＋σ２Ｑ２ ＋σＱ３ꎻ

Θ２２ ＝ (τ１ － １)Ｐ１ －Ｑ１ꎬΘ３３ ＝ (σ１ － １)Ｑ２ .

用 Ｑ
１
２
１ － δＰ － １Ｑ

１
２
１ 右乘其转置可得

Ｑ － １
１ ≥２δＰ － １ － δ２Ｐ － １Ｑ１Ｐ － １ . (１２)

Ω^ 两边乘 ｄｉａｇ{ ｄｉａｇ{Ｗ － １ꎬＷ － １ꎬＷ － １ꎬＩ}ꎬＩꎬ
ＩꎬＩ}ꎬ并取

Ｋ ＝ ＶＷ － １ꎬ
Ｐ ＝Ｗ － １ꎬ

Ｐ１ ＝Ｗ － １Ｓ１Ｗ － １ꎬ

Ｑ１ ＝Ｗ － １Ｓ２Ｗ － １ꎬ

Ｑ２ ＝Ｗ － １Ｓ３Ｗ － １ꎬ

Ｑ３ ＝Ｗ － １Ｓ４Ｗ － １ .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１３)

利用式(１２)、Ｓｃｈｕｒ 补公式[４] 及引理 １ꎬ由式

(６)可得 Θ < ０ 成立. 因此ꎬ由式(１１)可得

　 Ｖ( ｔ) ≤ ｅαｔＶ(０) ＋ ｅαｔ∫ｔ
０
ωＴ( ｔ)Ｑω( ｔ)ｄｔ . (１４)

由 Ｓ４ ＝ ０ 得 Ｑ３ ＝ ０ꎬ由式(５)ꎬ式(８)ꎬ式(９)
易得 Ｖ(０)≤β. 所以当 ｔ≤Ｔｆ 时由式(１４)ꎬ式(９)ꎬ
式(７)可得 Ｖ( ｔ)≤ｅαＴｆβ ＋ ｅαＴｆλ４ｄ≤λ５ｃ３ .

又由 Ｖ( ｔ)≥λ５ｘＴ( ｔ)Ｒｘ( ｔ)得 ｘＴ( ｔ)Ｒｘ( ｔ)≤
ｃ３ . 这表明闭环系统是有限时间有界的.

为使定理 ２ 的一部分条件和定理 １ 统一叙

述ꎬ在定理 １ 中引入了 Ｓ４ꎬ但限定 Ｓ４ ＝ ０.
定理 ２　 考虑系统(１)和约束(２) ~ (４)ꎬ 给

定正数 γꎬ如果存在正定矩阵 ＷꎬＳ１ꎬＳ２ꎬＳ３ꎬＳ４ꎬＱꎬ
矩阵 Ｖ 及正数 αꎬε１ꎬε２ꎬεꎬδ 使得不等式(６)及以

８３５１ 东北大学学报(自然科学版) 　 　 　 第 ３７ 卷



　 　

下不等式成立:
Φ^ Ｅ^Ｔ

１ Ｍ^Ｔ
１０

Ｅ^１ － εγ２

３ Ｉ ０

Ｍ^１０ ０ － γ２

３ (Ｉ － εＨ１ＨＴ
１ )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

< ０ ꎬ

(１５)
ｄ≤λ５ｃ３ꎬＱ≤ｅ － αＴｆＩꎬ (１６)

则取 Ｋ ＝ ＶＷ － １ꎬ控制器 ｕ( ｔ) ＝ Ｋｘ( ｔ)使闭环系统

关于(０ꎬ０ꎬｃ３ꎬｄꎬＴｆꎬＲ)有限时间有界且具有能

量 －峰值性能指标 γ. 式中:Φ^ ＝ ｄｉａｇ{ － Ｗꎬ － Ｗꎬ
－ Ｓ４}ꎻ

Ｅ^１ ＝ ＥｃＷ ＋ ＥｄＶ　 Ｅｃ１Ｗ　 Ｅｄ１Ｗ[ ]ꎻ Ｍ^１０ ＝
Ｃ０Ｗ ＋[ Ｄ０Ｖ　 Ｃ１０Ｗ　 Ｄ１０Ｗ ]ꎻλ５ 满足式(９) .

证明　 由式(１６)和定理 １ 得知闭环系统在

零初始条件下有限时间有界. 式(１５)两边左乘和

右乘 ｄｉａｇ{ｄｉａｇ{Ｗ － １ꎬＷ － １ꎬＷ － １}ꎬＩꎬＩ}ꎬ并记 Ｐ ＝
Ｗ － １ꎬＫ ＝ ＶＷ － １ꎬＱ３ ＝Ｗ － １Ｓ４Ｗ － １ꎬ得

Φ ＥＴ
１ ＭＴ

１０

Ｅ１ － εγ２

３ Ｉ ０

Ｍ１０ ０ － １
３ γ２(Ｉ － εＨ１ＨＴ

１ )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

< ０.

式中: Φ ＝ ｄｉａｇ { － Ｐꎬ － Ｐꎬ － Ｑ３ }ꎻ Ｅ１ ＝
Ｅｃ ＋ ＥｄＫ Ｅｃ１ Ｅｄ１[ ]ꎻ Ｍ１０ ＝ [ Ｃ０ ＋ Ｄ０Ｋ Ｃ１０

Ｄ１０] .
对该不等式应用 Ｓｃｈｕｒ 补公式[４]及引理 １ 得

３γ － ２(Ｍ１０ ＋Ｈ１Ｆ１Ｅ１) Ｔ(Ｍ１０ ＋Ｈ１Ｆ１Ｅ１) < －Φ.
该不等式两边左乘 ηＴ ＝ [ｘＴ( ｔ)ｘＴ( ｔ －

τ( ｔ)) ∫ｔ
ｔ－σ( ｔ)

ｘＴ(ｓ)ｄｓ] ꎬ右乘 ηꎬ由式(１)和式(３)

可得

３γ － ２ｚＴ( ｔ)ｚ( ｔ)≤ － ηＴΦη.
由式(１４)ꎬ式(１６)及 Ｊｅｎｓｅｎ 积分不等式可知

在零初始条件下当 ｔ≤Ｔｆ 时ꎬ该不等式右边包含

的 ３ 项每一项都不超过 ωＴ( ｔ)ω( ｔ)在[０ꎬＴｆ]上
的积分ꎬ所以

当 ｔ≤ Ｔｆ 时ꎬｚＴ(ｔ)ｚ(ｔ) ≤ γ２∫Ｔｆ
０
ωＴ(ｔ)ω(ｔ)ｄｔ .

这表明闭环系统具有能量 － 峰值性能指标

γ.
式(７)不能用线性矩阵不等式求解. 以下采

用文献[１１]提出的锥补偿线性化(ＣＣＬ)算法求

解定理 １ 中问题的次优解. 由 Ｓｃｈｕｒ 补公式可知

式(９)等价于:

λ ｉＲ Ｗ－１

Ｗ－１ Ｓ－１
ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≥０ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬＷ－１ ≥ λ５Ｒ ꎻ

(１７)

Ｑ ≤ λ４Ｉ ꎬ
λ６Ｒ Ｉ
Ｉ Ｗ

[ ]≥０ . (１８)

引入新变量 􀭹Ｓｉꎬ􀮃Ｗꎬ对固定的常数 α 和 δꎬ求
不等式(６)ꎬ式(７)ꎬ式(１８)和以下不等式

Ｓｉ Ｉ
Ｉ 􀭹Ｓｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≥０ꎬ

Ｗ Ｉ
Ｉ 􀮃Ｗ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≥０ꎬ

􀮃Ｗ≥λ５Ｒꎬ
λ ｉＲ 􀮃Ｗ
􀮃Ｗ 􀭹Ｓｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≥０ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３.

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

(１９)

的一组可行解 Ｗ０ꎬ􀮃Ｗ０ꎬＱ０ꎬＶ０ꎬＳｉꎬ０ꎬ􀭹Ｓｉꎬ０ꎬλ ｉꎬ０ꎬ作为

迭代算法相应于 ｋ ＝ ０ 的初始解. 在第 ｋ 步的解得

到后解 ＬＭＩ 优化问题:

ｍｉｎ ｔｒ(Ｗｋ
􀮃Ｗ ＋ Ｗ􀮃Ｗｋ ＋∑

３

ｉ ＝１
(Ｓｉꎬｋ

􀭹Ｓｉ ＋Ｓｉ
􀭹Ｓｉꎬｋ)) .

ｓ. ｔ. 式(６)ꎬ式(７)ꎬ式(１８)ꎬ式(１９) .
把得到的解作为第 ｋ ＋ １ 步的解. 如果式

(１７)得到满足或迭代次数达到设定值则停止.
定理 ２ 中 λ５ 的约束可化成线性矩阵不等式.

３　 数值算例

取系统(１)中的常数矩阵及其他参数如下:

Ａ０ ＝
－ ２ ０
０ １􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＡ１０ ＝

－ １ ０
－ １ － １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ａ２０ ＝
０ － １
－ １ － ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＢ０ ＝

－ １
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＢ１０ ＝

０􀆰 ５
０􀆰 ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｃ０ ＝ － ０􀆰 ２ ０􀆰 １[ ]ꎬＣ１０ ＝ ０􀆰 １ － ０􀆰 ２[ ]ꎬＤ０ ＝ ０􀆰 １ꎬ
Ｄ１０ ＝ ０􀆰 １ ０􀆰 ２[ ]ꎬＥａ ＝ － ０􀆰 ２ ０􀆰 ４[ ]ꎬＥｂ ＝ － ０􀆰 ３ꎬ
Ｅａ１ ＝ ０􀆰 ３ － ０􀆰 ２[ ]ꎬＥａ２ ＝ ０􀆰 ２ ０􀆰 ３[ ]ꎬＥｂ１ ＝ － ０􀆰 ５ꎬ
Ｅｃ ＝ ０􀆰 ３ ０􀆰 ２[ ]ꎬＥｃ１ ＝ － ０􀆰 ２ ０􀆰 １[ ]ꎬＥｄ ＝ － ０􀆰 ３ꎬ
Ｅｄ１ ＝ ０􀆰 １５ － ０􀆰 ２[ ]ꎬＨＴ ＝ ０􀆰 ３ ０􀆰 ２５[ ]ꎬＨ１ ＝ ０􀆰 ５.

τ ＝ ０􀆰 ４ꎬσ ＝ ０􀆰 ５ꎬτ１ ＝ ０􀆰 ３ꎬσ１ ＝ ０􀆰 ２ꎬα ＝ ０􀆰 ０３.
取 Ｒ ＝ Ｉꎬｃ１ ＝ ０􀆰 ４ꎬｃ２ ＝ ０􀆰 ２ꎬｃ３ ＝ ２９ꎬＴｆ ＝ １０ꎬ

ｄ ＝ ０􀆰 ４. 由定理 １ 求得使闭环系统有限时间有界

的状态反馈增益矩阵 Ｋ ＝ [０􀆰 ７９６ ４ － １０􀆰 １２４ １] .
取初始状态 ｘ( ｔ) ＝ [０􀆰 ４５　 － ０􀆰 ４] Ｔꎬ不确定性函

数 Ｆ( ｔ) ＝ ｓｉｎｔꎬ扰动信号 ω( ｔ) ＝ ０􀆰 ２８ｓｉｎｔꎬ可得闭

环系统的状态响应曲线见图 １. 由定理 ２ 可求得

使闭环系统具有能量 － 峰值性能指标 γ ＝ ９ 的状

态反馈增益矩阵为 Ｋ ＝ [ － ０􀆰 ２４５ ８　 － ６􀆰 ５１９ ６] .
取不确定性函数 Ｆ１ ( ｔ) ＝ ｓｉｎｔꎬ扰动信号

ω( ｔ) ＝ ０􀆰 ２８ｓｉｎｔꎬ可得闭环系统的被控输出信号

ｚ( ｔ)的响应曲线如图 ２ 所示. 由图 １ 可见系统的
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状态满足有限时间有界性的要求ꎻ由图 ２ 可见被

控信号满足能量 －峰值性能指标的要求.

图 １　 扰动输入下的闭环系统响应
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ａ

ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｉｎｐｕｔ

图 ２　 扰动输入下被控信号的响应
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｓｉｇｎａｌ ｔｏ ａ

ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｉｎｐｕｔ

４　 结　 　 语

本文研究了具有离散和分布时滞的系统的鲁

棒有限时间有界性和能量 － 峰值控制问题. 利用

一个含参数的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函的指数增长情况来

给系统的状态和输出定界ꎬ从而得到了闭环系统

对于所有允许的不确定性有限时间有界及满足能

量 －峰值性能指标的充分条件. 为解决这些条件

中的非凸性带来的计算困难ꎬ给出了一个锥补偿

线性化算法来检验这些条件.
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ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ [ Ｊ ] . Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ
２０１１ꎬ２１７(１２):５９８２ － ５９９３.

[ ４ ]　 Ｓｏｎｇ ＪꎬＨｅ Ｓ Ｐ. Ｒｏｂｕｓｔ ｆｉｎｉｔｅ￣ｔｉｍｅ Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｏｎｅ￣ｓｉｄｅｄ
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｖｉａ ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ａｎｄ ｏｕｔｐｕｔ
ｆｅｅｄｂａｃｋ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅꎬ２０１５ꎬ３５２
(８):３２５０ － ３２６６.

[ ５ ]　 Ｇｕ Ｋ. Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｅｌａｙｓ [ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｂｕｓｔ ａｎｄ
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ２００３ꎬ１３(９):８１９ － ８３１.

[ ６ ]　 Ｙｕｅ ＤꎬＨａｎ Ｑ Ｌ. Ｒｏｂｕｓｔ Ｈ∞ ｆｉｌｔｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ
ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｅｌａｙｓ [ Ｊ] .
ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇꎬ ２００４ꎬ ５２ ( １１ ):
３２００ － ３２１２.

[ ７ ]　 Ｄｕ Ｈ ＰꎬＬａｍ Ｊ. Ｅｎｅｒｇｙ ｔｏ ｐｅａｋ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｄｅｓｉｇｎ
ｆｏｒ ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｖｉａ ｓｔａｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ａｃｔｕａｔｏｒ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ [ Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ ２００６ꎬ ８４
(３１):２２７７ － ２２９０.

[ ８ ]　 Ｐａｌｈａｒｅｓ Ｒ ＭꎬＰｅｒｅｓ Ｐ Ｌ Ｄ. Ｒｏｂｕｓｔ ｆｉｌｔｅｒ ｗｉｔｈ ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ
ｅｎｅｒｇｙ￣ｔｏ￣ｐｅａｋ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ—ａｎ ＬＭＩ ａｐｐｒｏａｃｈ [ Ｊ ] .
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａꎬ２０００ꎬ３６(６):８５１ － ８５８.

[ ９ ]　 Ｇｕ Ｋ. Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｉｍｅ￣
ｄｅｌａｙ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｃ ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ３９ｔｈ ＩＥＥＥ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ. Ｓｙｄｎｅｙ: ＩＥＥＥꎬ２０００:
２８０５ － ２８１０.

[１０] Ｗａｎｇ ＹꎬＸｉｅ Ｌꎬｄｅ Ｓｏｕｚａ Ｃ Ｅ. Ｒｏｂｕｓｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｊ] . Ｓｙｓｔｅｍｓ ＆ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｌｅｔｔｅｒｓꎬ
１９９２ꎬ１９(２):１３９ － １４９.

[１１] Ｇｈａｏｕｉ Ｌ ＥꎬＯｕｓｔｒｙ ＦꎬＡｉｔＲａｍｉ Ｍ. Ａ ｃｏｎｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ
ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ￣ｆｅｅｄｂａｃｋ ａｎｄ ｒｅｌａｔｅｄ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ] . ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ
１９９７ꎬ４２(８):１１７１ － １１７６.
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