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一种复杂机械结构的频率可靠性及灵敏度分析方法

马天政ꎬ 吕　 昊ꎬ 张义民
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 针对具有随机参数的复杂机械结构振动的固有频率响应问题ꎬ定义了频率可靠性ꎬ并在此基础

上提出了一种快速有效的可靠性及可靠性灵敏度的计算方法. 采用随机响应面模型来拟合结构输入参数和

固有频率之间的函数关系ꎬ并使用降维积分技术计算随机响应面模型的展开系数ꎬ同时使用模型降阶方法来

进行结构的重分析计算以节约计算时间. 采用改进的一次二阶矩方法进行可靠性分析ꎬ可靠性灵敏度的计算

采用蒙特卡洛模拟方法. 数值算例表明所提方法具有很高的计算效率和合适的精度ꎬ适用于复杂结构的频率

可靠性分析.
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　 　 当外界激励的频率与结构固有频率特性接近

时结构会发生共振ꎬ从而导致很大的振幅和动应

力ꎬ严重危害结构安全. 传统的结构动态设计中将

参数当作确定性的值来处理ꎬ忽略了不确定性对

于固有频率等结构动态性能的影响. 然而ꎬ工程实

际中由于材料参数的变异性、加工误差等因素导

致实际结构的参数具有不确定性. 近些年来ꎬ随着

机械产品向着轻质、高速、高精度的方向发展ꎬ不
确定性对固有频率等动态特性的影响越发显著ꎬ
因此对于随机结构进行频率可靠性及可靠性灵敏

度分析显得尤为重要.
文献[１]使用摄动法对频率可靠性问题进行

了研究. 文献[２]使用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法对齿轮系

统的共振可靠性问题进行了研究. 文献[３] 通过



　 　

建立固有频率特性的响应面模型研究了水下航行

器的频率可靠性问题.
上述方法提供了频率可靠性及灵敏度分析的

有效途径. 然而工程实际中常见的复杂结构通常

借助于大型的商业有限元软件进行建模ꎬ得到的

有限元模型往往具有几万甚至几十万上百万个自

由度ꎬ这种情况下难以有效地进行可靠性分析. 为
此ꎬ本文结合随机响应面法、降维积分以及模型降

阶法提出了一种针对复杂结构的频率可靠性及可

靠性灵敏度问题的实用计算方法ꎬ并分别以转向

架构架模型以及汽车车架模型作为算例对本文所

述方法进行了验证.

１　 共振问题的频率可靠性分析模型

　 　 设结构的第 ｌ 阶固有频率为 ω( ｌ)ꎬ结构所受

的外界激励频率为 ｐꎬ为避免结构发生共振破坏ꎬ
频率可靠性模型定义为

ｇ ＝ ｐ － ω( ｌ)≤ － γ( ｌ)ꎬ
或 ｇ ＝ ｐ － ω( ｌ)≥γ( ｌ) .

其中:γ( ｌ) 为常数ꎬ表示第 ｌ 阶固有频率的共振区

间ꎬ一般取固有频率均值的 ０􀆰 １ ~ ０􀆰 １５ 倍.

２　 降维积分构建随机响应面代理模型

２􀆰 １　 随机响应面方法

随机响应面方法[４ － ６]源自于随机有限元的谱

方法ꎬ基本思想是使用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 随机多项式(即混沌

多项式)来拟合输入和输出之间的关系ꎬ即结构的输

出 ｙ 可以表示为一系列 Ｈｅｒｍｉｔｅ 随机多项式的和:
ｙ(ξ) ＝∑

｜ ｉ｜≤Ｍ
ａｉΨｉ(ξ) .

其中:ξ ＝ (ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｎｐ)为独立标准正态随机变

量的向量ꎻｎｐ 为结构输入随机变量的个数ꎻＭ 为

Ｈｅｒｍｉｔｅ 随机多项式展开阶数. 下标 ｉ ＝ ( ｉ１ꎬｉ２ꎬ􀆺ꎬ
ｉｎｐ)∈Ｎｎｐ

０ ꎬ ｜ ｉ ｜ ＝ ｉ１ ＋ ｉ２ ＋􀆺＋ ｉｎｐ .
Ψｉ(ξ)定义为

Ψｉ(ξ) ＝ φｉ１( ξ１)φｉ２ ( ξ２)􀆺φｉｎｐ
( ξｎｐ)ꎬ０≤ｉｋ≤

Ｍꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎｐ .
其中 φｉｋ(􀅰)是第 ｉｋ 阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式.

展开系数的计算式为

ａｉ ＝ Ｅ[ｙ(ξ)Ψｉ(ξ)] ＝ ∫ｙ(ξ)Ψｉ(ξ)ρ(ξ)ｄξ

＝ ∫Ｇ(ξ)ρ(ξ)ｄξ. (１)

其中:Ｅ[􀅰]是数学期望ꎻ ρ(ξ) ＝ ∏
ｎｐ

ｊ ＝１
ρ(ξｊ) 是标准

正态随机向量 ξ 的联合概率密度函数.

和普通的响应面方法相比ꎬ以 Ｈｅｒｍｉｔｅ 正交

多项式为基底构建的随机响应面函数能够逼近

Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中的任意函数ꎬ并且能够保证收敛

性ꎬ有着更好的计算精度.
２􀆰 ２　 降维积分

在随机响应面模型的构建过程中ꎬ如何计算

展开系数至关重要. 采用直接数值积分法计算量

巨大ꎬ特别是当随机变量的数量较多时. Ｒａｈｍａｎ
等[７ － ８]提出了高维积分的降维法ꎬ这种方法通过

将高维积分转化为若干简单积分的叠加形式来减

少计算量. 对于单变量降维积分ꎬＧ( ξ)可以表示

为

Ｇ(ξ) ≅ ∑
ｎｐ

ｊ ＝１
Ｇ(μ１ꎬ􀆺ꎬμｊ－１ꎬξｊꎬμｊ＋１ꎬ􀆺ꎬμｎｐ) －

(ｎｐ － １)Ｇ(μ１ꎬμ２ꎬ􀆺ꎬμｎｐ) . (２)
其中 μｊ 表示第 ｊ 个变量的均值. 将式(２)代入式

(１)得到

ａｉ ＝∑
ｎｐ

ｊ ＝１
∫Ｇ(μ１ꎬ􀆺ꎬμｊ－１ꎬξｊꎬμｊ＋１ꎬ􀆺ꎬμｎｐ)ρ(ξｊ)ｄξｊ －

(ｎｐ － １)Ｇ(μ１ꎬμ２ꎬ􀆺ꎬμｎｐ) .
以含有 ６ 个随机变量的实际问题为例ꎬ每个

随机变量采用 ６ 个积分点. 直接积分法需要对结

构进行 ６６ ＝ ４６ ６５６ 次重分析计算ꎬ若采用单变量

降维积分则只需要进行 ６ × ６ ＋ １ ＝ ３７ 次计算ꎬ极
大地减少了计算量.

３　 结构重分析的模型降阶

对于复杂的有限元模型来说ꎬ计算结构在每

个积分点处的固有频率需要大量的时间. Ｚｈａｎｇ
等[９ － １０]提出了 ＰＲＯＭ 方法构建结构的降阶模型

用于结构动力学重分析ꎬＰＲＯＭ 方法通过将复杂

结构投影到由一组正交基底所构成的低维子空间

上来达到模型降阶的目的. 和其他重分析方法相

比ꎬＰＲＯＭ 方法能在一定程度上保存原结构的相

关信息ꎬ因而具有很好的稳定性和收敛性.
设结构的特征方程为

ＫΦ ＝ＭΦΛꎬ
ΦＴＭΦ ＝ Ι . } (３)

其中:Ｋ 是刚度矩阵ꎻＭ 是质量矩阵ꎻΦ 是特征向

量矩阵ꎻΛ 是由特征值构成的对角矩阵.
基底 Ｐ 一般由结构在若干个参数设计点处

的特征向量构成ꎬ参数设计点的选择方法有多种ꎬ
这里建议选取 ｎｐ ＋ １ 个参数设计点ꎬ即

Ｐ ＝ [Φ０ꎬΦ１ꎬΦ２ꎬ􀆺ꎬΦｎｐ] .
记 􀭵Ｘ ｊꎬＸ ｊ( ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎｐ)分别为第 ｊ 个参数取值
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的上界和下界ꎬＸ０
ｊ ＝

􀭵Ｘｊ ＋Ｘｊ

２ . 则 Φ０ 为设计点Ｘ０
ｄｅｓｉｇｎ ＝

[Ｘ０
１ꎬＸ０

２ꎬ􀆺ꎬＸ０
ｎｐ]处的特征向量ꎬΦｉ 为设计点 Ｘｉ

ｄｅｓｉｇｎ ＝
[Ｘ０

１ꎬ􀆺ꎬＸ０
ｉ －１ꎬＸｉꎬＸ０

ｉ ＋１ꎬＸ０
ｎｐ]处的特征向量.

将特征向量矩阵 Φ投影到基底 Ｐ 上有

Φ ＝ ＰΘ . (４)
将式(４)代入到式(３)中ꎬ得到缩减之后的结

构特征方程为

ＫＲΘ ＝ＭＲΘΛꎬ
ＫＲ ＝ ＰＴＫＰꎬ
ＭＲ ＝ ＰＴＭＰ.

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(５)

这样ꎬ原结构的特征值问题(式(３))就转化

为模型降阶之后的特征值问题ꎬ通过求解式(５)
即可得到原结构的固有频率和模态阵型.

４　 可靠性分析及程序的编制

４􀆰 １　 可靠性及灵敏度分析

在构建的随机响应面模型的基础上ꎬ可靠性计

算采用改进的一次二阶矩(ＡＦＯＳＭ)方法. 可靠性

灵敏度分析使用随机响应面模型结合 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
方法进行抽样计算ꎬ可靠性灵敏度的计算公式为

∂Ｐ^ｆ

∂θ(ｋ)
ｘｉ

＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝１

ＩＦ(ｘｊ)
ｆＸ(ｘｊ)

∂ｆＸ(ｘｊ)
∂θ(ｋ)

ｘｉ ｘ ＝ ｘ ｊ

. (６)

其中:Ｐ^ｆ 为失效概率ꎻθ(ｋ)
ｘｉ 为设计变量 ｘｉ 的概率分

布的第 ｋ 个参数ꎻｘｊ 为 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法抽样的第

ｊ 个样本ꎻｆＸ(􀅰)为变量的联合概率密度分布ꎻＩＦ(􀅰)
为示性函数ꎬ当 ｘ 落在失效域 Ｆ 内时ꎬ取值为 １ꎬ
否则为 ０.

为了消除量纲对可靠性灵敏度的影响ꎬ将式

(６)归一化ꎬ得到归一化的灵敏度表达式为

Ｓθ(ｋ)ｘｉ
＝

∂Ｐ^ｆ / Ｐ^ｆ

∂θ(ｋ)
ｘｉ / σｘｉ

.

４􀆰 ２　 程序的编写

随机响应面及可靠性程序在 Ｍａｔｌａｂ 中编写ꎬ
模型降阶使用 Ｎａｓｔｒａｎ 提供的二次开发语言

ＤＭＡＰ 编写ꎬ和其他有限元软件所提供的二次开

发语言相比ꎬＤＭＡＰ 能够深入 Ｎａｓｔｒａｎ 的内核修

改求解序列ꎬ具有很大的灵活性. 在整个计算过程

中ꎬ使用Ｍａｔｌａｂ 来调用 Ｎａｓｔｒａｎꎬ并读取 Ｎａｓｔｒａｎ 的

计算结果.

５　 数值算例

５􀆰 １　 转向架构架的固有频率及灵敏度分析

转向架构架是高速动车组的关键部件之一ꎬ

对列车的动力学性能有着重要影响. 某转向架构

架的有限元模型如图 １ 所示ꎬ采用 Ｎａｓｔｒａｎ 的实体

单元建模ꎬ一共划分了 ２１０ ６４６ 个单元ꎬ结构的随

机参数为材料的弹性模量 Ｅꎬ剪切模量 Ｇꎬ密度 ρꎬ
其概率分布特性如表 １ 所示. 为避免车辆运行时

发生共振ꎬ以构架的一阶固有频率不低于 ９􀆰 ４ Ｈｚ
为目标进行可靠性分析ꎬ可靠性分析模型为

ｇ ＝ ω(１) － (ｐ － γ(１))≤０ꎬ
ｐ － γ(１) ＝ ９􀆰 ４.

选取设计变量均值(Ｘ０
ｄｅｓｉｇｎ ＝ [􀭵Ｅꎬ􀭺Ｇꎬ􀭰ρ])处的

前 ８０ 阶固有阵型作为正交基底对有限元模型进

行降阶处理ꎬ从而将原问题转化为一个 ８０ × ８０ 的

矩阵特征值问题. 在 Ｌｉｎｕｘ 系统的集群上ꎬ原模型

进行一次特征值求解需要 ３０ ｍｉｎꎬ采用降阶模型

方法后只需 ２􀆰 ８ ｍｉｎ 即可完成一次计算. 为了检

验降阶模型的计算精度ꎬ随机抽取了 １５ 组样本ꎬ
结果如图 ２ａ 所示ꎬ可以看出降阶模型的计算精度

很高ꎬ和原模型解几乎完全一致.

图 １　 转向架构架示意图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｂｏｇｉｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

表 １　 随机变量概率分布特性(转向架构架)
Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ

ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ (ｂｏｇｉｅ)

随机变量 分布类型 均值 标准差

Ｅ / ＭＰａ 正态分布 ２１０ ０００ １０ ５００
Ｇ / ＭＰａ 正态分布 ８３ ０００ ４ １５０

ρ / (ｇ􀅰ｍｍ － ３) 正态分布 ７􀆰 ８６ ０􀆰 ３９３

　 　 采用 ２ 阶随机响应面进行拟合ꎬ使用单变量

降维积分计算展开系数ꎬ每个随机变量采用 ６ 个

积分点ꎬ降维积分只需要进行 ６ × ３ ＋ １ ＝ １９ 次的

重分析计算. 随机抽取 １５ 组样本分别使用随机响

应面模型和降阶模型计算ꎬ结果如图 ２ｂ 所示ꎬ可
以看出使用降维积分构建的随机响应面模型具有

很高的拟合精度ꎬ与降阶模型的计算结果几乎完

全一致.
　 　 ＡＦＯＳＭ 方法计算得到结构失效概率为

２􀆰 ３３９ × １０ － ３ꎬＭｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法计算得到失效概

率为 ３􀆰 ０１３ × １０ － ３ꎬ两者计算结果基本一致. 可靠

性灵敏度的计算结果如表 ２ 所示ꎬ灵敏度的绝对

值越大表明对系统可靠性的影响越大ꎬ反之亦然ꎻ
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灵敏度为正值表明随着变量的增加失效概率增

加ꎬ灵敏度为负值表明随着变量的增加失效概率

降低. 从均值灵敏度分析中可以看出ꎬ随着弹性模

量 Ｅ 和剪切模量 Ｇ 增加ꎬ失效概率会降低ꎬ密度 ρ

的增加会导致失效概率增大. 从标准差灵敏度的

分析中可以看出ꎬ标准差的增加会导致失效概率

的增大ꎬ这是因为随机变量的标准差越大ꎬ结构固

有频率的分布越分散ꎬ因而失效概率会增大.

图 ２　 精度检验(转向架构架)
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｈｅｃｋ(ｂｏｇｉｅ)

(ａ)—有限元解和降阶模型解比较ꎻ (ｂ)—降阶模型解和随机响应面拟合解比较.

表 ２　 可靠性灵敏度分析结果(转向架构架)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ (ｂｏｇｉｅ)

均值
灵敏度

ＭＣＳ
估计值

变异
系数

标准差
灵敏度

ＭＣＳ
估计值

变异
系数

Ｓ － μＥ － ０􀆰 １４２ ３ ０􀆰 ０８４ ２ Ｓ － σＥ ０􀆰 ３９５３ ０􀆰 ０４９ ６
Ｓ － μＧ － ０􀆰 ００１ ７ ６􀆰 ７３１ ０ Ｓ － σＧ ０􀆰 ３３５８ ０􀆰 ０５５ ６
Ｓ － μρ ３􀆰 ８９６ １ ０􀆰 ００８ ２ Ｓ － σρ １０􀆰 ６３５３ ０􀆰 ００８ ４

５􀆰 ２　 汽车车架的固有频率可靠性及灵敏度分析

某车架的有限元模型如图 ３ 所示ꎬ整个车架

在 Ｎａｓｔｒａｎ 中 采 用 壳 单 元 建 模ꎬ 一 共 划 分 了

１００ ８２４个单元. 结构的随机参数包括:横梁的厚

度 ｔ１ꎬ侧梁的厚度 ｔ２ꎬ材料的弹性模量 Ｅꎬ剪切模

量 Ｇꎬ密度 ρꎬ其概率分布特性如表 ３ 所示. 模态

分析结果表明车架的第三阶固有频率与发动机怠

速时的激励频率 ３２ Ｈｚ 较为接近ꎬ为避免发生共

振对其进行可靠性分析ꎬ可靠性分析模型为

ｇ ＝ ω(３) － (ｐ － γ(３))≤０ꎬ
ｐ ＝ ３２ꎬγ(３) ＝ ４.

表 ３　 随机变量概率分布特性(汽车车架)
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ

ｖａｒｉａｂｌｅｓ (ｃｈａｓｓｉｓ)

随机变量 分布类型 均值 标准差

Ｅ / ＭＰａ 正态分布 ２１０ ０００ １０ ５００

Ｇ / ＭＰａ 正态分布 ８３ ０００ ４ １５０

ρ / (ｇ􀅰ｍｍ － ３) 正态分布 ７􀆰 ８６ ０􀆰 ３９３

ｔ１ / ｍｍ 正态分布 ８ ０􀆰 ４

ｔ２ / ｍｍ 正态分布 １４ ０􀆰 ７

　 　 选取设计变量 Ｘ０
ｄｅｓｉｇｎ ＝ [Ｅ０ꎬＧ０ꎬρ０ꎬ ｔ０１ꎬ ｔ０２ ]ꎬ

Ｘ１
ｄｅｓｉｇｎ ＝ [Ｅ０ꎬＧ０ꎬρ０ꎬｔ１ꎬｔ０２]和 Ｘ２

ｄｅｓｉｇｎ ＝ [Ｅ０ꎬＧ０ꎬρ０ꎬ
ｔ０１ꎬｔ２]处的固有阵型组成基底并进行正交化ꎬ进而

将原问题转化为一个 １５０ × １５０ 的矩阵的特征值

问题. 原模型进行一次特征值求解需要２ ｍｉｎꎬ采用

降阶模型后只需 １８ ｓ 即可完成一次计算.

图 ３　 汽车车架示意图
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｈａｓｓｉｓ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

　 　 采用 ２ 阶随机响应面进行拟合ꎬ降维积分计

算展开系数时每个随机变量采用 ６ 个积分点ꎬ从
而只需要进行 ６ × ５ ＋ １ ＝ ３１ 次的重分析计算即

可. 从图 ４ 中可以看出ꎬ模型降阶法和随机响应面

拟合的结果都具有非常高的精度. ＡＦＯＳＭ 方法

计算得到的结构失效概率为 ５􀆰 ２３０ × １０ － ３ꎬＭｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ 方法计算得到失效概率为 ５􀆰 ４６０ × １０ － ３ꎬ两
者计算结果基本一致. 可靠性灵敏度的计算结果

如表 ４ 所示. 从均值可靠性灵敏度分析中可以看

出ꎬ弹性模量 Ｅ 和密度 ρ 对可靠性的影响最大ꎬ其
次是横梁的厚度 ｔ１ꎬ侧梁的厚度 ｔ２ꎬ剪切模量 Ｇ 对

可靠性的影响非常小. 随着弹性模量 Ｅꎬ剪切模量

Ｇ 以及侧梁厚度 ｔ２ 的增加ꎬ失效概率会降低ꎬ密
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度 ρ 和横梁厚度 ｔ１ 的增加会导致失效概率增大.
从标准差灵敏度的分析中可以看出ꎬ变量标准差

的增加会导致失效概率的增大.

图 ４　 精度检验(汽车车架)
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｈｅｃｋ (ｃｈａｓｓｉｓ)

(ａ)—有限元解与降阶模型解比较ꎻ (ｂ)—降阶模型解与随机响应面拟合解比较.

表 ４　 可靠性灵敏度分析结果(汽车车架)
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

(ｃｈａｓｓｉｓ)
均值

灵敏度
ＭＣＳ

估计值
变异
系数

标准差
灵敏度

ＭＣＳ
估计值

变异
系数

Ｓ － μＥ － ２􀆰 ２４９ ３ ０􀆰 ００６ ３ Ｓ － σＥ ４􀆰 ３１２１ ０􀆰 ００７ ６
Ｓ － μＧ － ０􀆰 ００５ ７ ４􀆰 ０８７ ７ Ｓ － σＧ ０􀆰 ０６１ ６ ０􀆰 ２９５ ８
Ｓ － μρ １􀆰 ６０４ ６ ０􀆰 ００６ ８ Ｓ － σρ ２􀆰 ０６５ １ ０􀆰 ０１０ ３
Ｓ － μｔ１ ０􀆰 ７１９ ３ ０􀆰 ０１０ ５ Ｓ － μｔ１ ０􀆰 ４４２ ３ ０􀆰 ０２７ ６
Ｓ － μｔ２ － ０􀆰 ８９２ ５ ０􀆰 ００９ ５ Ｓ － μｔ２ ０􀆰 ８０９ ３ ０􀆰 ０１８ ２

６　 结　 　 论

结合随机响应面方法、降维积分技术、模型降

阶方法及商业有限元软件的二次开发功能ꎬ本文

提出了一种实用的复杂机械结构频率可靠性及灵

敏度的分析方法. 数值算例表明所提出的方法具

有很高的计算效率ꎬ极大地节省了计算时间ꎬ 具

有较高的计算精度ꎬ能满足工程实际要求.
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[ ６ ]　 Ｍａｒｚｏｕｋ Ｙꎬ Ｘｉｕ Ｄ. Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ
Ｂａｙｅｓｉａｎ ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｉｎ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ２００９ꎬ６(４):８２６ － ８４７.

[ ７ ]　 Ｒａｈｍａｎ ＳꎬＸｕ Ｈ. Ａ ｕｎｉｖａｒｉａｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ￣ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
[ Ｊ] . Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２００４ꎬ １９ ( ４ ):
３９３ － ４０８.

[８] 　 Ｘｕ ＨꎬＲａｈｍａｎ Ｓ. Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ￣ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ [Ｊ] .
Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２００４ꎬ６１(１２):１９９２ －
２０１９.

[９] 　 Ｚｈａｎｇ Ｇꎬ Ｎｉｋｏｌａｉｄｉｓ Ｅꎬ Ｍｏｕｒｅｌａｔｏｓ Ｚ Ｐ. Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｒｅ￣
ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ｆｏｒ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｒｇｅ￣ｓｃａｌｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｄｅｓｉｇｎꎬ ２００９ꎬ １３１
(５):０５１００７.

[１０] Ｚｈａｎｇ Ｇ. Ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ￣ｂａｓｅｄ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｒｅｄｕｃｅｄ ｏｒｄｅｒ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ
[Ｄ] . Ａｎｎ Ａｒｂｏｒ:Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｍｉｃｈｉｇａｎꎬ２００５.
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