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求解特定鞍点问题的改进 ＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法

邵新慧ꎬ 李　 晨ꎬ 王心怡
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 鞍点问题广泛出现在众多的工程研究领域ꎬ如流体力学、电磁学、最优化问题、最小二乘问题、椭
圆偏微分方程问题等. 以 ＳＯＲ 类方法为基础ꎬ结合 ＨＳ 分裂思想ꎬ将经典鞍点问题的求解方法推广到特殊鞍

点问题的求解上. 给出一种具有新型分裂迭代格式的 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法ꎬ用以求解一类含有非对称块的鞍点

系统ꎬ给出了相应的收敛性分析以及最优松弛参数选取方法. 数值算例验证了对于不同的预优矩阵ꎬＭＳＯＲ －
Ｌｉｋｅ 方法只有收敛速度的分别ꎬ没有收敛性能的影响ꎬ且在相同计算精度下ꎬ该方法解决特殊鞍点问题的迭

代效果优于常规方法解决经典鞍点问题.
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　 　 在工程应用的诸多研究中ꎬ如涉及流体力学

问题、电磁学问题、最优化问题等相关计算时ꎬ常
常需要求解一类具有特殊结构的鞍点问题[１ － ５]:
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其中:Ａ∈Ｒｍ × ｍ 为非对称的正定矩阵ꎻＢ∈Ｒｍ × ｎ

(ｍ≥ｎ)为列满秩矩阵ꎻ ｘꎬｆ∈Ｒｍꎻ ｙꎬｇ∈ＲｎꎻＢΤ

为 Ｂ 的转置矩阵ꎻｆꎬｇ 为已知向量. 鞍点系统呈现

一定病态ꎬ使得一些经典求解方法难以实现ꎬ因此

如何行之有效地解决这类问题是近年来国内外学

者们研究的热点. 通常做法是采用定常迭代与非

定常迭代双线并行ꎬ结合相应的预条件处理技术ꎬ
其中包括 Ｕｚａｗａ 类方法[６ － ９]ꎬＳＯＲ 类方法[１０ － １８]ꎬ
ＨＳＳ 类方法[１９ － ２１]ꎬＫｒｙｌｏｖ 子空间类方法[２１]ꎬ以及

相应的预处理方法.



　 　

１　 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法的迭代格式和
收敛性分析

　 　 基于 ＨＳ 分裂ꎬ令 Ａ ＝Ｈ ＋ Ｓꎬ其中 Ｈ ＝ １
２ (Ａ ＋

ＡΤ)ꎬＳ ＝ １
２ (Ａ －ＡΤ).由于 Ａ 为正定矩阵ꎬ则 Ｈ 也

是正定的. 作分裂 Ｍ ＝ Ｄ － Ｌ － Ｕꎬ其中 Ｄ ＝
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Ｒｎ × ｎ为对称正定矩阵ꎬ若设 ω > ０ 为松弛参数ꎬ建
立迭代格式:
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其中:
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　 　 整理得如下迭代算法:
ｘ(ｋ ＋ １) ＝ (１ － ω)(Ｈ ＋ ωＳ) － １Ｈｘ(ｋ) ＋ ω(Ｈ ＋ ωＳ) － １( ｆ － Ｂｙ(ｋ))ꎬ
ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ωＱ － １(ＢΤｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) . } (３)

　 　 将式(３)称之为求解鞍点问题的 ＭＳＯＲ －
Ｌｉｋｅ 方法.

若令 λ 为 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法迭代矩阵 Ｍω 的

特征值ꎬ(ｘ　 ｙ) Ｔ∈Ｒｍ ＋ ｎ为相应特征向量ꎬ则有

[(１ － ω － λ)Ｈ － λωＳ]ｘ － ωＢｙ ＝ ０ꎬ
λωＢΤｘ － (λ － １)Ｑｙ ＝ ０. } (４)

引理 １ 　 设 Ａ∈Ｒｍ × ｍ 为非对称正定矩阵ꎬ

Ｈ ＝ １
２ (Ａ ＋ ＡΤ)为对称正定矩阵ꎬＳ ＝ １

２ (Ａ － ＡΤ)

为反对称矩阵ꎬＢ∈Ｒｍ × ｎ(ｍ≥ｎ)为列满秩矩阵ꎬ
Ｍω 如式(２)ꎬλ 为 Ｍω 的任一特征值ꎬ则 λ≠１.

证明 　 (反证法) 若 λ ＝ １ꎬ由式 (４) 可得
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有(ｘ　 ｙ) Ｔ ＝ ０ꎬ这与其为迭代矩阵 Ｍω 的特征向

量矛盾ꎬ故 λ≠１.
引理 ２　 在引理 １ 条件下ꎬ设 λ 为迭代矩阵

Ｍω 的任一特征值ꎬ(ｘ　 ｙ) Ｔ∈Ｒｍ ＋ ｎ为 Ｍω 的相应

特征向量ꎬ必有 ｘ≠０. 若 ｙ ＝０ꎬ则 ｜λ ｜ < １.
证明　 ①(反证法)若 ｘ ＝ ０ꎬ由式(４)可得

Ｂｙ ＝０. 由于 Ｂ 为列满秩矩阵ꎬ因而有 ｙ ＝ ０ꎬ与(ｘ
　 ｙ) Ｔ 为迭代矩阵 Ｍω 的特征向量矛盾ꎬ故 ｘ≠０.
② 若 ｘ≠０ꎬｙ ＝ ０ꎬ由式(４)可得(１ － ω － λ)Ｈｘ －

λωＳｘ ＝０.用 ｘΤ

ｘΤｘ
左乘等式两边ꎬ则有(１ － ω － λ) ×
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＝ ０. 设 ａ ＝ ｘΤＨｘ
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(１ －ω －λ)ａ －λωｂ ＝０.由于 Ｈ 是对称正定矩阵ꎬ则
ａ >０ꎻＳ 是反对称矩阵ꎬ则 ｂ ＝０.因而ꎬ有 λ ＝１ －ω.由
于松弛参数需满足０ <ω <２ꎬ则有｜λ ｜ ＝ ｜１ －ω ｜ <１.

引理 ３[１] 　 实一元二次方程 λ２ － ｂλ ＋ ｃ ＝ ０
两根之模均小于 １ꎬ当且仅当方程系数满足 ｜ ｃ ｜ <
１ꎬ且 ｜ ｂ ｜ < １ ＋ ｃ.

定理 １　 设 Ａ∈Ｒｍ × ｍ为非对称的正定矩阵ꎬ

Ｈ ＝ １
２ (Ａ ＋ ＡΤ)为对称正定矩阵ꎬＳ ＝ １
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为反对称矩阵ꎬＢ∈Ｒｍ × ｎ(ｍ≥ｎ)为列满秩矩阵ꎬ
Ｑ∈Ｒｎ × ｎ 为适当的对称正定矩阵ꎬ则 ＭＳＯＲ －
Ｌｉｋｅ 方法迭代格式(３)收敛ꎬ当且仅当松弛参数
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ＢＱ － １ＢＴ 是对称正定矩阵ꎬ因而 ａ > ０ꎬｃ > ０. 而 Ｓ
是 反 对 称 矩 阵ꎬ 则 ｂ ＝ ０ꎬ 于 是 有 λ２ ＋

３５４第 ３ 期 　 　 　 邵新慧等: 求解特定鞍点问题的改进 ＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法



　 　

ｃ
ａ ω２ ＋ ω － ２æ

è
ç

ö

ø
÷λ ＋ (１ － ω) ＝ ０. 由引理 ３ 知ꎬ

｜λ ｜ < １当且仅当

０ < ω < ２ꎬ

０ < ω < － ａ ＋ ａ２ ＋ ４ａｃ
ｃ .

ì

î

í

ïï

ïï
由于

ａ > ０ꎬ则 － ａ ＋ ａ２ ＋ ４ａｃ
ｃ ＝ ４

１ ＋ １ ＋ ４ ｃ
ａ

< ２. 因

而ꎬ若使 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法迭代格式收敛ꎬ松弛

参数 ω 的范围需满足 ０ < ω < － ａ ＋ ａ２ ＋ ４ａｃ
ｃ .

推论 １ 　 在定理 １ 条件下ꎬ若 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ
方法迭代格式收敛ꎬ则松弛参数范围可进一步化

简为 ０ < ω < ４

１ ＋ １ ＋ ４ ρ(ＢＱ － １ＢΤ)
λｍｉｎ(Ｈ)

ꎬ其中 ａ ＝

ｘΤＨｘ
ｘΤｘ

> ０ꎬｃ ＝ ｘΤＢＱ － １ＢΤｘ
ｘΤｘ

> ０.

证明　 由于 Ｈ 和 ＢＱ － １ＢΤ 是对称正定矩阵ꎬ

则 ａ ＝ ｘΤＨｘ
ｘΤｘ

ꎬｃ ＝ ｘΤＢＱ － １ＢΤｘ
ｘΤｘ

分别为 Ｈ 和 ＢＱ － １ＢΤ

的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商. 因 而ꎬ － ａ ＋ ａ２ ＋ ４ａｃ
ｃ ＝

４

１ ＋ １ ＋ ４ ｃ
ａ

＝ ４

１ ＋ １ ＋ ４ ρ(ＢＱ － １ＢΤ)
λｍｉｎ(Ｈ)

.

２　 数值实验

考虑模型 Ｓｔｏｋｅｓ 问题ꎬ有对流扩散方程:
－ νΔｕ ＋▽ｐ ＝ ｆꎬ ｉｎ Ω ꎻ

▽ｕ ＝ ｇꎬ ｉｎ Ω
ｕ ＝ ０ꎬ ｏｎ ∂Ω ꎻ

∫
Ω
ｐ(ｘ)ｄｘ ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

其中:Ω 为 ( ０ꎬ １ ) × ( ０ꎬ １ ) ⊂ Ｒ２ꎻ 方 程 满 足

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件ꎻΔ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子ꎻｕ 为表示

速度的向量函数ꎻｐ 为表示压力的数值函数.
将上述问题用迎风差分格式离散化处理ꎬ可

得形式如下的鞍点问题:

Ａ Ｂ
－ ＢΤ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｆ
－ ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷.

其中:Ａ ＝
Ｉ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉ ０

０ Ｉ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ × ｍ
ꎻ

Ｂ ＝
Ｉ⊗Ｆ
Ｆ⊗Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ × ｎ
.

Ｔ ＝ １
ｈ２ ｔｒｉｄｉａｇ( － １ꎬ２ꎬ － １)∈Ｒｐ × ｐꎬＦ ＝ １

ｈ ｔｒｉｄｉａｇ

( － １ꎬ１ꎬ０)∈Ｒｐ × ｐꎬ⊗为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 量积符号ꎬｈ ＝
１

ｐ ＋ １为离散网格值ꎬ且 ｍ ＝ ２ｐ２ꎬｎ ＝ ｐ２ . 将模型中

的 Ｔ 作适当修改ꎬ得到 􀭹Ｔ ＝ １
ｈ２ ｔｒｉｄｉａｇ( － １􀆰 ５ꎬ２ꎬ

－ ０􀆰 ５)∈Ｒｐ × ｐ . 于是问题模型重新定义为

Ａ ＝
Ｉ⊗􀭹Ｔ ＋ 􀭹Ｔ⊗Ｉ ０

０ Ｉ⊗􀭹Ｔ ＋ 􀭹Ｔ⊗Ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ × ｍ
ꎬ

Ｂ ＝
Ｉ⊗Ｆ
Ｆ⊗Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ × ｎ
.

令 Ａ ＝Ｈ ＋ Ｓꎬ其中 Ｈ ＝ １
２ (Ａ ＋ ＡΤ)ꎬＳ ＝ １

２

(Ａ － ＡΤ)ꎬ有 􀭹Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ Ｔ２ꎬ其中 Ｔ１ ＝ １
２ (􀭹Ｔ ＋ 􀭹ＴΤ)ꎬ

Ｔ２ ＝ １
２ (􀭹Ｔ － 􀭹ＴΤ) .

取 ｈ ＝ １
ｐ ＋ １ꎬ则 ｍ ＝ ２ｐ２ꎬｎ ＝ ｐ２ . 取零向量为初

始向量ꎬ其精确解为(ｘΤꎬｙΤ) Τ ＝ (１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１) Τ . 设
ＩＴ 为迭代步数ꎬＣＰＵ 为上机运算满足收敛要求所

需时间ꎬ使用 ＭＡＴＬＡＢ 编程语言实现ꎬ当 ＥＲＲ <
１０ － ６时计算中止ꎬ其中 ＥＲＲ 表示迭代误差ꎬ定义

如下:

ＥＲＲ ＝
‖ｘ(ｋ) － ｘ∗‖２

２ ＋‖ｙ(ｋ) － ｙ∗‖２
２

‖ｘ(０) － ｘ∗‖２
２ ＋‖ｙ(０) － ｙ∗‖２

２

.

Ｃａｓｅ １ Ｑ ＝ １
２０Ｉꎬ

ｘ(ｋ ＋ １) ＝ (１ － ω)(Ｈ ＋ ωＳ) － １Ｈｘ(ｋ) ＋
ω(Ｈ ＋ ωＳ) － １( ｆ － Ｂｙ(ｋ))ꎬ

ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ２０ω(ＢΤｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) .

ì

î

í

ïï

ïï

表 １　 ｈ ＝１ /９(ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４)时ꎬωｏｐｔ附近区域收敛情况(最优松弛参数 ωｏｐｔ ＝０􀆰 ２５)
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｉｎｇ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ａｒｏｕｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｏｍｅｇａ ｗｉｔｈ ｈ ＝１ / ９(ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４)(ωｏｐｔ ＝０􀆰 ２５)

ω ＩＴ ＣＰＵ ＥＲＲ
０􀆰 １０ ２７６ ２􀆰 １８４ ０ ９􀆰 ５０１ ０ｅ － ０７
０􀆰 １５ １９３ １􀆰 ６３８ ０ ８􀆰 ８８２ ２ｅ － ０７
０􀆰 ２０ １５５ １􀆰 ２１６ ８ ８􀆰 ８４９ ８ｅ － ０７
０􀆰 ２５ １４１ １􀆰 ０６０ ８ ９􀆰 １６２ ５ｅ － ０７
０􀆰 ３０ １５８ １􀆰 ２６３ ６ ８􀆰 ８３７ １ｅ － ０７
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　 　 Ｃａｓｅ ２　 Ｑ ＝ ＢΤＡ － １Ｂꎬ
ｘ(ｋ ＋ １) ＝ (１ － ω)(Ｈ ＋ ωＳ) － １Ｈｘ(ｋ) ＋ ω(Ｈ ＋ ωＳ) － １( ｆ － Ｂｙ(ｋ))ꎬ
ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ω(ＢΤＡ － １Ｂ) － １(ＢΤｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) .{

表 ２　 取 ｈ ＝１ /９(ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４)时ꎬωｏｐｔ附近区域收敛情况(最优松弛参数 ωｏｐｔ ＝１􀆰 ００)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｉｎｇ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ａｒｏｕｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｏｍｅｇａ ｗｉｔｈ ｈ ＝１ / ９(ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４)(ωｏｐｔ ＝１􀆰 ００)

ω ＩＴ ＣＰＵ ＥＲＲ

０􀆰 ９８ ９ ０􀆰 ０９３ ６ ５􀆰 ６９８ ５ｅ － ０８
０􀆰 ９９ ７ ０􀆰 ０６２ ４ ８􀆰 ０９９ ８ｅ － ０７
１􀆰 ００ ２ ０􀆰 ０３１ ２ ９􀆰 ４８８ １ｅ － １６
１􀆰 ０１ ８ ０􀆰 ０６２ ４ １􀆰 ９５２ ４ｅ － ０７
１􀆰 ０２ ９ ０􀆰 ０９３ ６ ６􀆰 ２２１ ３ｅ － ０７

　 　 Ｃａｓｅ ３　 Ｑ ＝ ＢΤＨ － １Ｂꎬ
ｘ(ｋ ＋ １) ＝ (１ － ω)(Ｈ ＋ ωＳ) － １Ｈｘ(ｋ) ＋ ω(Ｈ ＋ ωＳ) － １( ｆ － Ｂｙ(ｋ))ꎬ
ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ω(ＢΤＨ － １Ｂ) － １(ＢΤｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) .{

表 ３　 取 ｈ ＝１ /９(ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４)时ꎬωｏｐｔ附近区域收敛情况(最优松弛参数 ωｏｐｔ ＝１􀆰 １５)
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｉｎｇ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ａｒｏｕｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｏｍｅｇａ ｗｉｔｈ ｈ ＝１ / ９ (ｐ ＝８ꎬｍ ＝１２８ꎬｎ ＝６４) (ωｏｐｔ ＝１􀆰 １５)

ω ＩＴ ＣＰＵ ＥＲＲ

１􀆰 ００ ５１ ０􀆰 ４６８ ０ ９􀆰 ９４６ ３ｅ － ０７
１􀆰 ０５ ５０ ０􀆰 ４０５ ６ ８􀆰 １４０ ７ｅ － ０７
１􀆰 １０ ４７ ０􀆰 ３２７ ６ ９􀆰 ６７３ ２ｅ － ０７
１􀆰 １５ ４７ ０􀆰 ４２１ ２ ６􀆰 ６１４ １ｅ － ０７
１􀆰 ２０ ８８ ０􀆰 ６５５ ２ ９􀆰 ７５６ ８ｅ － ０７

　 　 数值实验结果表 １ ~ 表 ３ 表明ꎬ对于不同的

预优矩阵 ＱꎬＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法只有收敛速度的

区别ꎬ没有收敛性的影响. 因而可以得出ꎬ在解决

非对称鞍点问题上ꎬ该方法是切实有效的.

３　 结　 　 语

本文以 ＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法为基础ꎬ融合 ＨＳ 分

裂思想ꎬ将经典鞍点问题的求解方法推广到特殊

鞍点问题的求解ꎬ给出了一种具有新型分裂迭代

格式的 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法ꎬ理论分析和数值算例

验证了 ＭＳＯＲ － Ｌｉｋｅ 方法在解决非对称鞍点问

题时的有效性.
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