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一般不确定转移速率下 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统
的弹性控制器

连　 莲ꎬ 高宪文ꎬ 齐文海
(东北大学 信息科学与工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 研究了一类随机时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统的弹性控制器设计问题. 该系统的转移速率是一般不确

定的ꎬ比完全已知速率和不完全已知速率更具有一般性. 针对此类 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统ꎬ充分考虑一般不确定转

移速率矩阵中各元素之间的特性ꎬ通过构建一个较为新颖的模态依赖型 Ｌｙａｐｕｎｏｖ － Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函ꎬ设计了

弹性控制器以确保闭环系统随机稳定. 并且ꎬ通过求解一组线性矩阵不等式得到控制器增益矩阵. 最后ꎬ利用

一个数值算例验证了所得结果的有效性.
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　 　 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统作为一种特殊的切换系统ꎬ
已被广泛研究ꎬ例如经济系统、网络控制系统、容
错控制系统等都可以用 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统建模描

述[１ － ４] . 转移速率(关键性因素)决定了 Ｍａｒｋｏｖ
切换系统的性能. 近些年ꎬ针对转移速率问题的研

究ꎬ主要集中在转移速率完全已知ꎬ或者转移速率

部分已知的情况[５ － ９]ꎬ但由于控制系统的复杂性ꎬ
获得准确的转移速率代价高昂并且几乎是不可能

的. 而一般不确定转移速率涵盖了转移速率部分

未知和转移速率不确定两大内容ꎬ因此ꎬ此类

Ｍａｒｋｏｖ 切换系统的研究更具有实际意义[１０ － １３] .
同时ꎬ由于随机扰动和时滞在各类动力系统

中的客观存在ꎬ随机时滞微分方程作为实用意义

很强的一类系统模型也被广泛研究[１４] . 进而ꎬ随
机时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统也取得了许多有意义的

成果[１５ － １７] .
控制器参数的微小摄动通常会大幅降低闭环

系统的性能ꎬ但是这种摄动是不可避免的ꎬ因此ꎬ



　 　

弹性控制器在工业过程中起到十分重要的作用ꎬ
其设计问题引起了许多学者的关注[１８ － １９] .

目前ꎬ对于一般转移速率下随机时滞 Ｍａｒｋｏｖ
切换系统的弹性控制的文献还很少见ꎬ本文针对

这类系统ꎬ构造了模态依赖型的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ －
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函ꎬ结合自由权矩阵得到了保守性较

低的闭环系统的随机稳定的充分条件. 在此基础

上ꎬ设计了弹性控制器以确保闭环系统的稳定性.
最后ꎬ通过数值仿真验证了所得结果的有效性及

优势.

１　 系统描述

考虑如下随机时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统:
ｄｘ( ｔ) ＝ [Ａ(ｇｔ)ｘ( ｔ) ＋ Ａｄ(ｇｔ)ｘ( ｔ － τ( ｔ)) ＋

Ｂ(ｇｔ)ｕ( ｔ)]ｄｔ ＋ [Ｗ(ｇｔ)ｘ( ｔ) ＋
Ｗｄ(ｇｔ)ｘ( ｔ － τ( ｔ))]ｄｗ( ｔ) ꎬ
ｘ( ｔ ＋ θ) ＝ φ(θ)ꎬθ∈[ － ｔꎬ０] . (１)

式中:ｘ( ｔ)∈Ｒｎ 是状态向量ꎻｕ( ｔ)∈Ｒｍ 是控制输

入ꎻｗ( ｔ)是标准维纳过程ꎻ时变时滞 τ( ｔ)满足０≤
τ( ｔ)≤τꎬτ̇( ｔ)≤ｈ < １ꎻ初始函数 φ(θ)定义在区间

[ － τꎬ０]上ꎻｇｔ 为有限集 Ｓ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}中取值

的连续 Ｍａｒｋｏｖ 过程. 从 ｔ 时刻模态 ｉ 到 ｔ ＋ Δｔ 时
刻模态 ｊ 的转移概率为

Ｐ{ｇｔ ＋ Δｔ ＝ ｊ ｜ ｇｔ ＝ ｉ} ＝
π^ｉｊΔｔ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ ｉ≠ｊꎻ

１ ＋ π^ｉｉΔｔ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ ｉ ＝ ｊ.{
式中:Δｔ≥０ꎬｌｉｍ

Δｔ≥０
(ｏ(Δｔ) / Δｔ) ＝ ０ꎻπ^ｉｊ为系统转移

速率ꎬ并且当 ｉ≠ｊ 时满足

π^ｉｊ ≥０ꎬ ∑
Ｎ

ｊ ＝１ꎬｉ≠ｊ
π^ｉｊ ＝ － π^ｉｉ .

本文考虑一般不确定转移速率:
π^ｉｊ ＝ πｉｊ ＋ Δπｉｊ .

式中: πｉｊ为估计值ꎻΔπｉｊ∈[ － λ ｉｊꎬλ ｉｊ]ꎬ(λ ｉｊ > ０)
为 π^ｉｊ的误差并且分别满足

∑
Ｎ

ｊ ＝１ꎬｉ≠ｊ
πｉｊ ＝ － πｉｉꎬ ∑

Ｎ

ｊ ＝１ꎬｉ≠ｊ
Δπｉｊ ＝ － Δπｉｉꎬ ｜ πｉｊ ｜ >｜λ ｉｊ｜ .

式中ꎬπｉｊ和 λ ｉｊ是已知先验的. 假设三模态的一般

不确定转移速率矩阵为

Π ＝
? ? π１３ ＋ Δπ１３

? π２２ ＋ Δπ２２ ?
π３１ ＋ Δπ３１ ? π３３ ＋ Δπ３３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

其中ꎬ未知元素用“?” 表示. 对于 ∀ｉ ∈ ＳꎬＳｉ ＝
Ｓｉ

ｋ ＋Ｓｉ
ｕｋꎬ这里 Ｓｉ

ｋ ≜{ ｊ:πｉｊ 是已知的ꎬｊ ∈ Ｓ}ꎬＳｉ
ｕｋ ≜

{ ｊ:πｉｊ 是未知的ꎬｊ∈ Ｓ} . 如果 Ｓｉ ≠⌀ꎬ可以描述为

Ｓｉ
ｋ ≜ {ｋｉ

１ꎬｋｉ
２ꎬ􀆺ꎬｋｉ

ｍ}ꎬ１ ≤ ｍ ≤ Ｎ. 其中 ｋｉ
ｍ ∈ Ｓ 代

表矩阵Π第 ｉ行中序号为 ｋｉ
ｍ 的第 ｍ个已知元素.

方便起见ꎬ定义矩阵中的符号为ｇｔ ＝ ｉ.
本文设计弹性状态反馈控制器为

ｕ( ｔ) ＝ Ｋｉ( ｔ)ｘ( ｔ) . (２)
式中:Ｋｉ( ｔ) ＝ Ｋｉ ＋ ΔＫｉ( ｔ) 为不确定状态反馈增

益ꎬＫｉ 是 特 定 的 状 态 反 馈 控 制 器 增 益ꎬ

ΔＫｉ ∈ Ｒｍ×ｎ ( ｉ ∈ Ｓ) 是控制器增益的摄动. 本文

考虑加性摄动:
ΔＫｉ ＝ ＨｋｉＦｋｉ( ｔ)Ｍｋｉ .

式中:ＨｋｉꎬＭｋｉ 是已知定常矩阵ꎻＦｋｉ( ｔ) 是参数不

确定矩阵ꎬ且满足 ＦＴ
ｋｉ( ｔ)Ｆｋｉ( ｔ) ≤ Ｉ. 对于状态反

馈控制器(２)ꎬ有闭环系统:
ｄｘ( ｔ) ＝ [(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ( ｔ))ｘ( ｔ) ＋ Ａｄ ｉｘ( ｔ －

τ( ｔ))]ｄｔ ＋ [Ｗｉｘ( ｔ) ＋Ｗｄｉｘ( ｔ －
τ( ｔ))]ｄｗ( ｔ) ꎬ

ｘ(τ ＋ θ) ＝ φ(θ)ꎬθ ∈ [ － τꎬ０] . (３)
定义１　 对于任意的初始模态 ｇ０ 和初始状态

φ(θ)ꎬ存在一个正的标量参数 Ｔ(φ(θ)ꎬｇ０) 使得

下式成立:

ｌｉｍ
Ｔｆ→∞

Ｅ{∫Ｔｆ
０
‖ｘ(ｔ)‖２ｄｔ ｜ φ(θ)ꎬｇ０}≤ Ｔ(φ(θ)ꎬｇ０) ꎬ

(４)
那么系统(３) 是随机稳定的.

定义 ２　 定 义 系 统 (３) 的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ －
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函为 Ｖ(ｘ( ｔ)ꎬｉ)ꎬ 其无穷小算子为

ΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ) ＝ｌｉｍ
Δｔ→０

１
Δｔ [Ｅ{Ｖ(ｘ( ｔ＋Δｔ)ꎬｇ( ｔ＋Δｔ))

｜ ｘ( ｔ)ꎬｇ( ｔ) ＝ ｉ} － Ｖ(ｘ( ｔ)ꎬｇ( ｔ) ＝ ｉ)] .
引理１　 给定任意实数 ε以及方阵Ｒꎬ对于任

意矩阵 Ｆꎬ有
ε(Ｒ ＋ ＲＴ) ≤ ε２Ｆ ＋ ＲＦ －１ＲＴ .

引理 ２　 给定适当维数矩阵 ＤꎬＥ 和 Ｆꎬ并且

ＦＴ( ｔ)Ｆ( ｔ) ≤ Ｉꎬ那么ꎬ对于任意正标量 ε 有

ＭＦＮ ＋ ＮＴＦＴＭＴ ≤ εＭＭＴ ＋ ε－１ＮＴＮ.

２　 弹性状态反馈控制器设计

定理 １　 一般不确定转移速率下的闭环随机

时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统(３) 在状态反馈控制器遭

遇加性摄动时是随机稳定的ꎬ如果存在对称正定

矩阵 Ｐ ｉꎬＱ１ꎬＱ２ꎬＱ１ｉꎬＱ２ｉ ∈ Ｒｎ×ｎꎬ对称矩阵 ＲｉꎬＶ１ｉꎬ

Ｖ２ｉ ∈ Ｒｎ×ｎꎬ非奇异矩阵 Ｌ ｉ ∈ Ｒｍ×ｍꎬＦｉ ∈ Ｒｍ×ｎꎬ正
常量 ε′ｉ 使下列不等式成立:
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Ｐ ｉＢｉ ＝ ＢｉＬ ｉꎬ (５)

Π５ｉ Ｐ ｉＡｄｉ ＋ＷＴ
ｉ Ｐ ｉＷｄｉ ０ Ｐ ｉＢｉＨｋｉ Π６ｉ

∗ － (１ － ｈ)Ｑ１ｉ ＋ＷＴ
ｄｉＰ ｉＷｄｉ ０ ０ ０

∗ ∗ － Ｑ２ｉ ０ ０
∗ ∗ ∗ － ε′ｉ Ｉ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － Π９ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

< ０ ꎻ (６)

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｑ１ｊ － Ｖ１ｉ) ＋ ∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ －Ｑ１ Π７ｉ

∗ －Π９ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
< ０ ꎻ

(７)

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｑ２ｊ － Ｖ２ｉ) ＋ ∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ －Ｑ２ Π８ｉ

∗ －Π９ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
< ０ ꎻ

(８)
Ｐ ｊ－Ｒｉ≥０ꎬＱ１ｊ－Ｖ１ｉ≥０ꎬＱ２ｊ－Ｖ２ｉ≥０ꎬｊ∈Ｓｉ

ｕｋꎬｊ ＝ ｉ ꎻ
(９)

Ｐ ｊ－Ｒｉ≤０ꎬＱ１ｊ－Ｖ１ｉ≤０ꎬＱ２ｊ－Ｖ２ｉ≤０ꎬｊ∈Ｓｉ
ｕｋꎬｊ≠ｉ .

(１０)
式中:
Π５ｉ ＝ ＡＴ

ｉ Ｐ ｉ ＋ＦＴ
ｉ ＢＴ

ｉ ＋ＢｉＦｉ ＋Ｐ ｉＡｉ ＋Ｑ１ｉ ＋ τ(Ｑ１ ＋

Ｑ２) ＋ Ｑ２ｉ ＋ ∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ ＋ ∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋

ＷＴ
ｉ Ｐ ｉＷｉ ＋ ε′ｉ ＭＴ

ｋｉＭｋｉꎻ
Π６ｉ ＝ [Ｐｋｉ１ － ＲｉꎬＰｋｉ２ － Ｒｉꎬ􀆺ꎬＰｋｉｍ － Ｒｉ]ꎻ
Π７ ｉ ＝ [Ｑ１ｋｉ１ － Ｖ１ｉꎬＱ１ｋｉ２ － Ｖ１ｉꎬ􀆺ꎬＱ１ｋｉｍ － Ｖ１ｉ]ꎻ
Π８ ｉ ＝ [Ｑ２ｋｉ１ － Ｖ２ｉꎬＱ２ｋｉ２ － Ｖ２ｉꎬ􀆺ꎬＱ２ｋｉｍ － Ｖ２ｉ]ꎻ
Π９ ｉ ＝ ｄｉａｇ{Ｉｋｉ１ꎬＩｋｉ２ꎬ􀆺ꎬＩｋｉｍ}ꎻ
Ｉｋｉ１ ＝ Ｉｋｉ２ ＝ 􀆺 ＝ Ｉｋｉｍ ＝ Ｉ .

这里状态反馈控制器增益矩阵为

Ｋｉ ＝ Ｌ － １
ｉ Ｆｉ . (１１)

证明　 对系统(３)ꎬ 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ －Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函:

Ｖ(ｘ( ｔ)ꎬｉ) ＝ ｘＴ( ｔ)Ｐ ｉｘ( ｔ) ＋

∫ｔ
ｔ－τ( ｔ)

ｘＴ(ｓ)Ｑ１ｉｘ(ｓ)ｄｓ ＋ ∫ｔ
ｔ－τ
ｘＴ(ｓ)Ｑ２ｉｘ(ｓ)ｄｓ ＋

∫０
－τ
∫ｔ
ｔ＋θ
ｘＴ(ｓ)Ｑ１ｘ(ｓ)ｄｓｄθ ＋ ∫０

－τ
∫ｔ
ｔ＋θ
ｘＴ(ｓ)Ｑ２ｘ(ｓ)ｄｓｄθ .

(１２)
式中:

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＱ１ｊ ≤ Ｑ１ꎻ∑

Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＱ２ｊ ≤ Ｑ２ . (１３)

首先ꎬ考虑 Ｆｋｉ( ｔ) ＝ ０ 时随机时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切

换系统(３) 的稳定性条件. 由定义 ２ 得无穷小

算子:

ΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ) ＝
ｘＴ( ｔ) [(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＴＰ ｉ ＋ Ｐ ｉ(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＋

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＰ ｊ]ｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｐ ｉＡｄｉｘ( ｔ － τ( ｔ)) ＋

ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))ＡＴ
ｄｉＰ ｉｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｑ１ｉｘ( ｔ) ＋

[Ｗｉｘ( ｔ) ＋Ｗｄｉｘ( ｔ － τ( ｔ))] ＴＰ ｉ[Ｗｉｘ( ｔ) ＋
Ｗｄｉｘ( ｔ － τ( ｔ))] －(１－τ̇( ｔ))ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))Ｑ１ｉｘ( ｔ －

τ( ｔ)) ＋∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊ∫ｔ

ｔ－τ( ｔ)
ｘＴ(ｓ)Ｑ１ｊｘ(ｓ)ｄｓ ＋

τｘＴ(ｔ)Ｑ１ｘ(ｔ) －∫ｔ
ｔ－τ
ｘＴ(ｓ)Ｑ１ｘ(ｓ)ｄｓ ＋ｘＴ(ｔ)Ｑ２ｉｘ(ｔ) －

ｘＴ( ｔ － τ)Ｑ２ｉｘ( ｔ － τ) ＋ τｘＴ( ｔ)Ｑ２ｘ( ｔ) ＋

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊ∫ｔ

ｔ－τ
ｘＴ(ｓ)Ｑ２ｊｘ(ｓ)ｄｓ －∫ｔ

ｔ－τ
ｘＴ(ｓ)Ｑ２ｘ(ｓ)ｄｓ .

由于 ∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＲｉ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＶ１ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＶ２ｉ ＝ ０ ꎬ

因此ꎬ

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＰ ｊ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＝

∑
ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｐ ｊ－Ｒｉ)＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ－Ｒｉ)＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

Δπｉｊ(Ｐ ｊ－Ｒｉ) ＝

∑
ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
２ Δπｉｊ[(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋ (Ｐ ｊ － Ｒｉ) Ｔ] .

根据引理 １ 可得

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ≤ ∑

ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ ＋

(Ｐ ｊ － Ｒｉ)(Ｐ ｊ － Ｒｉ) Ｔ . (１４)
同理可得

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＱ１ｊ － Ｑ１ ≤ ∑

ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｑ１ｊ － Ｖ１ｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｑ１ｊ － Ｖ１ｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ ＋ (Ｑ１ｊ －

Ｖ１ｉ)(Ｑ１ｊ － Ｖ１ｉ) Ｔ ≤０ ꎬ (１５)

∑
Ｎ

ｊ ＝１
π^ｉｊＱ２ｊ － Ｑ２ ≤ ∑

ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｑ２ｊ － Ｖ２ｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓ

ｉ
ｋ

πｉｊ(Ｑ２ｊ － Ｖ２ｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ ＋ (Ｑ２ｊ －

Ｖ２ｉ)(Ｑ２ｊ － Ｖ２ｉ) Ｔ ≤０ . (１６)
结合式(１２)ꎬ式(１３)及条件 τ̇( ｔ)≤τ 可得

ΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ) < ｘＴ( ｔ) [(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＴＰ ｉ ＋

Ｐ ｉ(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＋ ∑
ｊ∈Ｓｉｕｋ

π^ｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ －
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Ｒｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

１
４ λ２

ｉｊＩ ＋ (Ｐ ｊ － Ｒｉ)(Ｐ ｊ － Ｒｉ) Ｔ]ｘ( ｔ) ＋

ｘＴ( ｔ)Ｐ ｉＡｄｉｘ( ｔ －τ( ｔ))＋ｘＴ( ｔ －τ( ｔ))ＡＴ
ｄｉＰ ｉｘ( ｔ) －

(１ － ｈ)ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))Ｑ１ｉｘ( ｔ － τ( ｔ)) － ｘＴ( ｔ －
τ)Ｑ２ｉｘ( ｔ － τ) ＋ [Ｗｉｘ( ｔ) ＋ Ｗｄｉｘ( ｔ －
τ( ｔ))] ＴＰ ｉ[Ｗｉｘ( ｔ) ＋ Ｗｄｉｘ( ｔ － τ( ｔ))] ＋
ｘＴ( ｔ)Ｑ１ｉｘ( ｔ) ＋ ｘＴ( ｔ)Ｑ２ｉｘ( ｔ) ＋
τｘＴ( ｔ)Ｑ１ｘ( ｔ) ＋ τｘＴ( ｔ)Ｑ２ｘ( ｔ) ＝ ΨＴΠ１ｉΨ .
式中:

Ψ ＝ [ｘＴ( ｔ)　 ｘＴ( ｔ － τ( ｔ))　 ｘＴ( ｔ － τ)] Ｔꎻ

Π１ｉ ＝
Π２ｉ Ｐ ｉＡｄｉ ＋ＷＴ

ｉ Ｐ ｉＷｄｉ ０

∗ － (１ － ｈ)Ｑ１ｉ ＋ＷＴ
ｄｉＰ ｉＷｄｉ ０

∗ ∗ － Ｑ２ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎻ

Π２ｉ ＝ (Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＴＰ ｉ ＋ Ｐ ｉ(Ａｉ ＋ ＢｉＫｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓｉｕｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋∑
ｊ∈Ｓｉｋ

πｉｊ(Ｐ ｊ － Ｒｉ) ＋

∑
ｊ∈Ｓｉｋ

[ １
４ λ２

ｉｊＩ ＋ (Ｐ ｊ － Ｒｉ)(Ｐ ｊ － Ｒｉ) Ｔ] ＋ ＷＴ
ｉ Ｐ ｉＷｉ ＋

Ｑ１ｉ ＋ τ(Ｑ１ ＋ Ｑ２) ＋ Ｑ２ｉ .
显然ꎬ当 Π１ｉ < ０ 时ꎬΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ) < ０. 所以ꎬ

ΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ)≤ －ｍｉｎ
ｉ∈Ｓ

{λｍｉｎ( －Π２)}ｘＴ( ｔ)ｘ( ｔ) .

根据定义 １ 可知ꎬ闭环系统 (３) 是随机稳

定的.
其次ꎬ 考虑 Ｆｋｉ( ｔ)≠０ 的情况ꎬ即设计弹性状

态反馈控制器(２)保证闭环系统(３) 的随机稳

定性.
令 Π１ｉ 中 Ｋｉ ＝ Ｋｉ ＋ ΔＫｉ ( ｔ)ꎬ其中ꎬ ΔＫｉ ＝

ＨｋｉＦｋｉ( ｔ)Ｍｋｉꎬ可得

ΓＶ(ｘ( ｔ)ꎬｉ)≤ΨＴΠ３ｉΨ . (１７)
式中:

Π３ｉ ＝

Π４ｉ Ｐ ｉＡｄｉ ＋ＷＴ
ｉ Ｐ ｉＷｄｉ ０

∗ － (１ － ｈ)Ｑ１ｉ ＋ＷＴ
ｄｉＰ ｉＷｄｉ ０

∗ ∗ －Ｑ２ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻ

Π４ｉ ＝ Π２ｉ ＋( ＢｉＨｋｉ Ｆｋｉ ( ｔ) Ｍｋｉ ) ＴＰ ｉ ＋ Ｐ ｉＢｉＨｋｉ ×
Ｆｋｉ( ｔ)Ｍｋｉ≤Π２ｉ ＋ εｉＰ ｉＢｉＨｋｉＨＴ

ｋｉＢＴ
ｉ Ｐ ｉ ＋ ε － １

ｉ ＭＴ
ｋｉＭｋｉ .

令 Ｋｉ ＝ Ｌ － １
ｉ ＦｉꎬＰ ｉＢｉ ＝ ＢｉＬ ｉꎬε′ｉ ＝ εｉꎬ代入 Π３ｉ

并利用 Ｓｃｈｕｒ 补引理可知ꎬ当条件(５) ~ (１０)被

满足时ꎬ根据定义 １ 可知ꎬ一般不确定转移速率的

闭环随机时滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统(３)是随机稳定

的. 定理 １ 证明完毕.
注 １　 当 Δπｉｊ ＝ ０ 时ꎬ闭环系统(３)退化为转

移速率部分未知的情况.
注 ２　 将式(２)中的 Ｋｉ 替换成 Ｋꎬ问题就转

化为求解模态独立控制器.

注 ３　 式(５)中变量 Ｌ ｉ 需要满足的 ＬＭＩ 求解

条件:
[Ｐ ｉＢｉ － ＢｉＬ ｉ] Ｔ[Ｐ ｉＢｉ － ＢｉＬ ｉ]≤δｉＩ .

式中 δｉ 是足够小的正常量. 那么相应 ＬＭＩ 为

－ δｉＩ [Ｐ ｉＢｉ － ＢｉＬ ｉ] Ｔ

∗ － Ｉ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≤０ .

３　 仿真算例

考虑如下四模态的随机 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统ꎬ
系统参数如下:

Ａ１ ＝
－ ２􀆰 ２ 　 ０􀆰 ６
　 ０􀆰 ９ － ２􀆰 ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＡ２ ＝

－ ２􀆰 ５ 　 １􀆰 ２
　 １􀆰 ５ － １􀆰 ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ａ３ ＝
０􀆰 ６ 　 １􀆰 ２
０􀆰 ５ － １􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＡ４ ＝

－ ２􀆰 ０ 　 １􀆰 ２
　 ０􀆰 ８ － １􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ａｄ１ ＝
０􀆰 ２ ０
０ ０􀆰 ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＡｄ２ ＝

０􀆰 ３ ０
０ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａｄ３ ＝
０􀆰 ３ ０
０ ０􀆰 ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＡｄ１ ＝

０􀆰 ６ ０
０ ０􀆰 １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｂ１ ＝ Ｂ２ ＝ Ｂ３ ＝ Ｂ４ ＝
１
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｗｄ１ ＝Ｗｄ２ ＝Ｗｄ３ ＝
０􀆰 １ ０
０ ０􀆰 １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｗｄ４ ＝
０􀆰 １５ ０
０ ０􀆰 １５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｈｋ１ ＝Ｈｋ２ ＝Ｈｋ３ ＝Ｈｋ４ ＝ ０􀆰 ５ ０[ ]ꎬ

Ｍｋ１ ＝Ｍｋ２ ＝Ｍｋ３ ＝Ｍｋ４ ＝
０􀆰 ５ ０
０ ０􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

τ ＝ １􀆰 ０ꎬｈ ＝ ０􀆰 ５ꎬｘ(０) ＝ [ － ０􀆰 ５ 　 １􀆰 ２] Ｔꎬｘ( ｔ) ＝
[０　 ０] Ｔꎬｔ∈[ － τꎬ０)ꎬｇ０ ＝ ４.

系统的一般不确定转移速率矩阵为

－ １􀆰 ８ ＋ Δπ１１ ? ? ０􀆰 ８ ＋ Δπ１４

? ? ０􀆰 ３ ＋ Δπ２３ ０􀆰 ４ ＋ Δπ２４

０􀆰 ２ ＋ Δπ３１ ? － ２􀆰 ０ ＋ Δπ３３ ?
０􀆰 ２ ＋ Δπ４１ ? ０􀆰 ５ ＋ Δπ４３ ?

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

令 Δπｉｊ≤λ ｉｊ ＝ ｜ ０􀆰 ２ × πｉｊ ｜ ꎬ通过求解定理 １ꎬ
可得弹性控制器增益参数:

Ｋ１ ＝ [ － ７２􀆰 ２７９ ６　 － ８９􀆰 ０４７ ５] ꎬ
Ｋ２ ＝ [ － ７８􀆰 ２０６ ４　 － １２３􀆰 ３４４ ０]ꎬ
Ｋ３ ＝ [ － １７３􀆰 ９６７ １　 － ５１􀆰 ５０５ ３] ꎬ
Ｋ４ ＝ [ － １９３􀆰 ３９４ ２　 － ２０４􀆰 ７０７ ２] .
将此控制器应用于原系统ꎬ可得系统的状态

轨迹如图 １ 所示.
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图 １　 状态轨迹
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

仿真结果表明ꎬ在所得弹性状态反馈控制器

的作用下ꎬ算例给出的闭环系统状态 ｘ( ｔ)尽管在

最初时刻表现为震荡ꎬ但是在 ７ ｓ 之内可以迅速

收敛ꎬ达到稳定.

４　 结　 　 论

本文针对具有一般不确定转移速率的随机时

滞 Ｍａｒｋｏｖ 切换系统ꎬ研究了模态依赖型的弹性控

制器设计问题. 首先ꎬ构建了适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ －
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函ꎬ在线性矩阵不等式的框架下ꎬ实
现了弹性控制器的求解与证明. 最后ꎬ利用数值仿

真验证了所得结果的有效性. 本文所研究的系统

较转移速率不完全已知的情况更具有一般性ꎬ并
且控制器和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ － Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 均是模态依赖

型ꎬ所得结果相对模态独立型具有较低的保守性.
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