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执行器饱和的分段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的镇定

齐文海ꎬ 李　 新ꎬ 高宪文
(东北大学 信息科学与工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 研究一类带有执行器饱和的 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的镇定问题ꎬ转移概率是分段齐次的. 首先ꎬ通过

建立合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函ꎬ运用椭球不变集估计系统均方意义的吸引域ꎬ得到由线性矩阵不等式约束的闭环

系统随机稳定的充分条件. 然后ꎬ通过求解凸优化问题得到状态反馈控制器增益及均方意义下吸引域的最大

估计值. 最后ꎬ数值算例验证了所得结论的有效性.
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　 　 由于经常受到随机突变诸如外界随机干扰、
内部元件的随机故障和失效等影响ꎬ实际系统可

以用 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统来刻画. 它是一类包含多

个模态的重要随机混杂系统ꎬ有着广泛的应用ꎬ例
如网络控制系统[１]、机械系统[２]、 故障检测系

统[３]和经济系统[４]等.
转移概率(ＴＰｓ)作为 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的一

个关键性因素ꎬ直接影响系统性能. 若 Ｍａｒｋｏｖ 跳

变系统的转移概率矩阵不随时间 ｔ 发生变化ꎬ即
转移概率与 ｔ 是相互独立的ꎬ则为齐次 Ｍａｒｋｏｖ 过

程ꎬ除此之外则被称为非齐次 Ｍａｒｋｏｖ 过程[５] . 近
２０ 年来ꎬ针对齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统取得了很多

研究成果[６ － ９]ꎬ它们均假定 Ｍａｒｋｏｖ 跳变过程满足

齐次性ꎬ然而转移概率在实际系统运行过程中很

难长时间保持恒定. 例如系统工程中的组件故障

率、网络控制系统的随机丢包和时延等问题ꎬ此类

系统子模态之间的切换规律符合分段齐次

Ｍａｒｋｏｖ 过程ꎬ它是非齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变过程的一

种特殊情况ꎬ意味着转移概率随时间变化但在一

定时间间隔内保持不变. 由于考虑分段齐次转移

概率能更好地描述许多实际系统的特性ꎬ近几年ꎬ
分段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的研究逐渐成为热

点[５ꎬ１０ － １２] .
另一方面ꎬ执行器饱和的存在严重影响系统



　 　

性能甚至导致系统不稳定ꎬ例如平衡指针[１３ － １４]、
小车弹簧摆系统[１３ꎬ１５]、 Ｆ － ８ 飞行器[１３ꎬ１６]、 ＲＬＣ
电路[１７] 等. 近几年ꎬ越来越多的学者研究具有执

行器饱和的 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统ꎬ取得丰硕的成

果[１８ － ２１] . 然而ꎬ却没有关于具有执行器饱和的分

段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的文献报道.

１　 问题描述及相关引理

考虑一类 Ｍａｒｋｏｖ 饱和跳变系统:
ｘ̇( ｔ) ＝ Ａ(ｒｔ)ｘ( ｔ) ＋ Ｂ(ｒｔ)σ(ｕ( ｔ)) . (１)

式中:ｘ( ｔ)∈Ｒｎꎬｕ( ｔ)∈Ｒｍ 分别是系统的状态、
控制输入ꎻＡ(ｒｔ)和 Ｂ(ｒｔ)为已知的具有适当维数

的模态依赖常数矩阵ꎻ 标准饱和函数 σ(􀅰)定义

为

　 σ(ｕ) ＝ [σ(ｕ１)　 σ(ｕ２) 􀆺 σ(ｕｍ)] Ｔ .
其中ꎬσ(ｕｉ) ＝ ｓｉｇｎ(ｕｉ)ｍｉｎ{１ꎬ ｜ｕｉ ｜ }为符号函数ꎻ
ｒｔ 是在有限集合 Ｓ１ ＝ {１ꎬ ２ꎬ􀆺ꎬ Ｓ} 中取值的

Ｍａｒｋｏｖ 过程ꎬ转移概率定义为

Ｐｒ(ｒｔ ＋ ｈ ＝ ｊ ｜ ｒｔ ＝ ｉ) ＝
λ(δｔ ＋ ｈ)

ｉｊ ｈ ＋ ο(ｈ)ꎬ ｊ≠ｉ ꎻ

１ ＋ λ(δｔ ＋ ｈ)
ｉｉ ｈ ＋ ο(ｈ)ꎬ ｊ ＝ ｉ .{

(２)
式中:ｈ > ０ꎬ且有 ｈ→０ 时ꎬο(ｈ) / ｈ→０ꎻ λ(δｔ ＋ ｈ)

ｉｊ 表

示系统从 ｔ 时刻模态 ｉ 跳变到 ｔ ＋ ｈ 时刻模态 ｊ 的

转移率ꎬ并且有 λ(δｔ＋ｈ)
ｉｉ ＝ － ∑

Ｓ

ｊ ＝１ꎬｊ≠ｉ
λ(δｔ＋ｈ)

ｉｊ 成立.

考虑 δｔꎬ意味着转移概率是时变的. 同时ꎬ假
设 δｔ 为 ｔ 的分段常函数. 跳变转移概率矩阵定义

为 Λ(δｔ ＋ ｈ) ＝ [λ(δｔ ＋ ｈ)
ｉｊ ] Ｓ × Ｓꎬ( ｉꎬｊ∈Ｓ１) .

注 １ 　 Ｍａｒｋｏｖ 跳变过程的分段齐次转移概

率矩阵Λ(δｔ ＋ ｈ)是时变转移概率矩阵的一种特殊情

况ꎬ转移概率随时间变化但在一定时间间隔内保

持不变.
类似地ꎬ参数{ δｔꎬｔ≥０}也是一个 Ｍａｒｋｏｖ 跳

变过程ꎬ随 ｔ 在有限集合 Γ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ}中取

值. Π ＝ [ｑｋｌ]Ｍ ×Ｍꎬ(ｋꎬｌ∈Γ )是 Ｍａｒｋｏｖ 跳变过

程的转移概率矩阵ꎬ转移概率的定义为

　 Ｐｒ(δｔ ＋ ｈ ＝ ｌ ｜ δｔ ＝ ｋ) ＝
ｑｋｌｈ ＋ ο(ｈ)ꎬ ｌ≠ｋ ꎻ

１ ＋ ｑｋｋｈ ＋ ο(ｈ)ꎬ ｌ ＝ ｋ .{
(３)

式中:ｈ > ０ꎬο(ｈ) / ｈ→０ꎬｑｋｌ表示转移概率从 ｔ 时
刻的 Λ(ｋ)跳变到 ｔ ＋ ｈ 时刻的 Λ( ｌ)的转移率ꎬ并且

有 ｑｋｋ ＝ － ∑
Ｍ

ｌ ＝１ꎬｌ≠ｋ
ｑｋｌ 成立. 本文假设随机过程 ｒｔ 和

δｔ 是相互独立的.

函数 σ(􀅰):Ｒｍ→Ｒｍ 是标准的向量饱和函数ꎬ
即

σ(ｕ) ＝ [σ(ｕ１)　 σ(ｕ２)　 􀆺　 σ(ｕｍ) Ｔ .
式中ꎬσ(ｕｉ) ＝ ｓｉｇｎ(ｕｉ)􀅰ｍｉｎ{１ꎬ ｜ｕｉ ｜ } .

对于任意的 ｒｔ ＝ ｉ 和 δｔ ＝ ｋꎬ为了简化记号ꎬ
Ａ(ｒｔ)ꎬＢ(ｒｔ)记为 ＡｉꎬＢｉ .

设计参数依赖的状态反馈控制器为

ｕ( ｔ) ＝ Ｆｉꎬｋｘ( ｔ)ꎬ∀ｒｔ ＝ ｉꎬδｔ ＝ ｋ . (４)
式中ꎬＦｉꎬｋ为待定的控制器增益.

定义 １[１９] 　 对任意的初始模态 ｒｔ∈Γꎬ初始

状态 ｘ０∈ΨꎬΨ⊂Ｒｎ 下ꎬ使得

ｌｉｍ
Ｔｆ→∞

Ｅ{ ∫Ｔｆ
０
ｘＴ( ｔꎬｘ０ꎬｒ０)ｘ( ｔꎬｘ０ꎬｒ０)ｄｔ ｜ ｘ０ꎬｒ０} ≤

Ｔ(ｘ０ꎬｒ０) . 式中:Ｔ(ｘ０ꎬｒ０)为正的标量参数ꎬ那么

集合 Ψ⊂Ｒｎ 被称为 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统(１)在均方

意义下的吸引区域.
对于任意矩阵 Ｐ ｉꎬ定义椭圆

Ω(Ｐ ｉ) ＝ {ｘ( ｔ)∈Ｒｎ ∶ ｘＴ( ｔ)Ｐ ｉｘ( ｔ)≤１} .
引理 １[１９] 　 对于任意的矩阵 ＦｉꎬｋꎬＨｉꎬｋ ∈

Ｒｍ × ｎꎬ如果 ｘ( ｔ)∈φ(Ｈｉꎬｋ)ꎬ则 σ(Ｆｉｘ( ｔ))可以表

示为

σ(Ｆｉꎬｋｘ( ｔ)) ＝∑
２ｍ

ν ＝１
ην(ＤνＦｉꎬｋ＋Ｄ－

ν Ｈｉꎬｋ)ｘ( ｔ) .

(５)
式中:

φ(Ｈｉꎬｋ) ＝ {ｘ( ｔ)∈Ｒｎ:ｈｉꎬｋꎬｊｘ( ｔ)≤１ꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｍ}ꎬｈｉꎬｋꎬｊ为矩阵 Ｈｉꎬｋ的第 ｊ 行ꎻＤνꎬＤ －

ν ＝ Ｉ － Ｄν

∈γꎬν ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｍꎬγ 为 ｍ × ｍ 的对称矩阵集合ꎬ
其对角线上的元素为 １ 或者 ０ꎻ ην 为标量并且 ０

≤ ην ≤１ꎬ∑
２ｍ

ν ＝１
ην ＝ １ .

考虑控制器 (４)ꎬ可以得到闭环系统:

ｘ̇( ｔ) ＝ ∑
２ｍ

ν ＝１
ην[Ａｉ ＋ Ｂｉ(ＤνＦｉꎬｋ ＋ Ｄ－

ν Ｈｉꎬｋ)]ｘ( ｔ) .

(６)

２　 主要结论

２􀆰 １　 随机稳定性分析

定理 １　 考虑一类分段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 饱和系

统(６)ꎬ对于 ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＳꎬν ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｍꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬＭꎬ如果存在正定对称矩阵 Ｐ ｉꎬｋꎬ使得

Φｉꎬｋꎬν < ０ ꎬ (７)
Ω(Ｐ ｉꎬｋ)⊂Ψ(Ｈｉꎬｋ) . (８)

式中:
Φｉꎬｋꎬν ＝ Ｈｅ{[Ａｉ ＋Ｂｉ(ＤνＦｉꎬｋ ＋Ｄ－

ν Ｈｉꎬｋ)] ＴＰ ｉꎬｋ} ＋
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∑
ｌ∈Γ

ｑｋｌＰ ｉꎬｌ ＋∑
ｊ∈Ｓ１

λｋ
ｉｊＰ ｊꎬｋ .

则集合 ∩
ＳꎬＭ

ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γ
Ω(Ｐ ｉꎬｋ)包含在闭环系统的吸引域

内.

证明 ｘｔ∈ ∩
ＳꎬＭ

ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γ
Ω(Ｐ ｉꎬｋ)ꎬ由式(８)可得 ｘｔ∈

Ψ(Ｈｉꎬｋ) . 选择随机 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:
Ｖ(ｘｔꎬｒｔꎬδｔ) ＝ ｘＴ( ｔ)Ｐ(ｒｔꎬδｔ)ｘ( ｔ) .

式中:∀ｉꎬｊ∈Ｓ１ꎬｋꎬｌ∈Γꎬｒｔ ＝ ｉꎬδｔ ＝ ｋꎬ( ｒｔ ＋ ｈꎬδｔ ＋ ｈ)
＝ ( ｊꎬｌ)ꎬＰ ｉꎬｋ是正定对称矩阵. 则根据 Ｍａｒｋｏｖ 跳

变过程无穷小算子定义可得

ΔＶ(ｘｔꎬｒｔꎬδｔ) ＝

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ {Ｅ[Ｖ(ｘｔ＋ｈꎬｒｔ＋ｈꎬδｔ＋ｈ)｜ｘꎬｉꎬｋ]－Ｖ(ｘｔꎬｉꎬｋ)} ＝

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ ∑

ｌ∈Γꎬｌ≠ｋ
ｑｋｌｈ [ ∑

ｊ∈Ｓ１ꎬｊ≠ｉ
λ( ｌ)

ｉｊ ｈｘＴ
ｔ＋ｈＰ ｊꎬｌｘｔ＋ｈ{ ＋

(１ ＋ λ( ｌ)
ｉｉ ｈ)ｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｉꎬｌｘｔ＋ｈ ] ＋

(１ ＋ ｑｋｋｈ) [ ∑
ｊ∈Ｓ１ꎬｊ≠ｉ

λ(ｋ)
ｉｊ ｈｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｊꎬｋｘｔ＋ｈ ＋

(１ ＋ λ(ｋ)
ｉｉ ｈ)ｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｉꎬｋｘｔ＋ｈ ] － ｘＴ
ｔ Ｐ ｉꎬｋｘｔ} ＝

ｌｉｍ
ｈ→０ ∑

ｌ∈Γꎬｌ≠ｋ
ｑｋｌｘＴ

ｔ＋ｈＰｉꎬｌｘｔ＋ｈ{ ＋１ｈ
　 ∑
ｊ∈Ｓ１ꎬｊ≠ｉ

λ(ｋ)
ｉｊ ｈｘＴ

ｔ＋ｈＰｊꎬｋｘｔ＋ｈ[ ＋

(１＋λ(ｋ)
ｉｉ ｈ)ｘＴ

ｔ＋ｈＰｉꎬｋｘｔ＋ｈ

　]＋ｑｋｋｘＴ
ｔ＋ｈＰｉꎬｋｘｔ＋ｈ－

１
ｈ ｘＴ

ｔ Ｐｉꎬｋｘｔ} ＝

ｌｉｍ
ｈ→０ ∑

ｌ∈Γ
ｑｋｌｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｉꎬｌｘｔ＋ｈ{ ＋∑
ｊ∈Ｓ１

λ(ｋ)
ｉｊ ｈｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｊꎬｋｘｔ＋ｈ ＋

１
ｈ [ｘＴ

ｔ＋ｈＰ ｉꎬｋｘｔ＋ｈ － ｘＴ
ｔ Ｐ ｉꎬｋｘｔ]} ＝

ｘＴ
ｔ (∑

ｌ∈Γ
ｑｋｌＰ ｉꎬｌ ＋∑

ｊ∈Ｓ１

λ(ｋ)
ｉｊ Ｐ ｊꎬｋ)ｘｔ ＋

２ｘＴ
ｔ ∑

２ｍ

ν ＝１
ην[Ａｉ ＋ Ｂｉ(ＤνＦｉꎬｋ ＋ Ｄ－

ν Ｈｉꎬｋ)] ＴＰ ｉꎬｋｘｔ ＝

∑
２ｍ

ｖ ＝１
ηνｘＴ

ｔ Φｉꎬｋꎬνｘｔ .

如果条件(７)成立ꎬ则 ΔＶ(ｘｔꎬｒｔꎬδｔ) < ０. 类
似于文献[１１]中定理 ３􀆰 １ 的证明:条件(７)成立ꎬ

能保证集合 ∩
ＳꎬＭ

ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γ
Ω(Ｐ ｉꎬｋ)在闭环系统的吸引域

内.
２􀆰 ２　 状态控制器的设计和吸引域估计

本节采用椭圆不变集来估计系统的吸引域ꎬ
在吸引域中求解最大的作为系统的吸引域估计

值. 令参考集 χＲ⊂Ｒｎ 为一个包含原点的凸集. 对
于包含原点的集合 φ⊂Ｒｎꎬ定义

β χＲ(φ): ＝ ｓｕｐ{β > ０:β χＲ⊂φ}ꎬ
选择多面体集合 χＲꎬ定义 χＲ ＝ Ｃ０{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘω}ꎬ
ｘｋ１∈Ｒｎ(ｋ１ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬω) .

定理 １ 给出了系统(６)随机稳定的充分条

件ꎬ需要将这些充分条件转化为便于求解的线性

矩阵不等式的形式ꎬ进而求得状态反馈控制增益

Ｆｉꎬｋ和最大不变吸引域. 另外ꎬ通过求解下列凸优

化问题ꎬ验证给定的初始状态 ｘ０ ∈Ｒｎ 是否在

Ｃ０{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘω}内.
ｍａｘ

Ｐｉꎬｋ > ０ꎬＦｉꎬｋꎬＨｉꎬｋ
α ꎬ

　 ｓ. ｔ. ( ｉ) αｘｇ
０∈ ∩

ＳꎬＭ

ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γ
Ω(Ｐ ｉꎬｋ) ꎬ

( ｉｉ) 不等式(７)ꎬ
( ｉｉｉ) ｜ｈｉꎬｋꎬｌ１ｘｔ ｜≤１ꎬ∀ｘｔ∈ ∩

ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γ
Ω(Ｐ ｉꎬｋ) .

(９)
式中:ｈｉꎬｋꎬｌ１ 是矩阵 Ｈｉꎬｋ的第 ｌ１ 行ꎻ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＳꎻ
ｌ１ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎻｇ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬωꎻν ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬ２ｍ . 如果 αｍａｘ > １ꎬ则初始状态 ｘ０ 在均方意

义下的吸引域内. 令
Ｑｉꎬｋ ＝ Ｐ － １

ｉꎬｋ ꎬＹ ｉꎬｋ ＝ ＦｉꎬｋＱｉꎬｋꎬＺ ｉꎬｋ ＝ＨｉꎬｋＱｉꎬｋꎬβ ＝ α － ２ .
(１０)

通过分析可知条件( ｉ)等价于 α２ (ｘｇ
０) ２Ｐ ｉꎬｋｘｇ

０

≤１ꎬ由 ｓｃｈｕｒ 补定理知式(１０)可进一步转化为

－ β ∗
ｘｇ

０ －Ｑｉꎬｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≤０ . (１１)

式中:ｇ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｗꎻｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＳꎻｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ .
对于 ｉ∈Ｓ１ꎬｋ∈Γꎬ由于存在设计参数 Ｆｉꎬｋꎬ

Ｈｉꎬｋꎬ不等式(７)是非线性的ꎬ对不等式左边分别

左乘和右乘 Ｑｉꎬｋ得

Ｈｅ{ＡｉＱｉꎬｋ ＋ ＢｉＤνＹ ｉꎬｋ ＋ ＢｉＤ－
ν Ｚ ｉꎬｋ} ＋

∑
ｌ∈Γ

ｑｋｌＱｉꎬｋＰ ｉꎬｌＱｉꎬｋ ＋∑
ｊ∈Ｓ１

λｋ
ｉｊＱｉꎬｋＰ ｊꎬｋＱｉꎬｋ < ０.

根据 ｓｃｈｕｒ 补引理可得

Σ１ ∗ ∗
Σ２ － Σ４ ∗
Σ３ ０ － Σ５

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

< ０ . (１２)

式中:
Σ１ ＝Ｈｅ{ＡｉＱｉꎬｋ ＋ ＢｉＤνＹ ｉꎬｋ ＋ ＢｉＤ －

ν Ｚ ｉꎬｋ} ＋ ｑｋｋＱｉꎬｋ ＋
λｋ

ｉｉＱｉꎬｋꎻ

Σ２ ＝ [ λｋ
ｉ１ Ｑｉꎬｋꎬ􀆺ꎬ λｋ

ｉｉ － １ Ｑｉꎬｋꎬ λｋ
ｉｉ ＋ １ Ｑｉꎬｋꎬ􀆺ꎬ

λｋ
ｉｓＱｉꎬｋ] Ｔꎻ

Σ３ ＝ [ ｑｋ１ Ｑｉꎬｋꎬ􀆺ꎬ ｑｋｋ － １ Ｑｉꎬｋꎬ ｑｋｋ ＋ １ Ｑｉꎬｋꎬ􀆺ꎬ

ｑｋＭＱｉꎬｋ] Ｔꎻ
Σ４ ＝ ｄｉａｇ{Ｑ１ꎬｋꎬ􀆺ꎬＱｉ － １ꎬｋꎬＱｉ ＋ １ꎬｋꎬ􀆺ꎬＱＳꎬｋ}ꎻ
Σ５ ＝ ｄｉａｇ{Ｑｉꎬ１ꎬ􀆺ꎬＱｉꎬｋ － １ꎬＱｉꎬｋ ＋ １ꎬ􀆺ꎬＱｉꎬＭ} .

条件(８)等价于 ｘＴ
ｔ (ｈｉꎬｋꎬｌ１)

Ｔｈｉꎬｋꎬｌｘｔ≤ｘＴ
ｔ Ｐ ｉꎬｋｘｔꎬ

则(ｈｉꎬｋꎬｌ１)
Ｔｈｉꎬｋꎬｌ１ － Ｐ ｉꎬｋ≤０ꎬ运用 ｓｃｈｕｒ 补定理得
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－ Ｐ ｉꎬｋ ∗
ｈｉꎬｋꎬｌ１ － Ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤０ . (１３)

对式(１３)左边分别左乘和右乘对角阵{ＱｉꎬｋꎬＩ}:
－Ｑｉꎬｋ ∗
Ｚ ｉꎬｋꎬｌ１ － Ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤０ . (１４)

式中:Ｚ ｉꎬｋꎬｌ１是 Ｚ ｉꎬｋ的第 ｌ 行ꎬＺ ｉꎬｋꎬｌ１ ＝ ｈｉꎬｋꎬｌ１Ｑｉꎬｋꎬｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＳꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬｌ１ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ .

最后优化问题(８)转化为如下线性矩阵不等

式形式的优化问题:
ｍｉｎꎬ

Ｑｉꎬｋ > ０ꎬＹｉꎬｋꎬＺｉꎬｋ
　 βꎬ

ｓ. ｔ. 不等式(１０)ꎬ(１１)ꎬ(１３) . (１５)
如果 βｍｉｎ < １ ( αｍａｘ > １)ꎬ则设计的控制器

ｕ( ｔ) ＝ Ｆｉꎬｋｘ( ｔ)会使初始状态 ｘ０ 属于 Ｃ０ 的系统

(５)随机稳定ꎬ同时状态反馈控制器增益为 Ｆｉꎬｋ ＝
Ｙ ｉꎬｋＱ － １

ｉꎬｋ .

３　 数值仿真

用一个数值算例来验证主要结论的有效性.
假设执行器饱和的分段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统具

有两个模态ꎬ即 Ｓ ＝ {１ꎬ２}ꎬ其参数矩阵为

Ａ１ ＝
－ ０􀆰 １２ － ０􀆰 ０１
　 ０􀆰 １０ － ０􀆰 １２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＢ１ ＝

　 ２
－ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ａ２ ＝
－ ０􀆰 １６ － ０􀆰 ０２
　 ０􀆰 １０ 　 ０􀆰 ０３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＢ２ ＝

－ ２
　 ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

初始状态和分段转移概率矩阵为

ｘ０ ＝
－ １􀆰 ０
　 ０􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Λ１ ＝
－ ６􀆰 ３ 　 ６􀆰 ３
　 ０􀆰 ９ － ０􀆰 ９

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬΛ

２ ＝
－ ５􀆰 ０ 　 ５􀆰 ０

　 ０􀆰 ０１ － ０􀆰 ０１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Λ３ ＝
－ ０􀆰 ３ 　 ０􀆰 ３
　 １􀆰 ８ － １􀆰 ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬΛ

４ ＝
－ ５􀆰 ０ 　 ５􀆰 ０

　 ０􀆰 ０１ － ０􀆰 ０１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

Λ(δｔ)(δｔ ＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬ４})随机跳变的转移概率

矩阵为

Π ＝

－ ０􀆰 ７ 　 ０􀆰 ７ ０ ０
　 ４􀆰 ７ － ６􀆰 ９ 　 １􀆰 ２ 　 １􀆰 ０
　 ５􀆰 ５ 　 ０􀆰 ５ － ６􀆰 ０ ０
　 ６􀆰 ６ ０ ０ － ６􀆰 ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

求解凸优化问题可得 βｍｉｎ ＝ ８􀆰 ０８４ ２ × １０ － ５ <
１ꎬ控制器增益为

Ｆ１１ ＝ １０４ × [ － ０􀆰 ９９２ ３　 － １􀆰 ３９２ ０]ꎬ
Ｆ１２ ＝ １０４ × [ － １􀆰 ０３９ ０　 － １􀆰 ４４０ ０]ꎬ
Ｆ１３ ＝ １０４ × [ － １􀆰 ０５３ ６　 － １􀆰 ４４７ １]ꎬ
Ｆ１４ ＝ １０３ × [ － ６􀆰 ０４１ ５　 － ８􀆰 ３７４ ８]ꎬ
Ｆ２１ ＝ １０４ × [４􀆰 ４７３ ６　 ６􀆰 ６２６ ０]ꎬ

Ｆ２２ ＝ １０４ × [５􀆰 ２２６ ４　 ７􀆰 ６６９ ７]ꎬ
Ｆ２３ ＝ １０４ × [３􀆰 ６０９ ５　 ５􀆰 ３５０ ０]ꎬ
Ｆ２４ ＝ １０４ × [２􀆰 ６０１ ２　 ３􀆰 ８２９ ２] .
图 １ ~图 ３ 分别为系统模态、上层切换和状

态轨迹. 由图可见ꎬ所求解的参数依赖状态控制器

可使初始状态属于凸集 Ｃ０ {ｘ１
０}的闭环系统(６)

随机稳定.

图 １　 系统模态
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅ

图 ２　 上层切换
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｈｉｇｈ￣ｌｅｖｅｌ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ

图 ３　 状态轨迹
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ

注 ２　 通过求解优化问题(１４)ꎬ可以验证初

始状态满足吸引域条件. 通过转移概率矩阵 Πꎬ
由 Ｍａｔｌａｂ 仿真可以得到图 ２. 当图 ２ 中的纵坐标

为 １ 时ꎬ考虑 Λ１ 对系统的影响ꎻ当纵坐标为 ２ꎬ考
虑 Λ２ 对系统的影响. 以此类推得到图 １. 转移概

率矩阵 Π 可以作为上层随机切换ꎬ控制下层 Λ１ꎬ
Λ２ꎬΛ３ꎬΛ４ 之间的切换.

４　 结　 　 论

针对具有执行器饱和的 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统ꎬ

５６４第 ４ 期 　 　 　 齐文海等: 执行器饱和的分段齐次 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的镇定



　 　

在考虑分段齐次转移概率的情况下ꎬ构造系统均

方意义下的稳定域ꎬ在线性矩阵不等式的框架下ꎬ
实现了控制器增益和吸引域最大估计值的求解.
数值仿真进一步验证了所得结论的有效性.
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２００６.

[ ５ ]　 Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｘ. Ｈ∞ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ￣ｔｉｍｅ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[ Ｊ] . Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ
２００９ꎬ４５(１１):２５７０ － ２５７６.

[ ６ ]　 Ｍａｏ Ｘ Ｒ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ Ｔｈｅｉｒ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ１９９９ꎬ７９(１):４５ － ６７.

[ ７ ]　 Ｂｏｕｋａｓ Ｅ Ｋ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍｓ: ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
ｄｅｓｉｇｎ[Ｍ] . Ｂｅｒｌｉｎ:Ｂｉｒｋｈａｕｓｅｒꎬ２００５.

[ ８ ]　 Ｚｈａｎｇ Ｌꎬ Ｂｏｕｋａｓ Ｅ Ｋ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｊｕｍｐ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｌｙ ｕｎｋｎｏｗｎ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ[ Ｊ] . Ａｕｔｏｍａｔｉｃａꎬ２００９ꎬ４５(２):４６３ －
４６８.

[ ９ ]　 Ｚｈａｎｇ ＹꎬＨｅ ＹꎬＷｕ Ｍꎬ ｅｔ ａｌ. Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｍａｒｋｏｖｉａｎ
ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｒｅｅ￣ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｍａｔｒｉｃｅｓ[ Ｊ] .
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａꎬ２０１１ꎬ４７(１):７９ － ８４.

[１０] Ｄｉｎｇ Ｙ ＣꎬＬｉｕ Ｈ. Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ￣ｂａｓｅｄ ｆａｕｌｔ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｊ ] .
Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ２０１４:７５９ － ７６４.

[１１] Ｚｈａｎｇ Ｌ. Ｈ￣ｉｎｆｉｎｉｔｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｃ ] / /
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ７ｔｈ Ａｓｉａｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ. Ｈｏｎｇ
Ｋｏｎｇꎬ２００９:１９７ － ２０２.

[１２] Ｗｕ Ｚ ＧꎬＪｕ Ｈ ＰꎬＳｕ Ｈꎬｅｔ ａｌ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｊｕｍｐ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ
ｗｉｔｈ ｍｉｘｅｄ ｔｉｍｅ￣ｄｅｌａｙｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅꎬ
２０１２ꎬ３４９(６):２１３６ － ２１５０.

[１３] Ｔａｒｂｏｕｒｉｅｃｈ ＳꎬＧａｒｃｉａ Ｇ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｓａｔｕｒａｔｉｎｇ ａｃｔｕａｔｏｒｓ [ Ｍ] . Ｌｏｎｄｏｎ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣
Ｖｅｒｌａｇꎬ２０１１.

[１４] Ｋｈａｌｉｌ Ｈ Ｋ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｍ] . Ｌｏｎｄｏｎ: Ｍａｃｍｉｌｌａｎꎬ
１９９２.

[１５] Ｇｒｉｍｍ ＧꎬＨａｔｆｉｅｌｄ ＪꎬＰｏｓｔｌｅｔｈｗａｉｔｅ Ｉꎬｅｔ ａｌ. Ａｎｔｉ￣ｗｉｎｄｕｐ ｆｏｒ
ｓｔａｂｌｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｐｕｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ: ａｎ ＬＭＩ ｂａｓｅｄ
ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ [ Ｊ ] . ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ
２００３ꎬ４８(９):１５０９ － １５２５.

[１６] Ｗｕ ＦꎬＧｒｉｇｏｒｉａｄｉｓ Ｋ ＭꎬＰａｃｋａｒｄ Ａ. Ａｎｔｉ￣ｗｉｎｄｕｐ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ
ｄｅｓｉｇｎ ｕｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ￣ｖａｒｙｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄｓ[ Ｊ] .
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ ２０００ꎬ ７３ ( １２ ): １１０４ －
１１１４.

[１７] Ｚｈａｏ Ｊ Ｊꎬ Ｗａｎｇ Ｊꎬ Ｐａｒｋ Ｊ Ｈꎬ ｅｔ ａｌ. Ｍｅｍｏｒｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｅｌａｙ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｐｕｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｋｎｏｗｎ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｒａｔｅｓ[Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ:Ｈｙｂｒｉｄ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２０１５ꎬ１５:５２ －
６２.

[１８] Ｂｏｕｋａｓ Ｅ Ｋ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｔｉｍｅ￣
ｄｅｌａｙ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｓａｔｕｒａｔｉｎｇ ａｃｔｕａｔｏｒｓ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００３ꎬ１１８(２):２５５ －
２７３.

[１９] Ｌｉｕ Ｈ ＰꎬＢｏｕｋａｓ Ｅ ＫꎬＳｕｎ Ｆ Ｃꎬｅｔ ａｌ. Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｄｅｓｉｇｎ ｆｏｒ
Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａｃｔｕａｔｏｒ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ[ Ｊ] .
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａꎬ２００６ꎬ４２(３):４５９ － ４６５.

[２０] Ｌｉ Ｊ ＮꎬＰａｎ Ｙ ＪꎬＳｕ Ｈ Ｙꎬｅｔ ａｌ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｌｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ
ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ａｃｔｕａｔｏｒ ｆａｕｌｔｓ ａｎｄ
ｉｎｐｕｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ
Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２０１４ꎬ１２(３):５６４ － ５７１.

[２１] Ｗａｎｇ Ｙ Ｊꎬ Ｚｕｏ Ｚ Ｑꎬ Ｃｕｉ Ｙ Ｌ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｕｎｋｎｏｗｎ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ａｃｔｕａｔｏｒ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ [ Ｃ ] / /
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ２９ｔｈ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ. Ｂｅｉｊｉｎｇꎬ
２０１０:２９ － ３１.
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