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摘　 　 　 要: 采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方法对局部热平衡状态下多孔介质方腔内的自然流动进行了模拟ꎬ使
用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ － Ｇａｕｓｓ － Ｌｏｂａｔｔｏ 配置点对无量纲化的控制方程进行了空间上的离散ꎬ离散方程组采用高效矩

阵对角化方法进行了求解. 将所得结果与已有文献进行了对比ꎬ计算结果吻合良好. 为验证该数值方法的精

度ꎬ构造了一个精确解对该方法的求解误差进行了测试ꎬ结果表明ꎬＣｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方法具有很高的计算

精度. 最后ꎬ在验证程序正确性的基础上ꎬ研究了 Ｒａ 对流场、温度场及努塞尔数的影响.
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　 　 多孔介质内的自然流动现象广泛存在于自然

界和工程技术领域ꎬ如:建筑物隔热、地下污染物

迁移、谷物干燥、太阳能收集、填充床内催化反应

放射性废物容器冷却等. 二维多孔介质方腔内的

自然对流模型是研究多孔介质热对流的基本模

型. 其特点是方腔左右壁面分别维持恒定的一高

一低的温度ꎬ上下壁面为绝热壁面. 由于此模型边

界条件简单ꎬ因此常用来验证不同数值解法的优

劣性.
近几十年来ꎬ不同的学者运用了不同的方法

对多孔介质内自然对流问题进行了研究. 文献

[１ － ２]使用交替隐式有限差分方法研究了多孔



　 　

介质倾斜方腔和梯形腔内自然对流ꎬ并且应用有

限容积法研究了局部非热平衡下多孔介质方腔内

的自然流动[３]ꎻ文献[４]使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法

研究了多孔介质波纹曲面腔内的自然流动ꎻ文献

[５]应用稳定的有限元二阶投影法研究了随机构

造的多孔介质内的自然流动ꎻ文献[６]开发了一

种模拟多孔介质内自然流动的热格子 －波尔兹曼

模型等. 不同的研究者采用不同的数值方法对物

理问题进行研究ꎬ而据作者了解ꎬ目前并没有人采

用谱方法对多孔介质内自然对流进行模拟.
谱方法的主要优点是精度高ꎬ是与有限差分、

有限元并驾齐驱的求解偏微分方程的三大数值方

法之一. 其对光滑函数具有指数性逼近的谱精度ꎬ
可以以较少的网格点得到较高的精度ꎬ具有谱解

析性和全域性. 因此ꎬ谱方法在流体流动[７]、辐射

换热[８]、磁流体[９]、量子力学[１０] 等方面有了广泛

的应用. 本文主要应用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方法

来模拟局部热平衡状态下多孔介质方腔内的自然

流动ꎬ验证谱方法在该问题上的适用性及其精度ꎬ
并在此基础上分析无量纲参数 Ｒａ 对流动和温度

分布的影响.

１　 物理问题与数学模型

本文所研究的物理模型与坐标系统如图 １ 所

示ꎬ该模型中ꎬ二维方腔的左侧垂直壁面为维持恒

定温度 Ｔｈ 的热壁面ꎬ右侧垂直壁面为维持恒定温

度 Ｔｃ 的冷壁面ꎬ且 Ｔｈ > Ｔｃꎬ上下壁面为绝热壁面.
同时假设:流动为稳定的、不可压缩的层流流动ꎬ
用 Ｄａｒｃｙ 模型描述多孔介质内动量方程ꎻ多孔介

质内固体与流体处于局部热平衡状态ꎻ多孔介质

结构均匀ꎬ具有各向同性渗透率ꎻ除密度以外ꎬ多
孔介质各物性参数认为是常数.

图 １　 物理模型与坐标系统
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

根据以上假设ꎬ描述图 １ 所示物理问题的无

量纲控制方程、初始条件和边界条件如下:
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其中:Ｒａ 为瑞利数ꎻΨ 为无量纲的流函数ꎻν 为运

动黏度ꎬｍ２􀅰ｓ － １ꎻｕ 为 ｘ 方向速度ꎬｍ􀅰ｓ － １ꎻｖ 为 ｙ 方

向速度ꎬｍ􀅰ｓ － １ꎻｘꎬｙ 为直角坐标系坐标ꎬｍꎻＫ 为多

孔介质渗透率ꎬｍ２ꎻ ｇ 为重力加速度ꎬｍ􀅰ｓ － ２ꎻβ 为

热膨胀系数ꎬＫ － １ꎻ Ｔ 为温度ꎬＫꎻｔ 为时间ꎬｓꎻα 为

热扩散率ꎬｍ２􀅰ｓ － １ꎻΓ 为热扩散率比ꎻＸꎬＹ 分别为

无量纲的 ｘ 方向和 ｙ 方向坐标.

２　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方法

为了使数值求解过程更为稳定ꎬ在应用

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方法求解控制方程及边界条

件(１) ~ (３)时ꎬ在方程(１)上增加非稳态项(∂Ψ /
∂τ) [１１] . 采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ － Ｇａｕｓｓ － Ｌｏｂａｔｔｏ (ＣＧＬ)
配置点对无量纲化的控制方程进行空间上的离散.
２􀆰 １　 数值求解过程

对控制方程中非稳态项采用一阶有限差分格

式进行离散ꎬ时间步长为 Δτ. 方程中的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
项在时间上采用隐式(ｎ ＋ １ 时层)ꎬ其他项采用显

式(ｎ 时层)进行处理. 在 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 配置点谱方

法的理论中ꎬ无量纲流函数和温度可用配置点上

的值由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式进行近似[１２]ꎬ将插

值式代入控制方程ꎬ并引入初始条件与边界条件

可得
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１ｊ ＋ (ｅ３Ｄ(１)
ｋ１ －

ｅ１Ｄ(１)
ｋＮｙ ＋ １)Ｂ２

Ｎｙ ＋ １ｊ]ꎻ (６ｅ)
􀭹Ｒ ｉｊ ＝ Ｒ ｉｊ － Ｄ(２)

ｉ１ θ１ｊ － Ｄ(２)
ｉＮｘ ＋ １ θＮｘ ＋ １ｊ . (６ｆ)

式中:ｅ１ ＝ Ｄ(１)
ｙ (１ꎬ１)ꎻｅ２ ＝ Ｄ(１)

ｙ (Ｎｙ ＋ １ꎬ１)ꎻｅ３ ＝
Ｄ(１)

ｙ (１ꎬＮｙ ＋ １)ꎻｅ４ ＝ Ｄ(１)
ｙ (Ｎｙ ＋ １ꎬＮｙ ＋ １)ꎻｅ ＝

ｅ１ｅ４ － ｅ２ｅ３ꎻ矩阵 Ｄ(１)和 Ｄ(２)分别为一阶和二阶导

数矩阵[１３] .
由于 ＡꎬＢꎬＰ 和 Ｑ 矩阵的特征值和特征向量

均为实数ꎬ可采用高效的矩阵对角化方法[１３] 对方

程组进行求解. 求解过程中ꎬ时间步长 Δτ ＝ １０ －５ꎬ
计算终止判据为前后时层待求参数之差小于 １０ －８ .
２􀆰 ２　 网格独立解测试

对于二维多孔介质方腔ꎬ竖直壁面的平均努

塞尔数为

Ｎｕ ＝ ∫
１

０

－ ∂θ
∂Ｘ( ) Ｘ ＝０ꎬ１ｄＹ . (７)

为了获得平均努塞尔数的网格无关解ꎬ选取

了三套网格进行了测试ꎬ分别为 ２４ × ２４ꎬ３０ × ３０
和 ３６ × ３６ꎬ 结果见表 １. 可知ꎬ当网格数增大至

３６ ×３６ 时ꎬ平均努塞尔数趋于稳定ꎬ最大的误差小

于 ０􀆰 ８６％ . 以下的计算采用的节点数均为 ３６ ×３６.
２􀆰 ３　 有效性验证

表 ２ 对当前数值算法所求出的竖直壁面努塞

尔数与其他研究者所求出的结果进行了比较ꎬ从
表中看出ꎬ当前数值解法与其他解法所得结果误

差均小于 ３％ .

表 １　 不同网格节点数下平均努塞尔数
Ｔａｂｌｅ １　 Ａｖｅｒａｇｅ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｉｄ

ｎｕｍｂｅｒｓ

参数
Ｒａ Ｒａ

１ ０００ １００

节点数 ２４ × ２４ ３０ × ３０ ３６ × ３６ ２４ × ２４ ３０ × ３０ ３６ × ３６

Ｎｕ １４􀆰 ２２４ １３􀆰 ８６２ １３􀆰 ７４３ ３􀆰 １２０ ３􀆰 １１７ ３􀆰 １１６

表 ２　 平均努塞尔数的比较
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｖｅｒａｇｅ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ

项目
Ｒａ

１０ １００ １ ０００

参考文献[１４] — ３􀆰 １１８ １３􀆰 ６３７
参考文献[１５] １􀆰 ０６５ ２􀆰 ８０１ —
参考文献[１] １􀆰 ０７９ ３􀆰 １６０ １４􀆰 ０６０
当前计算结果 １􀆰 ０７３ ３􀆰 １１６ １３􀆰 ６９２

２􀆰 ４　 误差测试

为了测试本数值方法的精确性ꎬ构造了一个

精确解对其进行了误差测试.
精确解的形式如式(８)所示ꎬ精确解对应的

控制方程和边界条件详见作者前期工作[１６] .

Ψ ＝ ｓｉｎ πＸ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ｓｉｎ πＹ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

θ ＝ － πｃｏｓ πＸ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ｓｉｎ πＹ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(８)

采用标准差 Ｅ２ 进行测试:
Ｅ２( ｆ) ＝

１
ＮｘＮｙ

∑
Ｎｘ

ｉ ＝０
∑
Ｎｙ

ｊ ＝０
[ ｆ(Ｘ ｉꎬＹｊꎬτ) － ｆＮｘＮｙ

(Ｘ ｉꎬＹｊꎬτ)] ２ .

式中:Ｎｘ 为 ｘ 方向上总的配置点数ꎻＮｙ 为 ｙ 方向

上总的配置点数ꎻ下标 ｉꎬｊ 分别为 ｘ 和 ｙ 方向配置

点节点标识.
图 ２ 和图 ３ 分别为当 Ｘ 等于 ０􀆰 ５ 时ꎬ不同的

Ｙ 对应节点及 Ｙ 等于 ０􀆰 ５ꎬ不同的 Ｘ 对应节点上数值

计算解与精确解之间的误差. 从图中可以看出ꎬ其流

函数最大误差为 １􀆰 ７６ × １０ －１２ꎬ而温度最大误差为

２􀆰 ７９ ×１０ －１１ .由此表明ꎬ采用谱方法计算二维多孔介

质方腔的自然流动问题具有很高的计算精度.

３　 无量纲参数 Ｒａ 的影响

不同 Ｒａ 下ꎬ流场和温度场的分布如图 ４ 所

示ꎬ从图中可以看出ꎬ随着 Ｒａ 的增大ꎬ流场内中

心涡的形状发生变化ꎬ且流动逐渐加强ꎻ温度场内

等温线发生偏移ꎬ等温线上部向冷壁面集聚ꎬ等温

线下部则向热壁面集聚ꎬ致使等温线聚集的部位

传热加强.
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图 ２　 无量纲流函数数值解与精确解之间的 Ｅ２ 误差
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅ２ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｔｒｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ＣＳＣＭ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ３　 无量纲温度数值解与精确解之间的 Ｅ２ 误差
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｅ２ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ＣＳＣＭ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ４　 流线和等温线分布
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅａｍ ｌｉｎｅｓ ａｎｄ ｉｓｏｔｈｅｒｍｓ

(ａ)—Ｒａ ＝ １０ꎬ流线ꎻ (ｂ)—Ｒａ ＝ １０ꎬ等温线ꎻ
(ｃ)—Ｒａ ＝ １００ꎬ流线ꎻ (ｄ)—Ｒａ ＝ １００ꎬ等温线ꎻ

(ｅ)—Ｒａ ＝ １ ０００ꎬ流线ꎻ ( ｆ)—Ｒａ ＝ １ ０００ꎬ等温线.

　 　 不同 Ｒａ 下ꎬ竖直壁面平均努塞尔数的变化

趋势如图 ５ 所示. 从图中可以看出ꎬ随着 Ｒａ 的增

大ꎬ平均努塞尔数增大ꎬ且二者在测试范围内

(１０≤Ｒａ≤１ ５００)呈现线性变化的规律.
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图 ５　 Ｒａ对竖直壁面平均努塞尔数的影响
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Ｒａ ｏｎ ａｖｅｒａｇｅ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ ａｔ

ｖｅｒｔｉｃａｌ ｗａｌｌｓ

４　 结　 　 论

１) 本文构造了一个精确解对误差进行了测

试ꎬ结果表明本方法具有很高的计算精度.
２) 在验证数值方法精度的基础上ꎬ分析了无

量纲参数 Ｒａ 对多孔介质内流场、温度场及竖直

壁面平均努塞尔数的影响. 发现ꎬ随着 Ｒａ 的增

加ꎬ腔体内流动得到加强ꎻ垂直壁面上的平均努塞

尔数随着 Ｒａ 的增大而增大ꎬ在 １０≤Ｒａ≤１ ５００ 区

间内ꎬ二者呈现线性变化的规律.
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