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摘　 　 　 要: 在摄像机标定过程中ꎬ为了避免对摄像机模型中的畸变系数进行多次重复标定ꎬ提出一种将二

阶径向畸变系数与摄像机模型分离的标定方法. 该方法利用畸变形成的围线面积作为畸变评测函数ꎬ用模拟

退火原理改进粒子群算法的惯性权重和学习因子ꎻ然后用改进的粒子群算法标定摄像机的畸变系数和图像

中心点坐标ꎬ最后计算其他的摄像机参数. 该方法无需预先知道摄像机的任何内外参数ꎬ算法简单ꎬ易于实现.
实验表明ꎬ该方法与传统的非线性优化方法相比ꎬ图像坐标的平均反投影误差明显减小ꎬ而且具有更好的鲁棒

性和精度.
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　 　 摄像机获取的二维图像与对应的三维物体的

位置关系是由摄像机成像的几何模型决定的ꎬ几
何模型中的参数就是摄像机参数ꎬ由试验和计算

求解这些参数的过程就是摄像机标定. 摄像机标

定是三维重建技术的基本问题ꎬ同时也是立体视

觉研究的重要组成部分. 摄像机标定结果的好坏

直接影响三维空间测量的精度和重建的结果[１] .

由于摄像机镜头制造工艺的原因ꎬ使得成像系统

不能在整个视场上完全满足针孔成像模型ꎬ从而

导致投影射线变为曲线ꎬ造成成像平面上像素点

实际坐标与理论坐标不一致. 因此在拍摄图像时

往往会产生非线性畸变ꎬ必须进行畸变校正来提

高图像几何位置精度.
目前ꎬ对摄像机镜头进行畸变校正的方法主



　 　

要分为两大类. 一类是将畸变系数与摄像机内外

参数融合在一起ꎬ畸变系数的求解过程就是非线

性的优化过程. 其中两步法采用线性方法求解大

部分参数ꎬ采用迭代方法求解少数参数ꎬ因而迭代

少ꎬ计算速度较快ꎬ但畸变模型简单ꎬ对畸变问题

的解决不够理想[２]ꎻ基于二维平面靶标的摄像机

标定方法不需要特殊的标定物ꎬ因此ꎬ标定过程比

较灵活ꎬ但是计算过程相对复杂[３] . 另一类畸变

校正方法是将畸变系数从摄像机模型中分离出

来ꎬ从而避免将其重复标定. 其中基于共线点的畸

变分离模型[４]仅考虑一阶径向畸变ꎬ且要求图像

中心点已知ꎻ用拟合圆来求解图像中心点和一阶

径向畸变系数的方法[５] 虽然可以求出图像中心

点ꎬ但是由于采用单参数除式模型ꎬ不能求解二阶

径向畸变系数.
针对以上方法存在的不足ꎬ并考虑具有二阶

径向畸变的摄像机模型ꎬ本文首先采用模拟退

火[６]与粒子群[７] 相结合的优化算法(ＳＡ － ＰＳＯ)
标定畸变系数和图像中心点ꎬ将畸变形成的围线

面积作为畸变测度ꎬ然后利用求得的畸变系数和

图像中心点坐标标定摄像机的其他参数.

１　 摄像机畸变模型与参数

摄像机的针孔成像模型示意图如图 １ 所示ꎬ
其中 Ｏｗ Ｘｗ Ｙｗ Ｚｗ 是用来表示摄像机位置和实际

物体位置的世界坐标系ꎬＯ１Ｘ Ｙ 是摄像机获取图

像的成像平面坐标系ꎬＯ０ｕｖ 是以像素为单位表示

图像的像素坐标系ꎬＯｃＸｃＹｃＺｃ 是与摄像机镜头的

光心、光轴相关的摄像机坐标系.

图 １　 摄像机畸变模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｍｅｒａ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

为了标定方便ꎬ将平面模板设立在 Ｚｗ ＝ ０ 的

二维世界坐标系平面上. 由摄像机的针孔成像模

型可得ꎬ二维平面上的点与对应的图像中的点之

间的关系可以写成[２]:
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式中:Ｋ 为摄像机内部参数矩阵ꎬ其中 ａｕꎬａｖ 分别

为 ｕ 轴、ｖ 轴上的尺度因子ꎻ(ｕ０ꎬｖ０)是摄像机光

轴与图像平面交点(称为图像中心点)的坐标. 而
ｒ１ ＝ [ｒ１１ 　 ｒ２１ 　 ｒ３１] Ｔꎬｒ２ ＝ [ｒ１２ 　 ｒ２２ 　 ｒ３２] Ｔ 分别指

Ｘｗ 轴、Ｙｗ 轴在摄像机坐标系 ＯｃＸｃＹｃＺｃ 中的方

向ꎻｔ ＝ [ ｔ１ ｔ２ ｔ３] Ｔ 是 ＯｗＸｗＹｗＺｗ 的坐标原点在摄

像机坐标系 ＯｃＸｃＹｃＺｃ 中的位置ꎬ因此[Ｒ 　 ｔ]称

为摄像机外部参数矩阵.
对于一般的定焦摄像机来说ꎬ考虑二阶径向

畸变就能满足标定的精度要求[８] . 本文考虑摄像

机二阶径向畸变误差ꎬ如图 １ 中 Ｐ 为三维空间中

任意一点ꎬ则 Ｐｕ(ｘｕꎬｙｕ)和 Ｐｄ(ｘｄꎬｙｄ)分别为 Ｐ 点

在成像平面上的理想坐标和畸变图形下的实际坐

标ꎬ二者之间的关系可表示为

ｘｕ ＝ ｘｄ ＋ δｘꎬ
ｙｕ ＝ ｙｄ ＋ δｙ .

} (２)

其中 δｘ 和 δｙ 是非线性畸变值ꎬ可表示为

δｘ ＝ (ｘｄ － ｕ０)(ｋ１ｒ２ ＋ ｋ２ｒ４) ꎬ

δｙ ＝ (ｙｄ － ｖ０)(ｋ１ｒ２ ＋ ｋ２ｒ４) . } (３)

其中:ｒ２ ＝ ｘ２
ｄ ＋ ｙ２

ｄꎻｋ１ꎬｋ２ 即为待标定的二阶径向畸

变系数.

２　 粒子群算法的改进与应用

粒子群算法是一种迭代的启发式优化算法ꎬ
由于算法简单、容易理解ꎬ并且参数少ꎬ现已广泛

应用于多目标问题、约束问题、动态问题等实际应

用问题中. 粒子群优化算法的原理:一个由 ｍ 个

粒子组成的群体在 Ｄ 维搜索空间中以确定的速

度飞行ꎬ每个粒子在搜索时记录自己搜索到的历

史最优点和群体内以及邻域内其他粒子的历史最

优点ꎬ然后在此基础上进行位置变化.
在第 ｔ 代ꎬ粒子群的每个粒子都是由位置、历

史最优位置和速度 ３ 个 Ｄ 维向量组成ꎬ第 ｉ 个粒

子的 ３ 个向量分别表示为

ｘｔ
ｉｄ ＝ (ｘｔ

ｉ１ꎬｘｔ
ｉ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ

ｉＤ) Ｔꎻ (４)
ｐｉｄ ＝ (ｐｉ１ꎬｐｉ２ꎬ􀆺ꎬｐｉＤ) Ｔꎻ (５)
ｖｔ
ｉｄ ＝ (ｖｔ

ｉ１ꎬｖｔ
ｉ２ꎬ􀆺ꎬｖｔ

ｉＤ) Ｔꎬ (６)
其中:ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬｄ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＤ .

在算法每一次迭代过程中ꎬ对当前位置 ｘｔ
ｉｄ与
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历史最优位置进行比较. 如果当前位置优于历史

最优位置ꎬ那么就用当前位置替换历史最优位置.
另外将整个粒子群中迄今为止搜索到的最优位置

记为 ｇｂｅｓｔꎬ即全局最优解.
每个粒子的位置和速度更新公式为

ｘｔ ＋ １
ｉｄ ＝ ｘｔ

ｉ ＋ ｖｔ ＋ １
ｉ ꎬ (７)

ｖｔ ＋ １
ｉ ＝ ｗｖｔ

ｉ ＋ ｃ１λ１(ｐｉｄ － ｘｔ
ｉ) ＋ ｃ２λ２(ｇｂｅｓｔ － ｘｔ

ｉ) . (８)
其中:ｗ 是惯性权重ꎬ其值对算法的全局搜索能力

有很大影响ꎻｃ１ꎬｃ２ 是学习因子ꎬ分别影响全局搜

索的最大步长和最优粒子的飞行方向ꎻλ１ꎬλ２ 是

(０ ~ １)之间的随机数. 由于粒子位置优劣的判断

需要评测函数ꎬ因此将改进的粒子群用于摄像机

畸变参数和图像中心点标定时ꎬ需要定义评测

函数.
２􀆰 １　 定义评测函数

由透视投影理论可知ꎬ对棋盘格平面模板提

取特征点时ꎬ任意一条特征点形成的直线在像平

面所成的像仍然是一条直线. 但实际上ꎬ摄像机镜

头存在的畸变会导致直线所成的像变成曲

线[９ － １０] . 当定焦摄像机仅考虑二阶径向畸变时ꎬ
特征点所成特征直线通常会变成凸线或凹线ꎬ畸
变成 Ｓ 型线的情况非常少见ꎬ可以忽略. 因此可

以连接凸线或者凹线的两个端点ꎬ通过计算围线

的面积来判断畸变校正的程度.
本文提出一种简便的计算围线面积的方法.

以凸线为例ꎬ如图 ２ 所示ꎬＬ１ 是畸变特征点所形

成的特征曲线ꎬＬ２ 是连接曲线端点的直线. Ａ(ｘ１ꎬ
ｙ１)ꎬＢ(ｘ２ꎬｙ２)是 Ｌ１ 上任意相连的两个特征点. 过
ＡꎬＢ 两点分别做 ｘ 轴的垂线ꎬ与 Ｌ２ 相交于 ＣꎬＤ
两点. ｃ１ꎬｃ２ 分别为 ＣꎬＤ 两点纵坐标. ＥꎬＦ 是位于

曲线两个端点处的特征点.

图 ２　 围线和畸变曲线
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ａｎｄ ｄｉｓｔｏｒｔｅｄ ｃｕｒｖｅ

图 ２ 中阴影部分的面积可表示为

Ｓ ＝ ｘ２ｙ２ － ｘ１ｙ１ － (ｘ１ ＋ ｘ２)(ｙ２ － ｙ１) / ２ －
(ｃ１ ＋ ｃ２)(ｘ２ － ｘ１) / ２ ＝
(ｘ２ － ｘ１)[(ｙ１ ＋ ｙ２) － (ｃ２ ＋ ｃ１)] / ２ . (９)

当特征曲线是凹线时ꎬ相应的阴影面积为

Ｓ ＝ｘ２ｃ２ －ｘ１ｃ１ －(ｘ１ ＋ｘ２)(ｃ２ －ｃ１) / ２ －
(ｙ１ ＋ｙ２)(ｘ２ －ｘ１) / ２ ＝
－(ｘ２ －ｘ１)[(ｙ１ ＋ｙ２) －(ｃ２ ＋ｃ１)] / ２ . (１０)
由式(９)和式(１０)可以看出ꎬ特征曲线分别

为凸线和凹线时ꎬ各点的相对位置发生变化ꎬ阴影

面积计算结果的表达式只差一个负号. 由于特征

直线为凹线时ꎬ(ｙ１ ＋ ｙ２)小于(ｃ１ ＋ ｃ２)ꎬ所以不管

特征曲线是凹线还是凸线ꎬ面积都是正值.
假设棋盘格模板有 Ｍ 条竖直线ꎬ每条直线上

有 Ｎ 个特征点ꎬｘｊ
ｉ 和 ｙｊ

ｉ 分别表示第 ｉ 条特征曲线

的第 ｊ 个特征点的横坐标和纵坐标. 过第 ｉ 条特征

曲线的第 ｊ 个特征点做 Ｙ 轴的平行线与连接特征

曲线两端点的直线交于一点ꎬ这点的纵坐标就

是 ｃｊ
ｉ .

ｆ１ ＝ ｘｊ ＋ １
ｉ － ｘｊ

ｉꎬ (１１)
ｆ２ ＝ ｜ (ｙｊ ＋ １

ｉ ＋ ｙｊ
ｉ) － (ｃｊ

ｉ ＋ ｃｊ ＋ １
ｉ ) ｜ . (１２)

则畸变评测函数可定义为

ｆ(ｋ１ꎬｋ２ꎬｕ０ꎬｖ０)＝∑
Ｍ

ｉ ＝１
∑
Ｎ

ｊ ＝１
[ ｆ１ ｆ２] . (１３)

将畸变评测函数作为粒子群优化算法的目标函

数ꎬ则畸变评测函数越小代表畸变校正的精度越高.
为了求得畸变评测函数的最小值ꎬ本文提出一种模

拟退火与粒子群相结合的优化算法(ＳＡ －ＰＳＯ).
２􀆰 ２　 基于 ＳＡ －ＰＳＯ 的畸变系数标定

本文使用的摄像机畸变模型中ꎬ畸变系数以

及图像中心点的求解属于非线性优化问题. 由于

传统粒子群优化算法的惯性权重 ｗ 和学习因子

ｃ１ꎬｃ２ 是确定的值ꎬ使得算法收敛速度慢ꎬ且极易

陷入局部最优. 而模拟退火算法以概率的方式进

行搜索ꎬ增加了搜索过程的灵活性ꎬ具有很强的全

局搜索能力. 因此为了克服粒子群算法的缺点ꎬ本
文用模拟退火原理优化粒子群算法中的惯性权重

ｗ 和学习因子 ｃ１ꎬｃ２ 这 ３ 个参数ꎬ然后用优化后的

粒子群算法求解摄像机的畸变系数和图像中

心点.
结合模拟退火的改进粒子群算法步骤如下:
１) 粒子群优化算法初始化.
①设定种群规模 ｍ ＝ ５０ꎬ最大迭代次数

Ｔｍａｘ ＝ １ ０００ꎬ畸变参数 ｋ１ꎬｋ２ 与图像中心点 ｕ０ꎬｖ０

共有 ４ 个待求参数ꎬ所以粒子维数 Ｄ ＝ ４ꎬ每个粒

子的位置对应着待求的 ４ 个参数.
②设置粒子群的初始速度 ｖ０

ｉｄ和初始位置 ｘ０
ｉｄ .

③将式(１３)作为目标函数ꎬ计算初始粒子群

的目标函数值 ｆ(ｘ０
ｉ )ꎬ然后求出相应的初始个体

最优 ｐｉｄ和初始群体最优位置 ｇｂｅｓｔ .
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２) 模拟退火初始化.
①将第 ｔ 代目标函数最小值记为 ｆ(ｘｔ∗

ｉ )ꎬ设

置初始温度 Ｔ ＝
ｆ(ｘ０∗

ｉ )
ｌｎ５ ꎬ初始解 ｓ(ｗꎬｃ１ꎬｃ２) .

②令评价函数 ｃ(ｓ) ＝ ｆ(ｘ０∗
ｉ ) .

３) 由摄动装置生成新的 ｓ′(ｗ′ꎬｃ′１ꎬｃ′２) .
４) 由式(７)、式(８)更新粒子的位置ꎬ其中ꎬ

ｗꎬｃ１ꎬｃ２ 按 ｓ′取值ꎬ更新位置后ꎬ计算目标函数.
５) 令 ｃ( ｓ′) ＝ ｆ(ｘｔ∗

ｉ )ꎬΔｃ ＝ ｃ( ｓ′) － ｃ( ｓ) . 若
Δｃ < ０ 或 ｅ － Δｃ / Ｔ > ｒａｎｄ(０ꎬ１)ꎬ则 ｃ(ｓ) ＝ ｃ(ｓ′)ꎬｓ ＝
ｓ′ꎬＴ ＝ ｆ(ｘｔ∗

ｉ ) / ｌｎ５ꎬ并接受由 ｓ′(ｗ′ꎬｃ′１ꎬｃ′２)所更新

的速度和位置. 否则ꎬ不接受 ｓ′的值ꎬ用 ｓ(ｗꎬｃ１ꎬ
ｃ２)更新速度和位置ꎬ并计算目标函数值.

６) 根据目标函数值ꎬ更新 ｐｉｄꎬｇｂｅｓｔ .
７) 若满足结束条件ꎬ输出最优位置ꎬ若不满

足ꎬ转到步骤 ３) .
算法最后输出的最优位置 ｇｂｅｓｔ ＝ (ｇ１ꎬｇ２ꎬｇ３ꎬ

ｇ４)中的数值分别对应摄像机的畸变系数 ｋ１ꎬｋ２

和两个内参数 ｕ０ꎬｖ０ .
２􀆰 ３　 摄像机标定

用改进的粒子群算法(ＳＡ － ＰＳＯ)已经求出

摄像机的畸变系数和图像中心点坐标. 其他的内

部参数和外部参数可用如下的方法标定.
设靶标平面与摄像机之间的单映性矩阵为

Ｈꎬ则式(１)可以进一步写成:

ｕ
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ë
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ê
ê

ù

û

ú
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.

(１４)
由文献[２]可得ꎬ单映性矩阵对内参数约束

为

ｈＴ
１Ｋ － ＴＫ － １ｈ２ ＝ ０ ꎬ

ｈＴ
１Ｋ － ＴＫ － １ｈ１ ＝ ｈＴ

２Ｋ － ＴＫ － １ｈ２
} . (１５)

对式(１５)展开ꎬ可以求出另外两个摄像机内

参数 ａｕ 和 ａｖ 的值[２] .
由内参数矩阵 Ｋ 和单映性矩阵 Ｈ 的求解结

果ꎬ可计算出每幅图像的外部参数为[２]

ｒ１ ＝ λＫ － １ｈ１ꎬｒ２ ＝ λＫ － １ｈ２ꎬｒ３ ＝ ｒ１ × ｒ２ꎬｔ ＝ λＫ － １ｈ３ꎬ

　 　 λ ＝ １
‖Ｋ － １ｈ１‖

＝ １
‖Ｋ － １ｈ２‖

.

ü

þ

ý

ïï

ïï

(１６)

３　 实验结果与分析

将本文提出的标定算法与经典的张正友标定

方法[２]进行对比分析ꎬ实验用到的 ＣＣＤ 摄像机ꎬ
镜头的光圈系数(Ｆ)为 １􀆰 ４ꎬ焦距( ｆ)为 ２５ ｍｍꎬ
图像分辨率为 １ ０２４ × ７６８ 像素. 不失一般性ꎬ
对标定模板从不同角度拍摄 ３ 幅图像ꎬ如图 ３
所示.

图 ３　 畸变图像
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ

(ａ)—角度 １ꎻ (ｂ)—角度 ２ꎻ (ｃ)—角度 ３.
用 Ｈａｒｒｉｓ 角点检测[１１]提取特征点ꎬ然后用本

文提出的改进方法求解畸变系数和图像中心点以

及由式(１５)求出的内部参数ꎬ结果如表 １ 所示.

表 １　 本文方法标定的摄像机内部参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃａｍｅｒａ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｍｅｔｈｏｄ
ｋ１ ｋ２ ｕ０ ｖ０ αｕ αｖ

－ ０􀆰 ０９０ １ － ２􀆰 ８９６ ７ ４５５􀆰 ８ ４２３􀆰 ９ ５ ９４５􀆰 ３ ５ ７９０􀆰 ２

　 　 而用张正友标定方法求得的摄像机内部参数

如表 ２ 所示.

表 ２　 张正友方法标定的摄像机内部参数
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｍｅｒａ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｚｈａｎｇ’ｓ

ｍｅｔｈｏｄ
ｋ１ ｋ２ ｕ０ ｖ０ ａｕ ａｖ

－ ０􀆰 ０９３ ７－ ３􀆰 ３０９ ７ ４４５􀆰 ７ ４５２􀆰 ４ ６ ０７４􀆰 ９ ６ ０１２􀆰 １

　 　 采用本文方法ꎬ由式(１６)求出的对应于图 ３
中 ３ 幅图像的摄像机外部参数和张正友方法标定

的外部参数结果如表 ３ 所示.
为了验证两种标定算法的标定精度ꎬ随机从

第一幅图中抽取 １０ 组检测点ꎬ计算图像坐标的反

投影坐标值. 经式(１)计算ꎬ本文方法的图像坐标

的反投影误差在 ｕ 轴和 ｖ 轴上都小于 １ 个像素ꎬ
均值为 ０􀆰 ５１４ 个像素. 而张正友方法计算图像坐

标的反投影误差在 ｕ 轴和 ｖ 轴上均值为 １􀆰 １８９ 个

像素. 这说明本文提出的方法标定精度很高ꎬ具有

一定的可行性.
为了证明本文方法的鲁棒性ꎬ在实验中ꎬ对图

像提取的各个特征点分别加入均匀分布的噪声ꎬ
噪声级从 ０(像素)以 ０􀆰 ２５ 的步长依次增加至 ２􀆰 ０
(像素)ꎬ分别用本文提出的方法和张正友提出的

方法计算每幅图像在当前噪声级下相应世界坐标

的平均绝对误差ꎬ结果分别如图 ４、图 ５ 所示.

３２６第 ５ 期 　 　 　 刘晓志等: 基于畸变分离的摄像机标定方法



　 　

表 ３　 摄像机外部参数标定结果
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｍｅｒａ ｅｘｔｒｉｎｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

方法 图 ３ａ 图 ３ｂ 图 ３ｃ
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法

Ｒ ＝
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图 ４　 ＳＡ －ＰＳＯ 方法的误差
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ＳＡ￣ＰＳＯ ｍｅｔｈｏｄ

图 ５　 张正友方法的误差
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｚｈａｎｇ’ｓ ｍｅｔｈｏｄ

从图 ４、图 ５ 可以看出ꎬ随着噪声的增大ꎬ误
差结果也随着变大ꎬ但仍能维持在一个很小的误

差范围内ꎬ在相同的噪声级下ꎬ本文提出的方法计

算的误差比张正友方法计算的误差要小ꎬ说明本

文提出的方法稳定性较好.

４　 结　 　 论

１)为了避免将畸变系数和图像中心点纳入

摄像机模型中进行多次重复标定ꎬ本文提出一种

畸变分离的摄像机模型ꎬ研究出新的评判函数.

２)利用经过模拟退火优化的粒子群算法找

到最优的畸变系数和图像中心点ꎬ然后标定摄像

机剩余的参数.
３)与经典的张正友方法相比ꎬ本文方法更加

灵活ꎬ适用范围更广ꎬ稳定性和精度都有所提高.
仿真实验表明该方法需要的已知参数少ꎬ容易实

现ꎬ而且图像坐标的平均反投影误差明显减小.
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( Ｚｈｏｕ Ｆｕ￣ｑｉａｎｇꎬ Ｈｕ Ｋｕｎꎬ Ｚｈａｎｇ Ｇｕａｎｇ￣ｊｕｎ. Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ
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