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铣削加工颤振稳定性可靠度的计算方法

黄贤振ꎬ 胡　 森ꎬ 张义民
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 铣削过程中的系统参数往往具有随机性ꎬ严重影响了铣削加工的稳定性. 利用 ＢＰ 神经网络综

合分析了随机因素对铣削加工过程的影响ꎬ提出了一种铣削加工再生型颤振稳定性可靠度计算方法. 建立铣

削加工再生型颤振动力学模型ꎬ使用全离散法获取铣削稳定性叶瓣图. 利用神经网络拟合极限轴向切深的函

数表达式ꎬ再分别使用蒙特卡罗法和一次二阶矩法进行可靠度计算. 结果表明ꎬ基于 ＢＰ 神经网络的方法兼具

高效和精确的优点.
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　 　 铣削加工具有高精度、高表面质量以及高材

料去除率等优点ꎬ因而广泛应用于航天航空、汽
车、船舶、能源、轨道交通等领域. 然而近年来ꎬ伴
随着现代工业的飞速发展ꎬ机械产品趋向于形状

复杂、薄壁结构、难加工材料多、精度要求高等问

题使得加工过程中更容易产生振动. 轻者影响加

工质量ꎬ降低生产效率ꎬ重者造成生产事故的发

生ꎬ危及人身安全ꎬ因此有关铣削振动的研究变得

极为重要.

颤振是一种不稳定的自激振动ꎬ往往是由系

统内部的“再生反馈”引起的. 根据反馈方式的不

同ꎬ颤振主要分为再生颤振、模态耦合颤振、摩擦

颤振等[１] . 就铣削而言ꎬ再生颤振是引起系统失

稳的主要因素[２] . 文献[３]提出了在频域中解析

计算铣削稳定边界的单频率法. 单频率法具有较

高的计算效率ꎬ但是不能预报小径向切深工况的

稳定性. 文献[４]随后提出了多频率法解决了这

一问题. 文献[５]建立了 ＰＴＰ(ｐｅａｋ － ｔｏ － ｐｅａｋ)时
域仿真模型ꎬ提出通过仿真计算得到的切削力



　 　

峰 －峰值作为颤振发生的依据. 文献[６]改进了

时域模型ꎬ将预测的动态切削厚度和静态切削厚

度的比值作为颤振发生的判据. 文献[７]提出了

时域有限元分析法判断铣削稳定性ꎬ该方法可以

同步预报铣削稳定性和加工误差. 文献[８]在研

究周期性变化系数的时滞微分方程稳定性的分析

中首次提出了半离散法. 文献[９]提出了一种基

于直接积分方法的颤振稳定域求解方法ꎬ称为全

离散法.
上述方法中的切削动力学参数往往被认为是

确定的ꎬ然而实际加工中可以精确描述或控制的

因素是不存在的ꎬ大部分因素都是随机、不确定

的[１０] . 例如ꎬ电压波动会使工件的进给量具有随

机性ꎻ测量、加工等误差会造成刀具几何尺寸的随

机性. 文献[１１]考虑了影响参数的随机性ꎬ采用

单频率法判定铣削颤振稳定性ꎬ应用蒙特卡罗法

计算出铣削颤振可靠度. 但是ꎬ单频率法仅适合多

齿刀具和大径向切深工况的稳定性判定ꎬ本文采

用全离散法判定铣削颤振稳定性ꎬ并且利用人工

神经网络综合分析随机因素对铣削颤振稳定性的

影响ꎬ相比蒙特卡罗法大大降低了抽样样本数量ꎬ
提高了计算效率.

１　 铣削加工颤振稳定性分析

常见的铣削加工动力学模型如图 １ 所示[１２]ꎬ
其中 ϕｊ 为第 ｊ 齿的瞬时切削角( ｒａｄ)ꎬΩ 为主轴

转速( ｒ / ｍｉｎ)ꎬａｅ 为径向切深(ｍｍ)ꎬｖｔ 表示工件

相对刀具的进给方向ꎬＦ ｔｊ和 Ｆｎｊ分别是 ｊ 齿受到的

切向切削力(Ｎ)和径向切削力(Ｎ) .

图 １　 铣削加工动力学模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｍｉｌｌｉｎｇ

图 １ 所示铣削加工动力学系统的控制方程的

状态空间形式可以表示为[９ꎬ １３]

ｘ̇( ｔ) ＝ Ａｘ( ｔ) ＋ Ｂ( ｔ)(ｘ( ｔ) － ｘ( ｔ － Ｔ)) . (１)
式中:

ｘ( ｔ) ＝ [ｑ( ｔ)　 Ｍｑ̇( ｔ) ＋ Ｃｑ( ｔ) / ２] Ｔꎻ (２)

Ａ ＝
－Ｍ － １Ｃ / ２ Ｍ － １

ＣＭ － １Ｃ / ４ － Ｋ － ＣＭ － １ / ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｂ( ｔ) ＝
０ ０

Ｋｃ( ｔ) ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú . (３)

其中:ＭꎬＣ 和 Ｋ 分别为刀具模态质量矩阵、阻尼

矩阵和刚度矩阵ꎻｑ( ｔ)为刀具模态坐标ꎻＫｃ( ｔ)为
切削力系数矩阵.

对时间 ｔ 进行离散化处理ꎬ将时间周期 Ｔ 分

为 ｒ 个时间段ꎬ即 Ｔ ＝ ｒΔｔꎬｒ∈Ｚ. 在任意时间区段

上ꎬ式(１)可以重新表示为

ｙ̇( ｔ) ＝ Ａｙ( ｔ) ＋􀭾Ｂ( ｔ)(􀭴ｙ( ｔ) － 􀭴ｙ( ｔ － Ｔ))ꎬ
ｔ∈[ ｔｊꎬｔｊ ＋ １] . (４)
式中:ｔｊ ＝ ｊΔｔ( ｊ∈Ｚ)ꎬ

􀭾Ｂ( ｔ) ＝ Ｂｊ ＋ １ ＋
Ｂｊ ＋ １ － Ｂｊ

Δｔ ( ｔ － ｔｊ ＋ １) ꎬ (５)

􀭴ｙ( ｔ) ＝ ｙｊ ＋ １ ＋
ｙｊ ＋ １ － ｙｊ

Δｔ ( ｔ － ｔｊ ＋ １) ꎬ (６)

􀭴ｙ( ｔ － Ｔ) ＝ ｙｊ － ｒ ＋ １ ＋
ｙｊ － ｒ ＋ １ － ｙｊ － ｒ

Δｔ ( ｔ － ｔｊ ＋ １) . (７)

其中:Ｂｊ ＝ Ｂ( ｔｊ)ꎻｙｊ ＝ ｙ( ｔｊ) .
解方程(４)ꎬ得到

ｙｊ ＋ １ ＝ (Φ０ ＋ Ｆｊ)ｙｊ ＋ Ｆｊ ＋ １ｙｊ ＋ １ －
Ｆｊ ＋ １ｙｊ － ｒ ＋ １ － Ｆｊｙｊ － ｒ . (８)

式中:

Ｆｊ ＝
Φ３

Δｔ２
Ｂｊ ＋ (

Φ２

Δｔ －
Φ３

Δｔ２
)Ｂｊ ＋ １ꎬ (９)

Ｆｊ ＋ １ ＝ (
Φ２

Δｔ －
Φ３

Δｔ２
)Ｂｊ ＋ (Φ１ － ２

Φ２

Δｔ ＋
Φ３

Δｔ２
) ×

Ｂｊ ＋ １ꎬ (１０)
Φ０ ＝ ｅＡΔｔꎬΦ１ ＝ Ａ － １(Φ０ － Ｉ)ꎬ
Φ２ ＝ Ａ － １(ΔｔΦ０ －Φ１)ꎬ
Φ３ ＝ Ａ － １(Δｔ２Φ０ － ２Φ２) . (１１)

式中 Ｉ 为单位矩阵. 由式(８)可以构造离散映射:
ｚｊ ＋ １ ＝Ｄｊｚｊ . (１２)

式中:
ｚｊ ＝ ｃｏｌ(ｙｊꎬｙｊ － １ꎬ􀆺ꎬｙｊ ＋ １ － ｒꎬｙｊ － ｒ) ꎬ (１３)
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Ｄｊ ＝

[Ｉ － Ｆｊ ＋ １] － １(Φ０ ＋Ｆｊ) ０ ０ 􀆺 ０ － [Ｉ －Ｆｊ ＋１] －１Ｆｊ ＋１ － [Ｉ －Ｆｊ ＋１] －１Ｆｊ

Ｉ ０ ０ 􀆺 ０ ０ ０
０ Ｉ ０ 􀆺 ０ ０ ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ ０ ０ 􀆺 ０ ０ ０
０ ０ ０ 􀆺 Ｉ ０ ０
０ ０ ０ 􀆺 ０ Ｉ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

. (１４)

　 　 转移矩阵表示为

Φ ＝Ｄｒ － １Ｄｒ － ２􀆺Ｄ１Ｄ０ . (１５)
根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论[１４]ꎬ铣削稳定性可由转移

矩阵 Φ 的特征值判断ꎬ若转移矩阵 Φ 的所有特

征值的模均小于 １ꎬ则系统稳定ꎬ即

ｍａｘ( ｜Λ(Φ) ｜ )
< １ꎬ稳定ꎻ
＝ １ꎬ稳定边界ꎻ
> １ꎬ不稳定.

ì

î

í

ïï

ïï
(１６)

铣削极限轴向切深是指系统处于临界稳定状

态的轴向切削深度ꎬ由上述公式推导可知极限轴

向切深是由切向切削力系数(Ｋｔ)ꎬ径向切削力系

数(Ｋｎ)ꎬ模态阻尼(ｃ)ꎬ模态质量(ｍ)ꎬ模态刚度

(ｋ)ꎬ径向浸入比( ｒｃ)ꎬ主轴转速(Ω)和铣刀齿数

(Ｎ)的确定的ꎬ即
ａｐｌｉｍ ＝ {ａｐ ｜ｍａｘ( ｜Λ(Φ(ＫｔꎬＫｎꎬｃꎬｍꎬｋꎬｒｃꎬＮꎬ

Ω)) ｜ ) ＝ １} . (１７)

２　 颤振稳定性可靠度计算

机械可靠性是指机械产品在规定时间内规定

条件下完成规定功能的能力. 采用概率的方式度

量这种能力即为可靠度. 数控铣床颤振稳定性可

靠度为实际轴向切深小于极限轴向切深的概率ꎬ
由式(１７)可知铣削加工的极限轴向切深没有显

式表达式ꎬ所以本文通过神经网络拟合极限轴向

切深的函数表达式ꎬ在此基础上进行可靠度计算.
２􀆰 １　 ＢＰ神经网络

人工神经网络具有良好的自学习能力、非线

性映射能力和容错能力ꎬ适合处理对大量数据进

行分类、建立复杂的非线性映射等问题. 而 ＢＰ 神

经网络是人工神经网络最精华、最完美的部分.
ＢＰ 神经网络的设计主要包括输入输出层设计、隐
含层设计以及转换函数设计.
２􀆰 １􀆰 １　 输入输出层设计

根据全离散法预报颤振稳定性的分析过程ꎬ
输入层采用 ９ 个神经元ꎬ分别为径向切削力系数

Ｋｎꎬ切向切削力系数 Ｋｔꎬ ｘ 方向上的模态阻尼 ｃｘꎬ
模态刚度 ｋｘ 和模态质量 ｍｘꎬｙ 方向上的模态阻尼

ｃｙꎬ模态刚度 ｋｙ 和模态质量 ｍｙ 以及径向浸入比

ｒｃꎬ输出层为单神经元结构ꎬ代表极限轴向切

深 ａｐｌｉｍ .
２􀆰 １􀆰 ２　 隐含层设计

在三层网络中ꎬ隐含层神经元个数 ｎ２ 和输入

层神经元个数 ｎ１ 之间的近似关系为[１５]

ｎ２ ＝ ２ × ｎ１ ＋ １ . (１８)
所以隐含层神经元个数选为 １９ 个.

２􀆰 １􀆰 ３　 数据归一化

网络的转换函数为 ｓｉｇｍｏｉｄ 函数ꎬ该函数输

出曲线两端平坦ꎬ中间部分变化剧烈. 因此获得输

入和输出变量后ꎬ要对其进行归一化处理ꎬ将数据

处理为区间(０ꎬ１)之间的数据ꎬ以加快收敛速度.
因此ꎬ本文的 ＢＰ 神经网络模型的拓扑结构

如图 ２ 所示.

图 ２　 ＢＰ神经网络拓扑结构
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ＢＰ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

ＢＰ 网络计算铣削颤振稳定性可靠度的基本

思路为:由基本变量产生 ｎ 组随机样本 ｘｉ( ｉ ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ通过仿真计算得到随机样本的极限轴向

切深ａｐｌｉｍ(ｘｉ) . 利用数据{ ｘｉꎬａｐｌｉｍ ( ｘｉ)} ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎ)训练网格ꎬ训练好的网络可以模拟计算出不

同变量值的极限轴向切深. 在此基础上ꎬ使用蒙特

卡罗、一次二阶矩等方法计算可靠度. 具体步骤如

图 ３ 所示.
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图 ３　 基于 ＢＰ神经网络的颤振稳定性可靠度计算流程
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｃｈａｔｔｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｂｙ ｔｈｅ ＢＰ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

２􀆰 ２　 蒙特卡罗法

蒙特卡罗法具有通用性强的特点ꎬ并且随着

模拟次数的增加ꎬ其计算精度也会提高. 该方法的

基本思想是:在输入变量的空间内生成随机样本ꎬ
然后代入系统模型求出结构响应值ꎬ利用随机样

本及其响应的概率特性和统计规律ꎬ推断整体的

概率特性和统计规律. 基本步骤如下:
１) 根据基本变量的分布特性ꎬ生成 ｎ 个随机

样本 ｘｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) .
２) 将 ｎ 个随机样本代入可靠性分析模型中ꎬ

计算结构响应值 ｇ(ｘｉ) .
３) 统计落入失效域的样本数ꎬ记为 ｎｆ .
４) 由失效频率近似求得失效概率 Ｐｆꎬ即

Ｐｆ≈
ｎｆ

ｎ . (１９)

蒙特卡罗法的缺点是工作量比较大ꎬ在实际

工程中很难应用. 因此ꎬ蒙特卡罗法多作为标准验

证其他方法的准确性.
２􀆰 ３　 改进一次二阶矩法

实际工程中ꎬ一次二阶矩法是最简单、最常用

的方法. 一次二阶矩法分为中心点法和设计验算

点法. 本文采用的是设计验算点法ꎬ即改进一次二

阶矩法.
铣削颤振可靠性分析的功能函数为

Ｚ ＝ ｇＸ(ｘ) ＝ ａｐｌｉｍ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ) － ａｐ . (２０)

式中ꎬａｐ 为实际轴向切深.
设 ｘ∗ ＝ ( ｘ∗

１ ꎬｘ∗
２ ꎬ􀆺ꎬｘ∗

ｎ ) Ｔ 为极限状态面上

的一点ꎬ在点 ｘ∗处将式(２０)按泰勒级数展开并

取至一次项ꎬ有

ＺＬ ＝ ｇＸ(ｘ∗)＋∑
ｎ

ｉ ＝１

∂ｇＸ(ｘ∗)
∂Ｘ ｉ

(Ｘ ｉ － ｘ∗
ｉ ) ＝ ０ .

(２１)
基于式(２１)求得 ＺＬ 的平均值和标准差ꎬ再

根据可靠性指标定义ꎬ求得

β ＝
μＺＬ

σＺＬ

＝
∑

ｎ

ｉ ＝１

∂ｇＸ(ｘ∗)
∂Ｘ ｉ

(μＸｉ
－ ｘ∗

ｉ )

∑
ｎ

ｉ ＝１

∂ｇＸ(ｘ∗)
∂Ｘ ｉ

[ ]
２

σ２
Ｘｉ

. (２２)

根据可靠性指标的几何意义ꎬ可以将可靠度

问题转化为最优化问题:

ｍｉｎ β ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１

ｘ∗
ｉ － μＸｉ

σＸｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ꎬ

ｓ. ｔ. 　 ｇＸ(ｘ∗
１ ꎬｘ∗

２ ꎬ􀆺ꎬｘ∗
ｎ ) ＝ ０ . (２３)

可靠性指标 β 与可靠度 Ｐｓ 的关系为

Ｐｓ ＝Φ(β) . (２４)

３　 仿真分析

假定某数控铣床颤振系统 ｘ 方向与 ｙ 方向的

动力学特性是均衡对称的ꎬ系统动力学参数及其

概率分布特性如表 １ 所示.

表 １　 基本变量的概率分布特性
Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ

ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

随机变量 均值 标准差 分布类型

Ｋｔ ６ × １０８ Ｎ / ｍ２ ３ × １０７ Ｎ / ｍ２ 正态

Ｋｎ ２ × １０８ Ｎ / ｍ２ １ × １０７ Ｎ / ｍ２ 正态

ｃ ５􀆰 ０８９ Ｎ􀅰ｓ / ｍ ０􀆰 ０５０ ８９ Ｎ􀅰ｓ / ｍ 正态

ｋ １􀆰 ３４ × １０６ Ｎ / ｍ １􀆰 ３４ × １０４ Ｎ / ｍ 正态

ｍ ３９􀆰 ９３ ｇ ０􀆰 ３９９ ３ ｇ 正态

ｒｃ ０􀆰 ６ ０􀆰 ００６ 正态

　 　 当主轴转速 Ω ＝ １０ ７４０ ｒ / ｍｉｎ 时ꎬ极限轴向

切深最小ꎬ此时发生颤振的可能性最大ꎬ故选取此

速度进行稳定性可靠度计算. 利用 ＢＰ 神经网络

拟合极限轴向切深函数表达式ꎬ实际轴向切深取

８􀆰 ３ × １０ － ５ｍꎬ再分别使用蒙特卡罗法和一次二阶

矩法计算稳定性可靠度. 表 ２ 为不同方法计算可

靠度结果的对比ꎬ其中神经网络的训练样本数为

５００ꎬ蒙特卡罗法的抽样样本数为 １０６ . 由结果可

以看出ꎬ基于 ＢＰ 神经网络的可靠度计算方法在
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大量降低了抽样样本数量的情况下ꎬ其精度是可

以接受的ꎬ其中蒙特卡洛法的精度要远高于改进

一次二阶矩法ꎬ这与 ＢＰ 神经网络拟合的极限轴

向切深表达式非线性过高有一定的关系. 在实际

工程中ꎬ可以通过降低实际轴向切深的取值提高

铣削颤振稳定性可靠度. 例如ꎬ当实际轴向切深取

８ × １０ － ５ｍ 时ꎬ可靠度会提高到 ０􀆰 ９９３ ５.

表 ２　 可靠度结果比较
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔｓ

计算方法
ＢＰ 神经网络

改进一次二阶矩 蒙特卡罗
蒙特卡罗

可靠度 ０􀆰 ９２４ ６ ０􀆰 ９６８ ７ ０􀆰 ９６７ ０

４　 结　 　 语

铣削加工中的振动是限制其优势发挥的主要

障碍ꎬ而颤振是其主要形式之一. 本文分析了铣削

加工再生型颤振稳定性ꎬ基于 ＢＰ 神经网络ꎬ对铣

削加工颤振稳定性可靠度计算方法进行了研究ꎬ
综合分析了随机因素对铣削颤振稳定性的影响ꎬ
更加符合实际工程状况. 采用上述方法获取了不

同主轴转速下的铣削稳定性可靠度ꎬ对充分发挥

铣削优势、提高加工精度以及加工效率具有重要

意义.
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