
收稿日期: ２０１６ － ０１ － １１
基金项目: 国家科技重大专项(２０１３ＺＸ０４０１１ － ０１１) .
作者简介: 冯吉路(１９８８ － )ꎬ男ꎬ天津人ꎬ东北大学博士研究生ꎻ 孙志礼(１９５７ － )ꎬ男ꎬ山东巨野人ꎬ东北大学教授ꎬ博士生导师.

第３８卷第６期
２０１７ 年 ６ 月

东 北 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)

Ｖｏ ｌ. ３８ꎬＮｏ. ６
Ｊｕｎ. ２ ０ １ ７

　 ｄｏｉ: １０. ３９６９ / ｊ. ｉｓｓｎ. １００５ － ３０２６. ２０１７. ０６. ０１３

轴承结构参数的随机性对轴承刚度灵敏度的影响

冯吉路１ꎬ２ꎬ 孙志礼１ꎬ 许二丰３ꎬ 孙安邦４

(１􀆰 东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９ꎻ ２􀆰 山东省科学院 海洋仪器仪表研究所ꎬ 山东 青岛　 ２６６００１ꎻ
３􀆰 郑州宇通客车股份有限公司ꎬ 河南 郑州　 ４５００６１ꎻ ４􀆰 一汽解放汽车有限公司ꎬ 吉林 长春　 １３００１１)

摘　 　 　 要: 采用拉丁超立方抽样确定了角接触球轴承结构参数的样本点ꎬ通过 Ｐｏｗｅｌｌ 和 Ｎｅｗｔｏｎ － Ｒａｐｈｓｏｎ
相结合的算法计算了非线性方程组ꎬ将计算得到的轴承刚度的响应值应用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 法进行响应面拟合. 利用

Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 随机抽样法确定了轴承结构参数的均值和方差对轴承刚度均值的灵敏度. 研究结果表明:轴承轴

向和径向刚度对轴承结构参数的均值和方差的灵敏度呈现相反的影响趋势. 轴承刚度对轴承滚动体直径的

变化反应最灵敏ꎬ轴承内、外圈沟道曲率半径的变化对其影响次之ꎬ外沟道直径的变化对其影响最小. 该研究

为轴承的结构参数和加工精度的选择及零件的分选提供了理论依据.
关　 键　 词: 角接触球轴承ꎻ刚度ꎻ灵敏度ꎻ结构参数ꎻ随机性

中图分类号: ＴＨ １３３􀆰 ３３　 　 　 文献标志码: Ａ　 　 　 文章编号: １００５ － ３０２６(２０１７)０６ － ０８２３ － ０６

Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｂｅａｒｉｎｇｓ
ｏｎ Ｉｔｓ Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ
ＦＥＮＧ Ｊｉ￣ｌｕ１ꎬ２ꎬ ＳＵＮ Ｚｈｉ￣ｌｉ１ꎬ ＸＵ Ｅｒ￣ｆｅｎｇ３ꎬ ＳＵＮ Ａｎ￣ｂａｎｇ４

(１􀆰 Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ
２􀆰 Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｏｃｅａｎｏｇｒａｐｈｉｃ Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｔｉｏｎꎬ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｑｉｎｇｄａｏ ２６６００１ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ
３􀆰 Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ Ｙｕｔｏｎｇ Ｂｕｓ Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ Ｌｉｍｉｔｅｄꎬ Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ ４５００６１ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ４􀆰 ＦＡＷ Ｊｉｅｆａｎｇ Ａｕｔｏｍｏｔｉｖｅ Ｃｏｍｐａｎｙ
Ｌｉｍｉｔｅｄꎬ Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ １３００１１ꎬ Ｃｈｉｎａ. Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ: ＦＥＮＧ Ｊｉ￣ｌｕꎬ Ｅ￣ｍａｉｌ: ｆｅｎｇｊｉｌｕ１２３＠ ｓｉｎａ. ｃｏｍ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｌａｔｉｎ ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｂａｌｌ ｂｅａｒｉｎｇｓ. Ａ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｗｅｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ
Ｎｅｗｔｏｎ￣Ｒａｐｈｓｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｓ￣ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｅｒｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｋｒｉｇｉｎｇ
ｍｏｄｅｌ. Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｂａｌｌ
ｂｅａｒｉｎｇｓ ｏｎ ｉｔｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｗａｓ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｅａｎ ａｎｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｂａｌｌ ｂｅａｒｉｎｇｓ ｈａｖｅ ａｎ
ａｄｖｅｒｓｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ａｎｄ ｒａｄｉａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ. Ｂｅａｒｉｎｇｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｓ ｍｏｓｔ ｓｅｎｓｉｔｉｖｅ
ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｂａｌｌ ｄｉａｍｅｔｅｒｓꎬ ｔｈｅｎ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ａｎｄ ｏｕｔｅｒ ｒａｃｅｗａｙ ｇｒｏｏｖｅ
ｔａｋｅｓ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｐｌａｃｅꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｒａｃｅｗａｙ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ. Ｔｈｉｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｍａｙ ｂｒｉｎｇ
ｆｏｒｗａｒｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｓｅｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｍａｃｈｉｎｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ
ｂｅａｒｉｎｇｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒｔｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｂａｌｌ ｂｅａｒｉｎｇꎻ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓꎻ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙꎻ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓꎻ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ

　 　 轴承刚度是轴承关键的服役性能之一ꎬ对主

轴 －轴承系统的动态特性有重要的影响[１ － ２] . 其
中ꎬ角接触球轴承的刚度受轴承结构参数和服役

条件等多种因素的影响. 文献[３ － ５]研究指出轴

承过盈配合量、离心位移及预紧力等参数的增加

均会引起轴承刚度的增大. 文献[６]通过实验法

进行了角接触球轴承的刚度研究. 虽然上述科研人

员分别从理论和实验方面对角接触球轴承刚度的

影响因素进行了大量的研究ꎬ但是针对角接触球轴

承结构参数对轴承刚度的影响的研究仍然不足.



　 　

在分析轴承结构参数对轴承刚度的影响时ꎬ
通常会分别考虑轴承内、外圈沟道曲率半径、滚动

体直径和轴承节对轴承刚度的影响. 然而轴承各

个结构参数之间具有相互耦合作用ꎬ使得单独变

化某个结构参数求得其对轴承刚度的影响的结

果ꎬ并不能直接说明某个结构参数对轴承刚度的

影响大小. 轴承结构参数是由设计参数和制造过

程共同决定的. 当设计参数给定时ꎬ轴承结构参数

的实现要靠加工制造来保障. 在不考虑轴承零部

件加工系统误差的前提下ꎬ轴承各零部件加工后

结构参数的尺寸误差应服从正态分布ꎬ即轴承各

零部件加工装配后轴承结构参数应具有随机性.
轴承结构参数的随机性的变化也会影响到轴承刚

度ꎬ但是目前很少有人探讨轴承结构参数的随机

性对轴承刚度的影响.
鉴于上述问题ꎬ本文提出了采用刚度灵敏度

来评价轴承结构参数的随机性对轴承刚度的影响

大小. 通过拉丁超立方抽样获取轴承结构参数样

本点ꎬ应用 Ｐｏｗｅｌｌ 和 Ｎｅｗｔｏｎ － Ｒａｐｈｓｏｎ 相结合的

算法求解大规模非线性方程组ꎬ得到了轴承轴向

和径向刚度的响应值ꎬ并使用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法拟合

了轴承刚度的代理模型. 假设轴承的结构参数服

从正态分布ꎬ利用Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 随机抽样法和有限

差分法相结合的方式分别求得参数的均值和方差

对轴承刚度灵敏度的影响.

１　 轴承刚度计算的相关理论

１􀆰 １　 赫兹接触刚度

由赫兹接触理论可得两接触物体的接触载荷

Ｑ 与弹性趋近量 δ 之间的关系为[７ － ８]

δ ＝Γ ９Σρ
２π２ｋ２Ｅ２Σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

Ｑ
２
３ . (１)

对上式关于 Ｑ 求导ꎬ可得赫兹接触刚度:

Ｋ ＝ １􀆰 ５ πｋＥ
３Γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ / ３ ２Σ
ΓΣρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ３

Ｑ１ / ３ . (２)

式中:Γ 和 Σ 分别为第一类和第二类完全椭圆积

分ꎻ ２
Ｅ ＝

１ － μ２
１

Ｅ１
＋

１ － μ２
２

Ｅ２
ꎬＥ１ꎬＥ２ꎬμ１ꎬμ２ 分别为两

个接触物体的弹性模量和泊松比ꎻΣρ 是与轴承接

触角和几何参数有关的参数.
Ｈａｒｍｒｏｃｋ 等利用最小二乘法求得简化关系

式[８]:

ｋ ＝ １􀆰 ０３３ ９ ∑ρ２

∑ρ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

０􀆰 ６３６

ꎬ (３)

Γ ＝ １􀆰 ５２７ ７ ＋ ０􀆰 ６０２ ３ｌｎ ∑ρ２

∑ρ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ (４)

Σ ＝ １􀆰 ０００ ３ ＋ ０􀆰 ５９６ ８ ∑ρ１

∑ρ２

. (５)

式中 ｋ 为椭圆率参数.
根据式(２)可得ꎬ第 ｊ 个滚动体与轴承内、外

圈沟道间的接触刚度分别为

Ｋｉｊ＝ １􀆰 ５ πｋｉｊＥ
３Γ ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ / ３ ２Σ ｉｊ

Γ ｉｊΣ ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ３

Ｑｉ
１ / ３ꎬ (６)

Ｋｅｊ＝ １􀆰 ５ πｋｅｊＥ
３Γｅｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ / ３ ２Σｅｊ

ΓｅｊΣρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ３

Ｑｅ
１ / ３ . (７)

由 Ｚ 个滚动体与轴承内、外圈沟道的串并联

关系ꎬ可得角接触球轴承的轴向刚度、径向刚度和

角刚度分别为

Ｋａ ＝ ∑
Ｚ

ｊ ＝１

ＫａｉｊＫａｅｊ

Ｋａｉｊ ＋ Ｋａｅｊ
ꎬ (８)

Ｋｒ ＝ ∑
Ｚ

ｊ ＝１

ＫｒｉｊＫｒｅｊ

Ｋｒｉｊ ＋ Ｋｒｅｊ
ｃｏｓ２ ２πＺ ( ｊ － １) ꎬ (９)

Ｋθ ＝
Ｄ２

ｍ

４ ∑
Ｚ

ｊ ＝１

ＫｒｉｊＫｒｅｊ

Ｋｒｉｊ ＋ Ｋｒｅｊ
ｃｏｓ２ ２πＺ ( ｊ － １) . (１０)

由上述分析可知ꎬ轴承的刚度与轴承的接触

载荷和接触角相关.
１􀆰 ２　 拟静力学分析和沟道控制理论

１􀆰 ２􀆰 １　 滚动体的变形几何相容方程

假设外圈沟道曲率中心是固定的ꎬ内圈沟道

曲率中心可以相对移动.建立载荷作用下的坐标系ꎬ
如图 １ 所示.把外圈沟道曲率中心设为坐标原点ꎬ由
变形协调条件可以确定第 ｊ 个滚动体中心位置ꎬ如
图 ２ 所示.第 ｊ 个滚动体中心位置的变化:

Ｘ１ｊ ＋ Ｘ２ｊ － [( ｆｅ － ０􀆰 ５)Ｄｗ ＋ δｅｊ] ２ ＝ ０ ꎬ (１１)
(Ａ１ｊ － Ｘ１ｊ) ２ ＋ (Ａ２ｊ － Ｘ２ｊ) ２ －
[( ｆｉ － ０􀆰 ５)Ｄｗ ＋ δｉｊ] ２ ＝ ０ . (１２)

式中:Ａ１ｊꎬＡ２ｊꎬＸ１ｊꎬＸ２ｊ分别为内滚道曲率中心的水

平、垂直距离和外滚道曲率中心与第 ｊ 个滚动体

中心最终位置ꎻ Ｄｗ 为滚动体直径ꎻｆｅ 和 ｆｉ 分别为

轴承外和内圈沟道的曲率半径系数.
１􀆰 ２􀆰 ２　 滚动体拟静力学分析

图 ３ 为第 ｊ 个滚动体与内、外圈的受力情况ꎬ
由受力平衡关系可得滚动体的受力平衡方程为

Ｑｅｊｓｉｎαｅｊ －Ｑｏｊｓｉｎαｏｊ －
Ｍｇｊ

Ｄｗ
(λｅｊｃｏｓαｅｊ －

λｏｊｃｏｓαｏｊ) ＝ ０ ꎬ (１３)

Ｑｅｊｃｏｓαｅｊ －Ｑｏｊｃｏｓαｏｊ ＋
Ｍｇｊ

Ｄｗ
(λｅｊｓｉｎαｅｊ －

λｏｊｓｉｎαｏｊ) ＋ Ｆｃｊ ＝ ０ . (１４)
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图 １　 轴承受载示意图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｂｅａｒｉｎｇ ｌｏａｄ ｄｉａｇｒａｍ

图 ２　 滚动体中心与沟道曲率中心的相对位置
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｌｌ ａｎｄ ｒａｃｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ

ｃｅｎｔｅｒ

图 ３　 滚动体受力分析
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｌｏａｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｌｌ

式中: Ｍｇｊ为第 ｊ 个滚动体产生的陀螺力矩ꎻＦｃｊ为

第 ｊ 个滚动体产生的离心力ꎻλｅｊꎬλｏｊ为滚动体与

轴承内外圈沟道之间的修正系数. 当使用外沟道

控制理论时ꎬ在离心力作用下ꎬ滚动体与轴承内圈

沟道接触面不产生摩擦力ꎬ陀螺力矩由滚动体与

轴承外圈沟道接触面的摩擦力平衡ꎬ取 λｅｊ ＝ ０ꎬ
λｏｊ ＝ ２. 否则ꎬ陀螺力矩由滚动体与内、外圈沟道

接触面产生的摩擦力平衡ꎬλｅｊꎬλｏｊ都取 １.

１􀆰 ２􀆰 ３　 轴承拟静力学平衡

在内外载荷的作用下ꎬ轴承内圈处于受力平

衡状态ꎬ其受力平衡方程为

Ｆｒ －∑
Ｚ

ｊ ＝１
Ｑｉｊｃｏｓαｉｊｃｏｓφｊ ＝ ０ ꎬ (１５)

Ｆａ －∑
Ｚ

ｊ ＝１
Ｑｉｊｓｉｎαｉｊ ＝ ０ ꎬ (１６)

Ｍ －∑
Ｚ

ｊ ＝１
ＱｉｊＲ ｉｓｉｎα ｉｊｃｏｓφｉ ＝ ０ . (１７)

式中:Ｒ ｉ ＝
１
２ Ｄｍ ＋ ( ｆｅ － ０􀆰 ５)Ｄｗｃｏｓα０ꎻα０ 为轴承

滚动体的初始接触角.

２　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型是一种半参数化的插值模型ꎬ不
需要给出状态函数的具体形式ꎬ这样可以使模型

的预测精度不受假定函数形式的影响. 另外ꎬ
Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型可以应用于强非线性的问题. Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型[９]表示为

ｇ(ｘ) ＝ ｆＴ(ｘ)β ＋ ｚ(ｘ) . (１８)
式中ꎬｆＴ( ｘ) β 为回归模型ꎬβ 为回归系数向量ꎬ
ｆ(ｘ)为随机变量 ｘ 的多项式函数ꎬ通常可以取固

定值ꎬ其取值的大小并不影响模型的近似精度.
ｚ(ｘ)是随机过程函数ꎬ反映局部偏差的近

似ꎬ它的均值 μ 是零ꎬ方差是 σ２ꎬ协方差矩阵为

ｃｏｖ(ｚ(ｘｉ)ꎬｚ(ｘｊ)) ＝ σ２Ｒ(ｘｉꎬｘｊ) . (１９)
式中ꎬＲ(ｘｉꎬ ｘｊ) 是带有参数 θ 的关于样本点 ｘｉ 和

ｘｊ 的相关函数ꎬ模型的准确性取决于随机过程

ｚ(ｘ)ꎬ相关函数通常选用高斯相关方程ꎬ其表达

式如下:

　 Ｒ(ｘｉꎬｘｊ) ＝ ｅｘｐ( －∑
ｎｓ

ｋ ＝１
θｋ ｜ ｘｉ

ｋ － ｘｊ
ｋ ｜ ２) . (２０)

式中:ｎｓ 为随机变量的个数ꎻｘｉ
ｋ 与 ｘｊ

ｋ 分别为样本

点 ｘｉ 与 ｘｊ 的第 ｋ 分量ꎻθｋ 是相关性参数ꎬ有相关

函数的极大似然估计确定ꎬ即
θ ＝ｍｉｎ

θ
[(ｄｅｔＲ) １ / ｍσ^２] . (２１)

给定训练样本集合 Ｓ ＝ {ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎｓ}ꎬ计算

相应的实际功能函数响应值ꎬ将其用向量形式表

达为

Ｙ ＝ [ｇ(ｘ１)ꎬｇ(ｘ２)ꎬ􀆺ꎬｇ(ｘｎｓ)]
Ｔ . (２２)

β 和 σ２ 的估计值为

β^ ＝ (ＦＴＲ － １Ｆ) － １ＦＴＲ － １ｇ ꎬ (２３)

σ^２
ｚ ＝

１
Ｎ０

(ｇ － βＦ) ＴＲ － １(ｇ － βＦ) . (２４)

式中 Ｎ０ 是向量的维数.
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通过 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型ꎬ得到待测点 ｘ 的预测响应

值为

ｇ^(ｘ) ＝ β^ ＋ ｒＴ(ｘ)Ｒ － １(Ｙ － ｆβ^) . (２５)
其中:

ｆ ＝ [ ｆ(ｘ１)ꎬｆ(ｘ２)ꎬ􀆺ꎬｆ(ｘｎｓ)]
Ｔꎬ (２６)

ｒ(ｘ) ＝ [Ｒ(ｘꎬｘ１)ꎬＲ(ｘꎬｘ２)ꎬ􀆺ꎬＲ(ｘꎬｘｎｓ)]
Ｔ .

(２７)
Ｋｒｉｇｉｎｇ 方差为

σ^２
ｇ^(ｘ) ＝ σ^２[１ － ｒＴ(ｘ)Ｒ － １ｒ(ｘ) ＋

ｕＴ(ｘ)( ｆＴ(ｘ)Ｒ － １ ｆ(ｘ)) － １ｕ(ｘ)] ꎬ (２８)
其中 ｕ(ｘ) ＝ ｆＴ(ｘ)Ｒ － １ｒ(ｘ) － １.

建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似方程后ꎬ要用过比较估计

值和真实值之间的差异来确定模型的好坏. 常用

的近似模型检验方法有复相关系数(Ｒ２)、修正复

相关系数(ａｄｊｕｓｔｅｄ Ｒ２)、均方根误差(ＲＭＳＥ)等.

３　 轴承刚度灵敏度计算方法及程序

３􀆰 １　 灵敏度分析

当一个函数 ｆ 由一个或者多个参数( ｘ１ꎬｘ２ꎬ
􀆺ꎬｘｎ)表示时ꎬｆ 对参数的导数或者偏导数就是参

数对函数的灵敏度ꎬ可以表示为

Ｓ ＝
Δｆ(ｘｉ)
Δｘｉ

ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ . (２９)

其中 Ｓ 为灵敏度. 通过灵敏度的大小可以看出参

数变化对函数值变化的影响程度.
在计算角接触球轴承结构参数对轴承刚度灵

敏度时ꎬ函数为轴承刚度均值ꎬ参数为轴承的各个

结构参数. 轴承刚度均值的灵敏度可以表示轴承

结构参数变化对轴承刚度变化的影响程度ꎬ其表

达式为

ＳＫｘｉ ＝
ΔＫ(ｘｉ ＋Δｘｉ) －ΔＫ(ｘｉ)

Δｘｉ
ꎬ　 ｉ ＝１ꎬ２ꎬ３ꎬ４ . (３０)

式中:ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬｘ４ 分别为轴承内外圈沟道曲率半

径、轴承外沟道直径以及轴承滚动体直径.
３􀆰 ２　 轴承刚度灵敏度程序

根据上述分析ꎬ给出了计算轴承结构参数对

轴承刚度灵敏度的方法. 根据已知轴承的结构参

数ꎬ选择合理的均值和方差进行拉丁超立方抽样.
将样本数据作为初值进行轴承非线性方程组求

解ꎬ从而进一步求得对应初值的轴承的轴向和径

向刚度. 根据轴承刚度的计算结果ꎬ应用 Ｋｒｉｇｉｎｇ
方法进行目标轴承函数拟合ꎬ利用Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 法

结合式(３０)求解轴承结构参数的随机性对轴承

刚度灵敏度的影响. 轴承刚度灵敏度计算流程如

图 ４ 所示.

图 ４　 轴承刚度灵敏度计算流程图
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

ｆｏｒ ｂｅａｒｉｎｇｓ

４　 计算结果及分析

利用上述优化算法ꎬ分析了 ＮＳＫ 角接触球轴

承 ７０１６Ａ５ 结构参数对轴承刚度的灵敏度. 分析中

轴承预紧力和转速为定值ꎬ其中轴承所承受的外部

径向载荷 Ｆｒ ＝２００ Ｎꎬ预紧力 Ｆａ ＝３ ０００ Ｎꎬ转速ｎ ＝
６ ０００ ｒ / ｍｉｎ. 轴承材料为ＧＣｒ１５. Ｄｍ 为轴承节径ꎬ它
是轴承内外圈滚道直径之和的一半. 本文中为了减

小计算量ꎬ将轴承的内圈滚道直径设为固定值ꎬ因
此ꎬＤｍ 的大小仅由轴承外圈滚道直径 Ｄｏ 决定. 轴
承的结构参数及其对应的均值和方差分别如表 １
和表 ２ 所示ꎬ图 ５ ~图 ７ 为所有的计算结果.

表 １　 角接触球轴承的原始参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｔａｃｔ

ｂａｌｌ ｂｅａｒｉｎｇ
轴承外径 Ｄ / ｍｍ １２５
轴承内径 ｄ / ｍｍ ８０
中心圆直径 Ｄｍ / ｍｍ １０３􀆰 １４１ ７
球直径 Ｄｗ / ｍｍ １３􀆰 ４９４
内圈沟道半径 Ｒｉ / ｍｍ ７􀆰 １０１
外圈沟道半径 Ｒｏ / ｍｍ ６􀆰 ９６６
滚动体数目 Ｎ ２０

表 ２　 轴承设计变量的取值范围
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｂｅｒ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

设计变量 均值 μ 方差 σ
Ｒｉ / ｍｍ ７􀆰 １０１ ０􀆰 ００５
Ｒｏ / ｍｍ ６􀆰 ９６６ ０􀆰 ００５
Ｄｏ / ｍｍ １１６􀆰 ０３５ ０􀆰 ０１
Ｄｗ / ｍｍ １３􀆰 ４９４ ０􀆰 ００５
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　 　 利用拉丁超立方抽取 ３０ 组轴承结构参数作

为样本点数据ꎬ通过拟静力学求解轴承的非线性

方程组(１２) ~ (１８)求得轴承的轴向和径向刚度.
图 ５ 为轴承径向刚度的计算结果及 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测

误差ꎬ由图分析可知ꎬ经过 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法计算后样

本点与其响应值之间的误差非常小ꎬ其数量级为

１０ － ６ꎬ并且其均方差根误差趋近于零ꎬ进而说明

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型满足校验要求.

图 ５　 Ｋｒｉｇｉｎｇ拟合轴承径向刚度误差分析
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｆｏｒ ｒａｄｉａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ

ｂｅａｒｉｎｇｓ

利用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 法分别对轴承轴向刚度和

径向刚度的响应函数进行了 １０６ 抽样ꎬ经过计算

分别得到了轴承刚度均值对轴承结构参数均值和

方差的灵敏度ꎬ如图 ６ 和图 ７ 所示. 由图明显可

知ꎬ轴承轴向和径向刚度对轴承结构参数的灵敏

度呈现相反的影响趋势.

图 ６　 轴承刚度均值对轴承结构参数均值的灵敏度
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｏｆ ｉｔｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

轴承刚度均值对轴承结构参数均值的灵敏度

可以表征设计点变化对轴承刚度的影响大小. 分
析图 ６ 可知ꎬ轴承轴向刚度均值随轴承滚动体直

径和轴承内、外圈沟道曲率半径的均值的增加而

减小ꎬ随轴承外圈沟道直径的均值的增加而增大.
对比可以发现ꎬ轴承刚度均值对轴承滚动体直径

的变化反应最灵敏ꎬ轴承内外圈沟道曲率半径的

变化对其影响次之ꎬ外沟道直径的变化对其影响

最小. 因此在轴承承受载荷和转速不变的条件下ꎬ
为了确保轴承刚度ꎬ在设计轴承时应重点考虑轴

承滚动体直径选取的合理性.

图 ７　 轴承刚度均值对轴承结构参数方差的灵敏度
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｉｔｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

轴承刚度均值对轴承结构参数方差的灵敏度

可以表征加工和装配后结构参数的离散程度对轴

承刚度的影响大小. 分析图 ７ 可知ꎬ轴承轴向刚度

均值随轴承滚动体直径、轴承外圈沟道直径及轴

承外圈和内圈沟道曲率半径的方差的增加而减

小ꎬ且对上述参数变化的灵敏度依次减小. 因此在

轴承承受载荷和转速不变的条件下ꎬ为确保轴承

刚度ꎬ在轴承加工和装配时ꎬ轴承滚动体直径的加

工精度和分选等级控制应该最为严格.

５　 结　 　 论

１) 考虑了轴承结构参数的随机性问题ꎬ提出

了采用刚度灵敏度去评价轴承结构参数的随机性

对轴承刚度的影响大小ꎬ该研究为轴承的结构参数

和加工精度的选择及零件的分选提供了理论依据.
(下转第 ８３３ 页)
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