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一类 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的迭代解法

邵新慧ꎬ 彭　 程
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 针对 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程给出了一种基于梯度的迭代解法. 通过引入一个松弛参数和应用层次

识别原理ꎬ构建了一种新型的迭代方法求解一类 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程. 收敛分析表明ꎬ在一定的假设条件下对

于任意初始值ꎬ迭代解都收敛到精确解. 数值算例也表明了所给方法的有效性和优越性.
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　 　 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程在很多领域中都有涉及ꎬ
例如矩形域上的椭圆边值问题离散后会得到一个

Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 形式的矩形方程ꎻ在常微分方程定性理

论研究及数值求解的隐式 Ｒｕｎｇｅ －Ｋｗｕｔｔａ 方法与

块方法中常会碰到这类方程的求解问题ꎻ在线性

统计领域中也会有 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程ꎻ在控制理

论及应用中ꎬ极点配置、观测器及构造 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ
函数中都涉及上述方程的求解. 除此之外ꎬ特殊形

式的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 方程ꎬ即 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程ꎬ在实际应

用中ꎬ特别是在连续和离散稳定性分析中具有重

要意义ꎬ在系统与控制领域中经常会遇到. 与此同

时ꎬＳｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程在图像恢复、模型降阶、神
经网络、信号处理等领域中也有涉及. Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩
阵方程的求解问题通常包括精确解和数值解的研

究. 尽管在系统稳定性分析等众多应用中ꎬ精确解

的研究非常重要ꎬ但是ꎬ当系统的参数未知时ꎬ不

可能得到精确解ꎬ此时数值解的研究就非常必要.
近些年ꎬ国内外很多学者对各种类型的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ
矩阵方程的数值解进行研究ꎬ得到了一些有效的

数值求解算法[１ － １５] .
本文从 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程 ＡＸＢ ＝ Ｆ 的迭代

解法入手ꎬ先给出了它的迭代解的收敛条件ꎬ然后

介绍了计算 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程 ＡＸＢ ＋ ＣＸＤ ＝ Ｆ
数值解的分层迭代法ꎬ以及解决 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方

程ＡＸ ＋ ＸＢ ＝ Ｃ 的松弛迭代法.

１　 矩阵方程 ＡＸＢ ＋ ＣＸＤ ＝ Ｆ 的松弛
迭代法

１􀆰 １　 相关引理

对于任意的两个整数 ｉ < ｊꎬＩ[ ｉꎬ ｊ]表示集合

{ ｉꎬｉ ＋ １ꎬ􀆺ꎬｊ}ꎬ对任意方阵 Ａꎬ􀭺Ａꎬｔｒ (Ａ) ꎬ‖Ａ‖



　 　

分别表示矩阵共轭ꎬ矩阵的迹和矩阵的 Ｆ 范数.
对 Ｘ ＝ [ｘ１ｘ２􀆺ｘｎ]∈Ｃｍ × ｎꎬ设 ｖｅｃ (Ｘ) ＝ [ｘＴ

１ ｘＴ
２􀆺

ｘＴ
ｎ ] Ｔꎬ ‖Ａ‖ ＝‖ｖｅｃ (Ａ)‖. 对于任意矩阵 Ｍ 和

ＮꎬＭ∈Ｃｒ × ｍꎬＮ∈Ｃｎ × ｓꎬＭＸＮ 表示克罗内克积ꎬ有
ｖｅｃ(ＭＸＮ) ＝ (ＮＴ􀱋Ｍ)ｖｅｃ (Ｘ) .

引理 １[２] 　 对于 ＡＸＢ ＝ Ｆꎬ其中 Ａ∈Ｃｐ × ｍꎬ
Ｂ∈Ｃｎ × ｑꎬＦ∈Ｃｐ × ｑ是已知矩阵ꎬ Ｘ∈Ｃｍ × ｎ是未知

矩阵. 若满足 ０ < μ < ２
λｍａｘ[ＡＡＴ]λｍａｘ[ＢＢＴ]

或 ０ <

μ < ２
‖Ａ‖２‖Ｂ‖２ꎬ且求解方程 ＡＸＢ ＝ Ｆ 的迭代

算法表示为 Ｘ(ｋ ＋１) ＝Ｘ(ｋ) ＋ μＡＴ(Ｆ － ＡＸ(ｋ)Ｂ)
ＢＴ.若方程 ＡＸＢ ＝ Ｆ 有唯一解 Ｘ∗ꎬ则迭代解 Ｘ(ｋ)
收敛到唯一解ꎬ即ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｘ(ｋ) ＝Ｘ∗.

引理 ２[２] 　 若 Ａ∈Ｃｐ × ｍ是列满秩矩阵ꎬ Ｂ∈
Ｃｎ × ｑ是行满秩矩阵(ｐ≥ｍꎬｎ≤ｑ)ꎬ则方程 ＡＸＢ ＝
Ｆ 有唯一解ꎬ且 Ｘ ＝ (ＡＴＡ) － １ＡＴＦＢＴ(ＢＢＴ) － １ꎬ所
对应的齐次方程 ＡＸＢ ＝Ｏ 有唯一解 Ｘ ＝Ｏ.
１􀆰 ２　 迭代格式的建立

考虑 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程

ＡＸＢ ＋ ＣＸＤ ＝ Ｆ ꎬ (１)
其中:ＡꎬＣ∈Ｃｍ × ｒꎻＢꎬＤ∈Ｃｓ × ｎꎻＦ∈Ｃｍ × ｎ是已知的

常数矩阵ꎻＸ∈Ｃｒ × ｓ是待求矩阵.
假设 Ｘ∗表示方程(１)的精确解ꎬＸ(ｋ)表示

Ｘ∗的第 ｋ 步迭代的近似解. 应用分层辨识原

理[２ － ５ꎬ７ － ８]ꎬ定义矩阵

Ｆ１ ＝ Ｆ － ＣＸ∗Ｄ ꎬ (２)
Ｆ２ ＝ Ｆ － ＡＸ∗Ｂ . (３)

引入一个松弛因子ꎬ建立如下松弛递归格式:
Ｘ１(ｋ) ＝ Ｘ１(ｋ － １) ＋ ωμＡＴ(Ｆ１ － ＡＸ１(ｋ － １)Ｂ)ＢＴꎬ

(４)
Ｘ２(ｋ) ＝ Ｘ２(ｋ － １) ＋ (１ － ω)μＣＴ(Ｆ２ － ＣＸ２(ｋ －

１)Ｄ)ＤＴ . (５)
其中:μ 是收敛因子ꎻω 是一个松弛因子ꎬ满足 ０ <
ω < １.

将方程(２)和(３)代入到方程(４)和(５)中ꎬ
得到如下格式:
Ｘ１(ｋ) ＝ Ｘ１ ( ｋ － １) ＋ ωμＡＴ (Ｆ － ＡＸ１ ( ｋ － １)Ｂ －

ＣＸＤ)ＢＴꎬ (６)
Ｘ２(ｋ) ＝ Ｘ２(ｋ － １) ＋ (１ － ω)μＣＴ(Ｆ － ＣＸ２(ｋ －

１)Ｄ － ＡＸＢ)ＤＴ . (７)
由于上述两个等式的右端包括未知矩阵 Ｘꎬ

算法无法实现. 根据分层辨识原理[２ － ５ꎬ７ － ８]ꎬ方程

(６)和(７)中 Ｘ 可以被它的迭代近似值 Ｘ(ｋ － １)
代替ꎬ得到

Ｘ１(ｋ) ＝ Ｘ１ ( ｋ － １) ＋ ωμＡＴ (Ｆ － ＡＸ１ ( ｋ － １)Ｂ －
ＣＸ１(ｋ － １)Ｄ)ＢＴꎬ (８)

Ｘ２(ｋ) ＝ Ｘ２(ｋ － １) ＋ (１ － ω)μＣＴ(Ｆ －
ＡＸ２(ｋ － １)Ｂ － ＣＸ２(ｋ － １)Ｄ)ＤＴ . (９)

由于求的是近似解 Ｘ( ｋ)而不是 Ｘ１ ( ｋ)和
Ｘ２(ｋ)ꎬ遵循平衡策略形成第 ｋ 步迭代的近似解:
Ｘ１( ｋ) ＝ Ｘ( ｋ － １) ＋ ωμＡＴ (Ｆ － ＡＸ( ｋ － １) Ｂ －

ＣＸ(ｋ － １)Ｄ)ＢＴꎬ (１０)
Ｘ２(ｋ) ＝ Ｘ(ｋ － １) ＋ (１ － ω)μＣＴ(Ｆ － ＡＸ(ｋ －

１)Ｂ － ＣＸ(ｋ － １)Ｄ)ＤＴꎬ (１１)
Ｘ(ｋ) ＝ (１ － ω)Ｘ１(ｋ) ＋ ωＸ２(ｋ) . (１２)

于是迭代算法改成如下格式:
Ｘ(ｋ) ＝ Ｘ(ｋ － １) ＋ (１ － ω)ωμＣＴ(Ｆ －

ＡＸ(ｋ － １)Ｂ － ＣＸ(ｋ － １)Ｄ)ＤＴ ＋
(１ － ω)ωμＡＴ(Ｆ － ＡＸ(ｋ － １)Ｂ －
ＣＸ(ｋ － １)Ｄ)ＢＴ . (１３)

１􀆰 ３　 收敛性分析

定理 １ 　 设方程 ＡＸＢ ＋ ＣＸＤ ＝ Ｆ 有唯一解

Ｘ∗ꎬ其中 ＡꎬＣ∈Ｃｍ × ｒꎬＢꎬＤ∈Ｃｓ × ｎꎬＦ∈Ｃｍ × ｎꎬＸ∈
Ｃｒ × ｓ . 设 λｍａｘ (ＡＡＴ) ＝ λ１ꎬλｍａｘ (ＢＢＴ ) ＝ λ２ꎬλｍａｘ

(ＣＣＴ) ＝ λ３ꎬλｍａｘ(ＤＤＴ) ＝ λ４ . 若收敛因子 μ 满足

０ < μ < ２
λ１λ２ω ＋ λ３λ４(１ － ω)

ꎬ则对于任意初值

Ｘ(０)ꎬ算法 (１３)给出的迭代解收敛于唯一解

Ｘ∗ꎬ即ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｘ(ｋ) ＝ Ｘ∗ .

证明　 定义误差矩阵

Ｘ (ｋ) ＝ Ｘ(ｋ) － Ｘ∗ꎬ ( １４)
􀭾Ｘｉ(ｋ) ＝ Ｘｉ(ｋ) － Ｘ∗ꎬｉ ＝ １ꎬ２ . (１５)

设　 ξ(ｋ － １) ＝ Ａ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｂ ꎬ (１６)
η(ｋ － １) ＝ Ｃ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｄ . (１７)

将式(１５)代入到式(１０)ꎬ(１１):
Ｘ１(ｋ) ＝ Ｘ(ｋ － １) － ωμＡＴ(Ａ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｂ ＋

Ｃ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｄ)ＢＴꎬＸ２(ｋ) ＝ Ｘ(ｋ － １) －
(１ － ω)μＣＴ(Ａ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｂ ＋ Ｃ􀭾Ｘ(ｋ － １)Ｄ)ＤＴ .

将式(１６)ꎬ(１７)代入到上式ꎬ可得

Ｘ１(ｋ) ＝Ｘ(ｋ －１)－ωμＡＴ(ξ(ｋ －１)＋η(ｋ －１))ＢＴꎬ
Ｘ２(ｋ) ＝ Ｘ(ｋ － １) － (１ － ω)μＣＴ(ξ(ｋ － １) ＋

η(ｋ － １))ＤＴ .
由于 ｜Ｘ ｜ ２ ＝ ｔｒ (ＸＴＸ)ꎬｔｒ (ＡＢ) ＝ ｔｒ (ＢＡ)ꎬ

ｔｒ (Ａ) ＝ ｔｒ (ＡＴ)ꎬ得

｜Ｘ １(ｋ) ｜ ２ ＝ ｜Ｘ (ｋ － １) ｜ ２ ＋ ω２μ２ ｜ＡＴ(ξ(ｋ － １) ＋

η(ｋ － １))ＢＴ ｜ ２ － μωｔｒ [Ｘ Ｔ(ｋ － １)ＡＴ(ξ(ｋ － １) ＋
η(ｋ － １))ＢＴ ＋ Ｂ(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １)) ＴＡ􀭾Ｘ(ｋ －
１)] . 设 λｍａｘ(ＡＡＴ) ＝ λ１ꎬλｍａｘ(ＢＢＴ) ＝ λ２ꎬ
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λｍａｘ(ＣＣＴ) ＝ λ３ꎬλｍａｘ(ＤＤＴ) ＝ λ４ . 可得

‖ＡＴ(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １))ＢＴ‖２≤
λ１λ２‖(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １) ２ꎬ则
ｔｒ [􀭾ＸＴ(ｋ － １)ＡＴ(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ －
１))ＢＴ ＋ Ｂ(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １)) ＴＡ􀭾Ｘ(ｋ － １)] ＝
ｔｒ [(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １))ξＴ(ｋ － １) ＋
(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １)) Ｔξ(ｋ － １)] .
则‖􀭾Ｘ１(ｋ)‖２≤‖􀭾Ｘ(ｋ － １)‖２＋ω２μ２λ１λ２‖ξ(ｋ －
１) ＋ η(ｋ － １)‖２ － μωｔｒ [(ξ(ｋ － １) ＋
η(ｋ － １))ξＴ(ｋ － １) ＋ (ξ(ｋ － １) ＋
η(ｋ － １)) Ｔξ(ｋ － １)] .

同样‖􀭾Ｘ２(ｋ)‖２≤‖􀭾Ｘ(ｋ － １)‖２ ＋
(１ － ω) ２μ２λ３λ４‖ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １)‖２ －
μ(１ － ω) ｔｒ [(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １))ηＴ(ｋ － １) ＋
(ξ(ｋ － １) ＋ η(ｋ － １)) Ｔη(ｋ － １)] .

将等式(１２)两边同时取范数ꎬ有

‖􀭾Ｘ(ｋ)‖２ ≤ ‖􀭾Ｘ(０)‖２ － ∑
ｋ－１

ｉ ＝１
‖ξ( ｉ) ＋

η( ｉ)‖２μω(１ － ω)[２ － λ１λ２ωμ － λ３λ４(１ －
ω)μ] .

可得∑
ｋ－１

ｉ ＝１
‖ξ( ｉ) ＋ η( ｉ)‖２μω(１ － ω)[２ －

λ１λ２ωμ －λ３λ４(１ －ω)μ] ≤‖􀭾Ｘ(０)‖２ < ∞ . 若

μ满足０ <μ < ２
λ１λ２ω ＋λ３λ４(１ －ω)ꎬ有∑

∞

ｋ ＝１
‖ξ(ｋ) ＋

η(ｋ)‖２<∞ꎬ则‖ξ(ｋ) ＋η(ｋ)‖２→０. 进而得ξ(ｋ)＋
η(ｋ) →０ꎬＡ􀭾Ｘ(ｋ)Ｂ ＋ Ｃ􀭾Ｘ(ｋ)Ｄ→Ｏ. 结合引理１ꎬ
􀭾Ｘ(ｋ) → ０(ｋ→∞) .

２　 数值模拟

例　 考虑方程 ＡＸＢ ＋ ＣＸＤ ＝ Ｆꎬ其中:

Ａ ＝
１ － １
１ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＢ ＝

１ １
－ １ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＣ ＝

２ － １
１ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

Ｄ ＝
１ － １
１ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬＦ ＝

－ １ － ５
１６ １６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú. 设方程 ＡＸＢ ＋

ＣＸＤ ＝ Ｆ 的精确解为 Ｘ ＝
１ ２
３ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

利用算法(１０) ~ (１２)ꎬ取初始矩阵 Ｘ(０) ＝
１０ － ６ ０
０ １０ － ６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ定义相对误差 δ ＝‖Ｘ(ｋ) － Ｘ‖

‖Ｘ‖ .

根据定理 １ 计算得到 ０ < μ < ２
λ１λ２ω ＋λ３λ４(１ －ω)

ꎬ

λｍａｘ(ＡＡＴ) ＝λ１ ＝２ꎬλｍａｘ(ＢＢＴ) ＝λ２ ＝２ꎬλｍａｘ(ＣＣＴ) ＝

λ３ ＝５ꎬλｍａｘ(ＤＤＴ)＝ λ４ ＝ ２ꎬ故有 ０ < μ < １
５ － ３ω.

　 　 通过大量实验ꎬ当 ω ＝ ０􀆰 ４９ 及 μ ＝ １００３５３ ＝

０􀆰 ２８３ ２９ 时ꎬ 有更小的相对误差和较快的迭代速

度ꎬ 如图 １ ~图 ３ 所示.

图 １　 当 ω ＝０􀆰 ４９ 时算法(１０) ~ (１２)的收敛性
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (１０) ~

(１２) ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ μ ｗｈｅｎ ω ＝０􀆰 ４９

图 ２　 ω ＝０􀆰 ４９ 时算法(１３)的收敛性
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (１３)

ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ μ ｗｈｅｎ ω ＝０􀆰 ４９

图 ３　 当 μ ＝１００ / ３５３ 时算法(１３)的收敛性
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (１３)

ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ω ｗｈｅｎ μ ＝１００ / ３５３

当 ω ＝ ０􀆰 ４９ꎬμ ＝ １００ / ３５３ 时ꎬ表 １ 给出用算法

(１３)和文献[２]中算法求得解与相对误差 δ１ .
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表 １　 本文算法与文献[２]中算法比较
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (１３) ａｎｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎ ｒｅｆ. [２]

ｋ ｘ１１ ｘ１２ ｘ２１ ｘ２２ δ / ％ δ１ / ％

１ ２􀆰 ４０７ ０ １􀆰 １３２ ７ ２􀆰 ４０７ ０ ５􀆰 ２３８ ７ ２８􀆰 ３４ ２８􀆰 ５７
２ ０􀆰 ９４４ ９ １􀆰 ８２４ ４ ２􀆰 ７４９ １ ４􀆰 ６０３ ７ ８􀆰 ０４ ８􀆰 １６
３ １􀆰 １１１ ７ １􀆰 ９２７ ４ ２􀆰 ９４８ ０ ５􀆰 ０１２ １ ２􀆰 ２８ ２􀆰 ３３
４ ０􀆰 ９９７ ６ １􀆰 ９８４ ６ ２􀆰 ９７９ ０ ４􀆰 ９６８ ５ ０􀆰 ６５ ０􀆰 ６６
５ １􀆰 ００８ ９ １􀆰 ９９３ ９ ２􀆰 ９９５ ５ ５􀆰 ０００ ４ ０􀆰 １８ ０􀆰 １９
６ １􀆰 ０００ ０ １􀆰 ９９８ ７ ２􀆰 ９９８ ２ ４􀆰 ９９７ ５ ０􀆰 ０５２ ５７４ ０􀆰 ０５４ ３９９
７ １􀆰 ０００ ７ １􀆰 ９９９ ５ ２􀆰 ９９９ ６ ５􀆰 ０００ ０ ０􀆰 ０１４ ９８６ ０􀆰 ０１５ ５４３
８ １􀆰 ０００ ０ １􀆰 ９９９ ９ ２􀆰 ９９９ ９ ４􀆰 ９９９ ８ ０􀆰 ００４ ２７５ ８ ０􀆰 ００４ ４４０ ７
９ １􀆰 ０００ １ ２􀆰 ０００ ０ ３􀆰 ０００ ０ ５􀆰 ０００ ０ ０􀆰 ００１ ２２１ １ ０􀆰 ００１ ２６８ ８
１０ １􀆰 ０００ ０ ２􀆰 ０００ ０ ３􀆰 ０００ ０ ５􀆰 ０００ ０ ０􀆰 ０００ ３４９ ０２ ０􀆰 ０００ ３６２ ５１
１１ １􀆰 ０００ ０ ２􀆰 ０００ ０ ３􀆰 ０００ ０ ５􀆰 ０００ ０ ０􀆰 ０００ ０９９ ８４８ ０􀆰 ０００ １０３ ５７

　 　 通过图表可以发现ꎬ算法(１３)明显优于文献

[２]中的算法.

３　 结　 　 论

本文讨论了实数域下 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的

迭代解法ꎬ其主要思想是基于梯度迭代法与分层

迭代原理ꎬ通过引入松弛因子ꎬ建立新的迭代格

式ꎬ从而获得 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程的数值解. 还给

出了相应的收敛性分析ꎬ进行了理论证明ꎬ得出如

下结论:在特定条件下ꎬ对于任意初始值ꎬ方程的

迭代解均收敛于精确解. 最后通过数值算例说明

了所给新算法的有效性、可行性以及优越性. 从讨

论可以看出ꎬ同等情况下ꎬ带有松弛因子的迭代算

法与之前的方法相比ꎬ可以带来较小的迭代误差

与较快的迭代速度. 另外ꎬ本文给出的迭代算法更

具有普遍性ꎬ可以解多种 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵方程.
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ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ ＡＸＢ ＝ Ｃ

[Ｊ] . Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓꎬ２００６ꎬ４２(２):１８１ － １９２.
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