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基于梯度下降法的双能 ＣＴ 双物质分解算法

滕月阳ꎬ 郑孙易ꎬ 卢子鹏ꎬ 康　 雁
(东北大学 中荷生物医学与信息工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０１６９)

摘　 　 　 要: 基物质分解是双能 ＣＴ 重建的重要步骤ꎬ其中双物质分解是常用的分解模型之一ꎬ该模型的核

心关键是计算分解系数投影. 为了更快计算它ꎬ提出了基于误差反馈梯度下降的双能 ＣＴ 双物质分解算法和

基于 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降的双能 ＣＴ 双物质分解算法. 由于计算了梯度下降步长ꎬ这两种方法能快速

迭代求解基物质分解系数投影. 同时他们有效地解决了双能 ＣＴ 重建的非线性问题. 仿真实验结果显示ꎬ与传

统查表匹配法相比ꎬ这两种算法稳定收敛ꎬ计算速度快ꎬ重建精度高ꎬ对临床应用有重要的意义. 在重建结果精

度近似的情况下ꎬ基于 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降的算法采用不精确线性搜索步长ꎬ因此它的运行速度

更快.
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　 　 计 算 机 断 层 成 像 技 术 ( ｃｏｍｐｕｔｅｄ
ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙꎬ ＣＴ)在医学诊断中起着重要的作用ꎬ
双能 ＣＴ 是新一代的 ＣＴ 系统. 传统 ＣＴ 只利用 Ｘ
射线的衰减信息而忽略了能谱信息ꎬ只能得到扫

描组织的形态学结构图像[１ － ２] . 而双能 ＣＴ 充分

考虑了 Ｘ 射线的衰减信息和能谱信息ꎬ能同时得

到扫描组织的形态学结构图像和化学组织成分图

像ꎬ从而进行化学组织成分分析.
双能 ＣＴ 重建算法是双能成像技术的关键.

现有的双能 ＣＴ 重建算法为了解决重建过程中的



　 　

非线性问题ꎬ需要复杂的优化处理过程ꎬ计算时间

长且精度低ꎬ因此临床应用性并不强. 本文提出的

基于梯度下降法的双能 ＣＴ 双物质分解算法可以

根据高低能投影数据循环迭代进而计算分解系数

投影. 该算法沿着一条 Ｘ 射线经过的路径测得高

低能投影数据ꎬ并使用梯度误差反馈和Ａｒｍｉｊｏ －
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 法则计算梯度下降步长ꎬ从而进行迭代

求解对应的分解系数投影. Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 法

则属于不精确线性搜索方法ꎬ因为每一次下降步

长不要求达到精确最小ꎬ所以迭代次数增加ꎬ但是

整体收敛的速度依然很快. 在得到分解系数投影

以后ꎬ对应的分解系数可以通过传统的 ＣＴ 重建

算法求出. 最后实验重建各个能量下的单能量图

像ꎬ拟合得到局部区域物质的线性衰减曲线. 该算

法只需简单的梯度计算和步长计算即可加快迭代

收敛ꎬ提高算法的运行速度. 并且该算法在保证运

行速度的同时ꎬ随着迭代次数的增加ꎬ计算的精度

也被不断地提高.

１　 方　 　 法

１􀆰 １　 双能 ＣＴ 重建算法的原理

双能 ＣＴ 重建模型主要为基物质分解模

型[３ － ５]:
ｕ(Ｅ) ＝ ｂ１ｕ１(Ｅ) ＋ ｂ２ｕ２(Ｅ) . (１)

式中ꎬｕ(Ｅ)代表物质在能量 Ｅ 下的线性衰减系

数. 式(１)假设任何一种物质的衰减系数都可由

两种基物质的衰减系数线性表示. 其中ꎬｕ１ (Ｅ)ꎬ
ｕ２(Ｅ)是两种基物质在能量 Ｅ 下对应的衰减值ꎬ
该数据可以在 ＮＩＳＴ 库[６]中查询得到ꎬｂ１ꎬｂ２ 是两

种基物质对应的分解系数. 根据基物质分解模型ꎬ
沿着某一条 Ｘ 射线路径下有:

Ｂ１ ＝ ∫ｂ１ｄｌ ꎬ (２)

Ｂ２ ＝ ∫ｂ２ｄｌ . (３)

其中ꎬＢ１ꎬＢ２ 分别表示两种基物质的分解系数投

影. 根据混合能谱 Ｘ 射线条件下的朗伯比尔定律

可得

ＰＬ ＝ － ｌｎ ∫ＳＬ(Ｅ) ｅ－Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ)ｄＥ( ) ꎬ (４)

ＰＨ ＝ － ｌｎ ∫ＳＨ(Ｅ)ｅ－Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ)ｄＥ( ) . (５)

其中:ＰＬꎬＰＨ 代表沿着某条 Ｘ 射线路径下低能和

高能投影值ꎻＳＬꎬＳＨ 为 Ｘ 射线的低能和高能能谱

数据. 由式(４)和式(５)可知ꎬ只要求出基物质分

解系数投影 Ｂ１ꎬＢ２ꎬ再通过传统 ＣＴ 重建算法即可

得到基物质分解系数图像. 最后根据式(１)就可

以重建出各个能量下对应的单能量图像.
１􀆰 ２　 基于梯度下降法[７]的双能 ＣＴ 双物质分解

算法

　 　 该算法目标是求解基物质分解系数投影. 其
思想是寻找一个凸函数作为目标函数ꎬ目标函数

包括两个变量 Ｂ１ꎬＢ２ꎬ然后计算出关于点(Ｂ１ꎬＢ２)
的梯度值ꎬ使用梯度下降法来迭代更新 Ｂ１ꎬＢ２ 的

值ꎬ最后收敛得到最终解. 假设 Ｘ 射线有效能量

范围是 ４０ ~ １４０ ｋｅＶꎬ把式(２)和式(３)离散化以

后可以得到[８]

ＰＬ ＝ － ｌｎ(∑
８０

Ｅ ＝４０
ＳＬ(Ｅ)ｅ－Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ)) ꎬ (６)

ＰＨ ＝ － ｌｎ(∑
１４０

Ｅ ＝４０
ＳＨ(Ｅ)ｅ－Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ)) . (７)

然后构造一个目标函数ꎬ其中 ＰＬꎬＰＨ 表示式

(６)和式(７)的低高能投影ꎬ􀭵ＰＬꎬ􀭵ＰＨ 代表实测低高

能投影数据ꎬ则得到以下目标函数:
ｆ(Ｂ１ꎬＢ２) ＝ (ＰＬ － 􀭵ＰＬ) ２ ＋ (ＰＨ － 􀭵ＰＨ) ２ . (８)

该目标函数是一个凸函数ꎬ如果(􀭵Ｂ１ꎬ􀭵Ｂ２)是

最终解ꎬ则式(９)成立:
ｆ(􀭵Ｂ１ꎬ􀭵Ｂ２)≈０ . (９)

凸函数的局部最优解就是全局最优解ꎬ而局

部最优解可以通过梯度下降法求得. 首先对目标

函数 ｆ(Ｂ１ꎬＢ２)关于 Ｂ１ꎬＢ２ 两个变量分别求偏导:
∂ｆ
∂Ｂ１

＝ ２(ＰＬ － 􀭵ＰＬ)
∂ＰＬ

∂Ｂ１
＋ ２(ＰＨ － 􀭵ＰＨ)

∂ＰＨ

∂Ｂ１
ꎬ (１０)

∂ｆ
∂Ｂ２

＝ ２(ＰＬ － 􀭵ＰＬ)
∂ＰＬ

∂Ｂ２
＋ ２(ＰＨ － 􀭵ＰＨ)

∂ＰＨ

∂Ｂ２
. (１１)

再对 ＰＬꎬＰＨ 关于变量 Ｂ１ꎬＢ２ 求偏导:

∂ＰＬ

∂Ｂ１
＝
∑
８０

Ｅ ＝４０
ＳＬ(Ｅ)ｕ１(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

∑
８０

Ｅ ＝４０
ＳＬ(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

ꎬ (１２)

∂ＰＨ

∂Ｂ１
＝
∑
１４０

Ｅ ＝４０
ＳＨ(Ｅ)ｕ１(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

∑
１４０

Ｅ ＝４０
ＳＨ(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

ꎬ (１３)

∂ＰＬ

∂Ｂ２
＝
∑
８０

Ｅ ＝４０
ＳＬ(Ｅ)ｕ２(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

∑
８０

Ｅ ＝４０
ＳＬ(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

ꎬ (１４)

∂ＰＨ

∂Ｂ２
＝
∑
１４０

Ｅ ＝４０
ＳＨ(Ｅ)ｕ２(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

∑
１４０

Ｅ ＝４０
ＳＨ(Ｅ)ｅ( －Ｂ１ｕ１(Ｅ) －Ｂ２ｕ２(Ｅ))

. (１５)

至此ꎬ可以得到迭代计算过程中所需的梯度

向量.
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１􀆰 ３　 基于误差反馈计算梯度下降步长

要最小化目标函数ꎬ需要在搜索最优解的时

候ꎬ沿着梯度的负方向下降. 这时ꎬ收敛下降速度

才是最快的. 则
Ｂ(ｋ) ＝ (Ｂ(ｋ)

１ ꎬＢ(ｋ)
２ ) ꎬ (１６)

Δｆ(Ｂ(ｋ)) ＝ ( － ∂ｆ
∂Ｂ１

ꎬ － ∂ｆ
∂Ｂ２

) ꎬ (１７)

Δ(ｋ) ＝

Δｆ(Ｂ(ｋ))
‖ Δｆ(Ｂ(ｋ))‖

ꎬ (１８)

ｅｒｒ(Ｂ(ｋ)) ＝ ｆ(Ｂ(ｋ)) ꎬ (１９)
ρ(ｋ) ＝ ｅｒｒ(Ｂ(ｋ))∗Ｃ ꎬ (２０)

Ｂ(ｋ ＋ １) ＝ Ｂ(ｋ) ＋ ρ(ｋ) Δ(ｋ) . (２１)
其中:ｋ 代表迭代次数ꎻ Δｆ(Ｂ(ｋ))为第 ｋ 次迭代的

负方向梯度向量ꎻ Δ(ｋ)为第 ｋ 次负方向梯度单位

向量ꎻｅｒｒ(Ｂ(ｋ) )为第 ｋ 次迭代误差ꎻＣ 为某个常

数ꎬ该值影响收敛的速度ꎬ因此通常根据经验设定

其值ꎻρ(ｋ) 为第 ｋ 次迭代的梯度下降步长. 对于每

一次迭代ꎬ都要计算一次负方向的梯度向量ꎬ进而

求出负方向的梯度单位向量ꎬ用 ρ(ｋ) 和

Δ(ｋ)的乘

积作为误差反馈ꎬ来更新分解系数投影变量 Ｂ１ꎬ
Ｂ２ . ε 表示误差阈值ꎬ当 ε < ｅｒｒ(Ｂ(ｋ) )时ꎬ迭代终

止. 因此误差阈值 ε 的不同将会导致结果精度的

差异. 经过多次迭代更新ꎬ分解系数投影变量 Ｂ１ꎬ
Ｂ２ 会收敛直到最终解.
１􀆰 ４　 Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ法则[９]计算梯度下降步

长

　 　 误差反馈计算得到的梯度下降步长可以使基

于梯度下降的双能重建算法收敛到精确解ꎬ但其

下降步长并不是最适合的ꎬ该方法存在收敛速度

过慢的问题. 因此ꎬ本文提出了基于 Ａｒｍｉｊｏ －
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 法则计算梯度下降步长的方法.

该方法需要设置一些变量ꎬ设 α 表示所求的

梯度下降步长ꎬαｋ 表示第 ｋ 次迭代值ꎬαｍａｘ为所求

下降步长的最大值ꎻ给定常数 ρ∈ ０ꎬ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎻ根据式

(１０)和式(１１)可以求出第 ｋ 次迭代的梯度向量

ｇｋ ＝ ( ∂ｆ
∂Ｂ(ｋ)

１
ꎬ ∂ｆ
∂Ｂ(ｋ)

２
)ꎬ设 ｄｋ ＝ Δ(ｋ)为单位梯度负方

向法向量ꎻ设 ｓｋ ＝ αｋｄｋꎬｘｋ ＝ (Ｂ(ｋ)
１ ꎬＢ(ｋ)

２ )ꎻ设 ｆ(ｘｋ)
表示式(８) . 根据 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 法则得出以

下两个式子:
ｆ(ｘｋ ＋ ｓｋ)≤ｆ(ｘｋ) ＋ ρｇＴ

ｋ ｓｋꎬ (２２)
ｆ(ｘｋ ＋ ｓｋ)≥ｆ(ｘｋ) ＋ (１ － ρ)ｇＴ

ｋ ｓｋ . (２３)
算法的步骤:
步骤 １　 在初始搜索区间[０ꎬαｍａｘ]中确定一

个初始点 α０ꎬ令 ａ０ ＝ ０ꎬｂ０ ＝ αｍａｘꎬｋ ＝ ０ꎻ

步骤 ２　 计算判断式(２２)是否成立ꎬ成立则

转步骤 ３ꎻ否则令 ａｋ ＋ １ ＝ ａｋꎬｂｋ ＋ １ ＝ αｋꎬ再转步骤 ４ꎻ
步骤 ３　 计算判断式(２３)是否成立ꎬ成立则

输出 αｋꎻ否则令 ａｋ ＋ １ ＝ αｋꎬｂｋ ＋ １ ＝ ｂｋꎬ再转步骤 ２ꎻ
步骤 ４ 　 令 αｋ ＋ １ ＝ ( ａｋ ＋ １ ＋ ｂｋ ＋ １ ) / ２ꎬ并且令

ｋ ＝ ｋ ＋ １ꎬ再转步骤 ２.
按照以上步骤ꎬ在梯度下降法中每迭代一次ꎬ

计算一次最合适步长 αꎬ如此循环迭代计算ꎬ最后

收敛到精确值.

２　 实验结果

２􀆰 １　 实验数据的仿真

本实验的双能重建数据是通过 ＧＡＴＥ 仿真

软件模拟获得. ＧＡＴＥ 仿真软件是一个基于

Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 仿真方法构建的核医学仿真平台ꎬ能
够真实地模拟双能 ＣＴ 系统的扫描过程.

实验使用的体模是放置在同一平面上的 ６ 个

小球ꎬ每个小球填充不同的单质或者化合物ꎬ如
Ｈ２ＯꎬＣａꎬＡｌꎬＳ 等物质. 然后实验通过 ＧＡＴＥ 软件

设置相关参数模拟双能 ＣＴ 扫描过程ꎬ从而获取

高低能投影数据. 实验采用的高低管电压分别是

１４０ 和 ８０ ｋＶꎬ扫描系统采用等距扇束扫描方式ꎬ
放射源到旋转中心距离为 ５５０ ｍｍꎬ探测器中心到

旋转中心距离为 ９０ ｍｍꎬ探测器通道数为 １２８ꎬ一
共 ３６０ 个旋转角度. 图 １ 为通过 ＧＡＴＥ 仿真的双

能投影数据.

图 １　 投影数据
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｄａｔａ
(ａ)—高能ꎻ (ｂ)—低能.

２􀆰 ２　 实验结果与比较

本实验采用 Ｍａｔｌａｂ 语言编程ꎬ并在联想笔记

本 Ｙ５６０(ＣＰＵ:ｉ３ 主频:２􀆰 １ ＧＨｚ)上运行. 一共使

用了三种方法获取基物质分解系数投影ꎬ分别为

查表 匹 配 算 法、 误 差 反 馈 梯 度 下 降 算 法 和

Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法ꎬ查表匹配算法

采用的查找表大小为 ８ ００１ × ８ ００１ꎬ设定的两种

基物质分别为 Ｃ 和 Ａｌ.
表 １ 比较了三种算法计算基物质分解系数投

影的时间.
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表 １　 算法运行时间
Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｓ

算法 查表匹配 误差反馈 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ

时间 ２３６ ４８０􀆰 ３２ ２ ３２９􀆰 ５３ ４３３􀆰 ３７

　 　 由表 １ 可得ꎬ相对于查表匹配算法ꎬ误差反馈

梯度下降算法使得运行时间减少了约 １００ 倍ꎬ
Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法使得运行时间减

少了约 ５４０ 倍ꎬ算法运行效率大大提高. 因为

Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法采用不精确线性

搜索步长ꎬ所以相对于误差反馈梯度下降算法ꎬ
Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法所花的时间更少.

经过以上三种算法计算得到的基物质分解系

数投影ꎬ实验使用 ＦＢＰ 滤波反投影算法或者 ＡＲＴ
迭代算法[１０]即可得到基物质分解系数图像ꎬ再根

据式(１)计算可得各个能量下的单能量图像. 本
实验设定的能量范围是 ４０ ~ １４０ ｋｅＶ. 由于扫描体

模内填充的物质及其衰减系数是已知的ꎬ因此可

以生成扫描体模在各个能量下理论的真实单能量

图像ꎬ然后将其和重建单能量图像进行比较从而

验证算法的优良性. 图 ２ 以 ７０ ｋｅＶ 单能量为例显

示了重建结果.

图 ２　 ７０ ｋｅＶ下的重建结果对比
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ ｗｉｔｈ ７０ ｋｅＶ

(ａ)—真实单能量图像ꎻ (ｂ)—查表匹配算法的单能量
图像ꎻ (ｃ)—误差反馈梯度下降算法的单能量图像ꎻ

(ｄ)—Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法重建的单能量图像.

从图中可以看出ꎬ三种算法重建出的单能量

图像和真实单能量图像基本相同.
在得到各个能量下的单能量图像以后ꎬ可以

在某个单能量图像上的每个小圆内随机选择一个

像素点ꎬ求出该像素点 ８ 邻域内每个像素点值的

和ꎬ再求平均值ꎬ从而计算出每个小圆内填充的物

质在该能量下对应的线性衰减系数. 每个能量下

都按此方法进行计算和存储ꎬ即可描绘出该物质

对应的线性衰减曲线. 从 ＮＩＳＴ 库中可以得到每

种物质对应理论的真实线性衰减曲线.
本文以小圆填充物质之一的 Ｃａ 和 Ｓ 为例进

行比较.
根据图 ３ 和图 ４ꎬ无论是 Ｃａ 还是 Ｓꎬ误差反馈

梯度下降算法的重建曲线和 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ
梯度下降算法的重建曲线都比查表匹配算法的重

建曲线更加接近于真实的线性衰减曲线. 这说明

误差反馈梯度下降算法和 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯

度下降算法的重建结果精度比查表匹配算法的重

建结果精度更高.
为了更加形象地反映重建精度的情况ꎬ实验

将每个能量下的重建值减去真实值ꎬ之后取绝对

值ꎬ再除以真实值得到相对误差值ꎬ进而得到物质

线性衰减系数的相对误差曲线.

图 ３　 钙的线性衰减曲线
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｌｉｎｅａｒ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｃａ

图 ４　 硫的线性衰减曲线
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｌｉｎｅａｒ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｓ

从图 ５ 和图 ６ 可以看出ꎬ误差反馈梯度下降

算法和 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法的重建

结果相对误差和重建精度比较相近ꎬ并且在大部
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分能量下ꎬ他们的相对误差都比查表匹配算法的

重建结果相对误差更小ꎬ精度更高.

图 ５　 钙的线性衰减系数相对误差曲线
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃａ

图 ６　 硫的线性衰减系数相对误差曲线
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｓ

３　 结　 　 论

本文提出的基于梯度下降算法的双能 ＣＴ 双

物质分解算法ꎬ使用了误差反馈和 Ａｒｍｉｊｏ －
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 法则来计算下降步长ꎬ然后迭代求解基

物质分解系数投影ꎬ接着通过传统 ＣＴ 重建算法

得到基物质的分解系数图像ꎬ最后准确地重建出

各个能量下的单能量图像. 误差反馈梯度下降算

法和 Ａｒｍｉｊｏ － Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法比查表匹

配算法运行时间更快ꎬ重建精度更高. Ａｒｍｉｊｏ －
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ梯度下降算法和误差反馈梯度下降算

法相比ꎬ它们的重建精度都很高且相差不大ꎬ但是

Ａｒｍｉｊｏ －Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 梯度下降算法采用不精确线性

搜索步长的方法ꎬ因此它的运行速度更快.
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