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硬涂层悬臂层合板固有特性的解析分析

孙　 伟ꎬ 刘小舟ꎬ 王　 茁ꎬ 朱明伟
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 基于 Ｒｉｔｚ 理论ꎬ研究了解析求解硬涂层悬臂层合板固有特性的方法. 用中性面的位移表征硬涂

层悬臂层合板的应变能和动能ꎬ然后推导出硬涂层悬臂层合板自由振动的运动方程ꎬ并给出求解该复合结构

固有频率、模态振型、模态损耗因子的方法. 以涂覆 ＮｉＣｏＣｒＡｌＹ ＋ ＹＳＺ 硬涂层的 Ｔ３００ / ＱＹ８９ｌ１ 型层合板为对

象进行了实例研究ꎬ分别采用本文方法和 ＡＮＳＹＳ 软件求解该复合结构的固有特性ꎬ通过结果比对证明了本

文方法的合理性. 实践表明ꎬ将硬涂层视为复合结构一个特殊的层和采用量纲反变换ꎬ可有效获得具有工程意

义的硬涂层层合板固有特性参数.
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　 　 由几种材料组成的层合板复合材料具有诸如

高的比强度、比刚度等优越的力学性能ꎬ已在航

空、航天领域得到广泛的应用[１] . 用于航空发动

机中的层合复合材料主要是金属基复合材料ꎬ例
如钛基复合材料和纤维增强塑料类复合材料[２]ꎬ
前者可提高发动机构件的力学性能ꎬ而后者可减

少发动机构件的质量. 目前ꎬ上述材料还处于研发

和改进中ꎬ其中ꎬ抗高温、抗腐蚀和抗振性(也可

理解为抗高周疲劳)是这类材料应用到发动机中

遇到的瓶颈问题.
由金属基、陶瓷基或者两者混合制成的硬涂

层ꎬ可作为热障涂层[３]ꎬ也可作为耐磨和抗腐蚀

涂层[４]ꎬ近年的研究发现硬涂层还可作为减振涂

层[５] . 因而将硬涂层涂敷在层合板的外表面ꎬ对
于解决在航空发动机内工作的层板结构件抗高

温、抗腐蚀和抗振性问题ꎬ将是一种非常有前景的



　 　

解决方案.
创建硬涂层层合板复合结构的动力学分析模

型是这项减振措施研究的前提. 目前关于层合板

动力学已经进行了大量的研究ꎬ例如ꎬＣｈｅｎ 等[１]

针对简支正交层合板的固有特性问题ꎬ采用三维

弹性理论进行了分析与求解. Ｋｈｄｅｉｒ[６] 针对具有

对边简支约束的矩形层合板ꎬ采用一阶剪切变形

理论对该板的振动响应进行了求解. 关于悬臂状

态层合板的精确解很难得到ꎬ一般是利用半解析

理论求解. 例如ꎬＮａｒｉｔａ 等[７] 针对悬臂对称层合

板ꎬ采用 Ｒｉｔｚ 法进行了计算ꎻＱａｔｕ[８]同样采用 Ｒｉｔｚ
法ꎬ针对悬臂矩形和梯形层合板的固有特性进行

了分析.
硬涂层减振是一种全新的阻尼减振模式ꎬ包

含硬涂层的层合板动力学特性目前还没有人进行

专项研究. 特别地ꎬ硬涂层阻尼减振作为一种可以

工程化实施的减振措施ꎬ需要获得硬涂层复合结

构有量纲的振动特性参数ꎬ这与文献[１ꎬ６ － ８]中
仅用频率系数来表征层合板的振动特性有着明显

的不同. 因而如何获得有量纲的硬涂层层合板的

振动特性参数将是本文需要解决的一个重要问

题. 本文研究了硬涂层悬臂层合板的固有特性

(固有频率、模态振型及模态损耗因子)的解析计

算方法.

１ 　 硬涂层层合板应变能及动能的
求解

　 　 获得硬涂层悬臂层合板的应变能及动能是基

于 Ｒｉｔｚ 法进行振动分析的基础. 如图 １ａ 所示的硬

涂层悬臂层合板结构ꎬ板的长、宽为 ａꎬｂꎬ在层合

板的上下表面完全涂敷厚度为 Ｈｃ 的硬涂层. 设
涂层前层合板为对称层合板ꎬ厚度为 Ｈｓꎬ则涂层

后ꎬ层合板仍具有对称性ꎬ总厚度变为Ｈｓ ＋ ２Ｈｃ .
设 ｘＯｙ 坐标面恰好位于硬涂层层合板的中面上.
层合板中任意层的纤维方向角 θ 的定义见图 １ｂ.
如将硬涂层也视为层合板的一个特殊层ꎬ参见图

１ｃꎬ从下至上层合板外表面及结合面的厚度方向

坐标可用 ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚＮ ＋ １表示ꎬＮ 为总层数.
在层合板中任取一层ꎬ层号为 ｉꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

Ｎꎬ则该层中应力和应变的本构关系可表示为
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这里 σｘꎬσｙꎬτｘｙꎬεｘꎬεｙꎬγｘｙ分别为第 ｉ 层 ｘꎬｙ 平面

图 １　 硬涂层悬臂层合板结构
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｐｐｌｉｅｄ

ｗｉｔｈ ｈａｒｄ ｃｏａｔｉｎｇ
(ａ)—悬臂矩形板ꎻ (ｂ)—纤维角ꎻ (ｃ)—涂层后.

内的应力和应变ꎻＱｊｌꎬｊꎬｌ ＝ １ꎬ２ꎬ６ 为弹性矩阵Ｑ( ｉ)

的元素. 对于硬涂层ꎬ假定为各向同性ꎬ包含 ２ 个

材料参数ꎬ分别为复弹性模量 Ｅ∗
ｃ 和泊松比 νｃꎬ其

中复弹性模量 Ｅ∗
ｃ 可表达为

Ｅ∗
ｃ ＝ Ｅｃ(１ ＋ ｉηｃ) . (２)

这里 Ｅｃ 为硬涂层的杨氏模量ꎬηｃ 为硬涂层的损

耗因子. 另外ꎬ对于硬涂层ꎬ计算弹性矩阵时需取

纤维方向角 θ ＝ ０.
按照经典薄板理论ꎬ并仅考虑硬涂层层合板

的横向运动ꎬ则层合板的应变能 Ｕ 可表达为
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这里 ｗ０ 为层合板中面的横向位移ꎻＤｊｌ( ｊꎬｌ ＝ １ꎬ２ꎬ
６)为层合板的弯曲刚度系数ꎬ可组成如下弯曲刚

度矩阵:

Ｄ ＝
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上述弯曲刚度的求解式为

Ｄ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
Ｑ( ｉ) ｚ３ｉ＋１ － ｚ３ｉ

３
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è
ç
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÷ . (５)

硬涂层层合板的动能 Ｔ 可表示为

Ｔ ＝ ｍ
２ ∬ ｗ̇２

０ｄｘｄｙ . (６)
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这里 ｍ 为硬涂层层合板单位面积的质量:

ｍ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ρｉ(ｚｉ＋１ － ｚｉ) . (７)

这里 ρｉ 为第 ｉ 层的密度.
硬涂层悬臂层合板的自由振动可假设成谐振

形式ꎬ表达为

ｗ０(ｘꎬｙꎬｔ) ＝Ｗ(ｘꎬｙ)ｓｉｎω０ ｔ . (８)
Ｗ(ｘꎬｙ)为响应幅度ꎬω０ 为固有频率.

参照式(３)及式(８)ꎬ硬涂层层合板的最大应

变能可表达为

Ｕｍａｘ ＝ １
２ ∬ κＴＤκｄｘｄｙ . (９)

其中

　 κ ＝ [∂２Ｗ/ ∂ｘ２ꎬ∂２Ｗ/ ∂ｙ２ꎬ２∂２Ｗ/ ∂ｘ∂ｙ] Ｔ . (１０)
类似地ꎬ参照式(６)和式(８)ꎬ硬涂层层合板

的最大动能可表示为

Ｔｍａｘ ＝ １
２ ｍω２∬Ｗ２ｄｘｄｙ . (１１)

２　 运动方程的建立及固有特性求解

将硬涂层悬臂层合板的响应幅度 Ｗ(ｘꎬｙ)写
成量纲为一的多项式组合形式[９]ꎬ

Ｗ(αꎬβ) ≅ ∑
􀭿Ｍ

􀭺ｍ ＝１
∑

􀭺Ｎ

􀭵ｎ ＝１
ｃ􀭺ｍ􀭵ｎＰ􀭺ｍ(α)Ｐ􀭵ｎ(β) . (１２)

这里 α ＝ ｘ / ａꎬβ ＝ ｘ / ｂꎻ􀭿Ｍ 和 􀭺Ｎ 为考虑的多项式的

数量ꎬ通常取 􀭿Ｍ ＝ 􀭺Ｎꎻｃ􀭺ｍ􀭵ｎ 为待定参数ꎻＰ􀭺ｍ (α) 和

Ｐ􀭵ｎ(β)为特征正交多项式ꎬ对应于悬臂状态ꎬ可利

用以下迭代公式求解:
Ｐ１(α) ＝ α２ꎬＰ１(β) ＝ １ꎬＰ２(ζ) ＝ (ζ － Ｂ２)Ｐ１(ζ)ꎬ

Ｐｋ(ζ) ＝ (ζ － Ｂｋ)Ｐｋ － １(ζ) － ＣｋＰｋ － ２(ζ)ꎬ
ζ ＝ αꎬβꎻｋ > ２ . (１３)

其中ꎬ

Ｂｋ ＝
∫１
０
[Ｐｋ－１(ζ)] ２ζｄζ

∫１
０
[Ｐｋ－１(ζ)] ２ｄζ

ꎬ

Ｃｋ ＝
∫１
０
Ｐｋ－１(ζ)Ｐｋ－２(ζ)ζｄζ

∫１
０
[Ｐｋ－２(ζ)] ２ｄζ

.

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１４)

可见在指定 􀭿Ｍ 和 􀭺Ｎ 数量后ꎬ式(１２)变为关

于 α 和 β 的量纲为一的多项式函数. 如果将 α ＝
ｘ / ａꎬ β ＝ ｘ / ｂ再代回式(１２)ꎬ则横向位移 Ｗ 重新

变成关于 ｘꎬｙ 的函数. 进一步ꎬ根据 Ｒｉｔｚ 法ꎬ
∂(Ｔｍａｘ －Ｕｍａｘ)

∂ｃ􀭺ｍ􀭵ｎ
＝ ０. (１５)

􀭺ｍ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ􀭿Ｍꎻ􀭵ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ􀭺Ｎ .

可得到关于 ｃ􀭺ｍ􀭵ｎ的广义特征值问题ꎬ具体如下:
(ＫＲ － ω２

０Ｍ)ｃ ＝ ０ . (１６)
这里 ＫＲ 和 Ｍ 分别为复刚度矩阵的实部及质量矩

阵ꎬω２
０ 为特征值ꎬｃ 是由待定常数 ｃ􀭺ｍ􀭵ｎ组成的向量

(对应于特征向量) . 质量矩阵 Ｍ 中第(􀭺ｍ － １)􀭺Ｎ
＋ 􀭵ｎ 行ꎬ第 ｌ ＋ ( ｊ － １)􀭺Ｎ 列的元素的表达式为

Ｍ[(􀭺ｍ － １)􀭺Ｎ ＋ 􀭵ｎꎬｌ ＋ ( ｊ － １)􀭺Ｎ] ＝

ｍ∫ａ
０
􀭵Ｐ􀭺ｍ(ｘ)􀭵Ｐ ｊ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ􀭵ｎ(ｙ)􀭵Ｐ ｌ(ｙ)ｄｙ . (１７)

复刚 度 矩 阵 Ｋ∗ 中 第 ( 􀭺ｍ － １ ) 􀭺Ｎ ＋ 􀭵ｎ 行ꎬ 第

ｌ ＋ ( ｊ － １)􀭺Ｎ 列的元素的表达式为

Ｋ∗[(􀭺ｍ － １)􀭺Ｎ ＋ 􀭵ｎꎬｌ ＋ ( ｊ － １)􀭺Ｎ] ＝

Ｄ１１∫ａ
０
􀭵Ｐ″ｊ (ｘ)􀭵Ｐ″􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ ｌ(ｙ)􀭵Ｐ􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ＋

Ｄ２２∫ａ
０
􀭵Ｐ ｊ(ｘ)􀭵Ｐ􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ″ｌ (ｙ)􀭵Ｐ″􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ＋

４Ｄ６６∫ａ
０
􀭵Ｐ′ｊ (ｘ)􀭵Ｐ′􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ′ｌ (ｙ)􀭵Ｐ′􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ＋

Ｄ１２[∫ａ
０
􀭵Ｐ″ｊ (ｘ)􀭵Ｐ􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ ｌ(ｙ)􀭵Ｐ″􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ＋

∫ａ
０
􀭵Ｐ ｊ(ｘ)􀭵Ｐ″􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ″ｌ (ｙ)􀭵Ｐ􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ]＋

２Ｄ１６ ∫ａ
０
􀭵Ｐ″ｊ (ｘ)􀭵Ｐ′􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ ｌ(ｙ)􀭵Ｐ′􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ[ ＋

∫ａ
０
􀭵Ｐ′ｊ (ｘ)􀭵Ｐ″􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ′ｌ (ｙ)􀭵Ｐ􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ] ＋

２Ｄ２６[∫ａ
０
􀭵Ｐ ｊ(ｘ)􀭵Ｐ′􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ″ｌ (ｙ)􀭵Ｐ′􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ＋

∫ａ
０
􀭵Ｐ′ｊ (ｘ)􀭵Ｐ􀭺ｍ(ｘ)ｄｘ∫ｂ

０
􀭵Ｐ′ｌ (ｙ)􀭵Ｐ″􀭵ｎ(ｙ)ｄｙ ]. (１８)

利用方程(１６)ꎬ采用数值算法ꎬ可获得硬涂

层悬臂层合板的特征值(固有频率)和特征量. 将
特征向量代入到方程(１２)可得到硬涂层层合板

的二维模态振型.
为了表征硬涂层的减振能力ꎬ获得涂覆硬涂

层后复合结构的模态损耗因子至关重要ꎬ这里按

经典的模态应变能法[１０]求解ꎬ求解公式可描述为

ηｒ ＝
ｃＴ
ｒ ＫＩｃｒ

ｃＴ
ｒ ＫＲｃｒ

ꎬ(ｒ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ􀭿Ｍ) . (１９)

这里 ηｒ 为第 ｒ 阶模态损耗因子ꎬＫＩ 为所获得的复

刚度矩阵虚部.

３　 实例研究

３􀆰 １　 问题描述

以涂覆 ＮｉＣｏＣｒＡｌＹ ＋ ＹＳＺ 硬涂层的 Ｔ３００ /
ＱＹ８９１１ 型层合板为例实践本文所研发的方法.
设涂覆硬涂层后ꎬ整个复合板层数为 ６. 其中上下
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表面为硬涂层ꎬ基体层数为 ４ꎬ从上到下各层的纤

维方向角分别为:０°ꎬ３０°ꎬ － ３０°ꎬ － ３０°ꎬ３０°ꎬ０°.
硬涂层层合板的长和宽均为 １００ ｍｍꎬ基体每层厚

０􀆰 ５ ｍｍꎬ硬涂层每层厚 ０􀆰 ０６ ｍｍ. 基体及硬涂层

材料参数见表 １.
表 １　 复合板的材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｔｅ

基体
Ｅ１ / ＧＰａ Ｅ２ / ＧＰａ Ｇ１２ / ＧＰａ υ１２ ρ / (ｋｇ􀅰ｍ － ３)
１３５􀆰 ０ ８􀆰 ８０ ４􀆰 ４７ ０􀆰 ３３ １ ３８０􀆰 ０

硬涂层
Ｅｃ / ＧＰａ ηｃ υｃ ρｃ / (ｋｇ􀅰ｍ － ３)
５４􀆰 ４９４ ０􀆰 ０２１ ２ ０􀆰 ３ ５ ６００

３􀆰 ２　 硬涂层层合板固有特性的求解

分别采用本文所研发的方法及 ＡＮＳＹＳ 软件

计算该硬涂层层合板的前 ６ 阶固有频率、模态振

型及模态损耗因子. 层合板有限元模型见图 ２.
用 Ｍａｔｌａｂ 编程实现所研发的解析算法. 这里

式(１５)中考虑的多项式数为 􀭿Ｍ ＝􀭺Ｎ ＝ ８. 为了验证

收敛性ꎬ分别选取了 ６ 项ꎬ７ 项ꎬ８ 项ꎬ９ 项ꎬ１０ 项.
实践表明ꎬ当项数取为 ８ 的时候ꎬ结果收敛ꎬ保证

了计算精度和效率. 利用式(１６)及式(１２)可分别

获得硬涂层层合板固有频率和模态振型ꎬ利用式

(１９)可获得复合结构的模态损耗因子. 相应的计

算结果见表 ２、表 ３ 和图 ３.

图 ２　 硬涂层悬臂层合板有限元模型
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈａｒｄ￣ｃｏａｔｉｎｇ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ

表 ２　 采用解析法和基于 ＡＮＳＹＳ软件获得的硬涂层
悬臂层合板的固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｈａｒｄ￣ｃｏａｔｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ
ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ
ａｎｄ ＡＮＳＹＳ

阶次
固有频率 / Ｈｚ

解析计算(ωＡ) ＡＮＳＹＳ(ωＦ)
｜ωＡ － ωＦ ｜

ωＦ

１ ２１４􀆰 ６ ２１２􀆰 ５ ０􀆰 ９９ ％
２ ５０４􀆰 ２ ４９５􀆰 １ １􀆰 ８４ ％
３ １ １３７􀆰 ２ １ ０８９􀆰 ３ ４􀆰 ４０ ％
４ １ ４０１􀆰 ６ １ ３７３􀆰 ８ ２􀆰 ０２ ％
５ １ ８５５􀆰 ９ １ ７９９􀆰 ６ ３􀆰 １３ ％
６ ２ ５１４􀆰 ８ ２ ３９６􀆰 ５ ４􀆰 ９４ ％

　 　 在 基 于 ＡＮＳＹＳ 软 件 的 求 解 中ꎬ 采 用

ＳＨＥＬＬ２８１ 单元来模拟硬涂层层合板. 有限元模

型(见图 ２)共有 １ ２００ 个单元ꎬ１ ２８１个节点. 在该

有限元模型中共用了三层单元ꎬ其中上下两层单

元为硬涂层ꎬ 中间单元为层合板基体. 利用

ｓｅｃｔｉｏｎ / ｓｈｅｌｌ 命 令 设 置 各 层 几 何 参 数ꎬ 利 用

ｎｕｍｍｇｒ 和 ｎｕｍｃｍｐ 命令将上中下层对应的各个

节点耦合在一起. 针对所创建的有限元模型采用

分块兰索斯法计算固有频率和模态振型ꎬ同样采

用经典的模态应变能法计算损耗因子ꎬ将获得的

结果同样列在表 ２、表 ３ 和图 ３ 中.

图 ３　 采用解析法和基于 ＡＮＳＹＳ软件
获得的硬涂层悬臂层合板模态振型

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｈａｒｄ￣ｃｏａｔｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ
ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＡＮＳＹＳ

(ａ)—解析法ꎻ (ｂ)—基于 ＡＮＳＹＳ 软件.
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表 ３　 采用解析法和基于 ＡＮＳＹＳ软件获得的硬涂层
悬臂层合板的模态损耗因子

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍｏｄａｌ ｌｏｓｓ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｈａｒｄ￣ｃｏａｔｉｎｇ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ
ｌａｍｉｎａｔｅ ｐｌａｔｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＡＮＳＹＳ

阶次
模态损耗因子 × １０ － ４

解析计算(ηＡ) ＡＮＳＹＳ(ηＦ)
｜ηＡ － ηＦ ｜

ηＦ

１ ３７ ３６ ２􀆰 ７８ ％
２ ４３ ４１ ４􀆰 ８８ ％
３ ６３ ６１ ３􀆰 ２８ ％
４ ４２ ４０ ５􀆰 ００ ％
５ ４４ ４３ ２􀆰 ３３ ％
６ ７７ ７４ ３􀆰 ９０ ％

　 　 比较解析法和基于 ＡＮＳＹＳ 软件计算获得的

硬涂层层合板固有特性可以看出ꎬ固有频率计算

的最大偏差为 ４􀆰 ９４ ％ ꎬ模态损耗因子计算的最大

偏差为 ５ ％ ꎬ模态振型基本一致ꎻ证明了本文研发

的用于获得硬涂层层合板固有特性的解析算法的

合理性.

４　 结　 　 论

１) 将硬涂层视为层合板特殊的层是一种有

效分析硬涂层层合板结构振动特性的方法. 在具

体实施中ꎬ只需将硬涂层的材料参数变为各向同

性及复模量ꎬ即可按照统一的层合板理论获得该

复合结构的固有特性.
２) 先将硬涂层悬臂层合板的响应幅度用量

纲为一的多项式表达ꎬ然后通过量纲反变换并代

入拉格朗日方程则可获得有量纲的特征方程ꎬ进
而实现有量纲的固有频率求解.

３) 将解析计算获得的硬涂层层合板固有特

性与基于 ＡＮＳＹＳ 软件获得的结果进行比较ꎬ发
现:固有频率和模态损耗因子最大偏差小于 ５％ ꎬ
两者模态振型基本一致ꎬ充分说明了本文解析方

法的合理性.
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