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非均匀崩落矿岩散体流动的仿真模型

柳小波ꎬ 王连成
(东北大学 资源与土木工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 基于离散元思想ꎬ结合随机理论ꎬ以崩落矿岩散体为研究对象ꎬ建立了非均匀散体碰撞运动模

型. 该模型主要研究内容包括:模型假设条件、散体颗粒的随机生成、颗粒单元的稳定性分析、颗粒单元的初始

移动、颗粒单元的碰撞过程以及颗粒单元运动的随机性等. 根据所建立的非均匀散体碰撞运动模型ꎬ利用 Ｃ＃
编程语言研发了二维放矿仿真系统. 该系统包括参数输入、模型生成、仿真模拟和数据统计四个功能模块. 设
计了无底柱分段崩落法放矿模拟方案ꎬ所得结论与类似文献对比ꎬ基本相同ꎬ说明利用非均匀散体碰撞运动模

型模拟散体流动是可行的.
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　 　 崩落采矿法是一种通过崩落围岩来管理地压

的采矿方法ꎬ因其具有效率高、成本低、适用范围

广等优点ꎬ被广泛应用于国内外矿山. 在崩落采矿

法中ꎬ矿石在废石覆盖下进行放矿ꎬ很容易造成贫

化. 矿石的损失贫化既浪费了国家的宝贵资源ꎬ降
低了矿山经济效益ꎬ又加大了生产成本ꎻ而研究崩

落矿岩散体流动规律是进行放矿贫化研究的基

础. 因此ꎬ研究矿岩散体的流动规律ꎬ实现放矿的

仿真模拟ꎬ优化采矿方法的相关参数ꎬ对提高矿石

回收率、提高矿山经济效益具有重要意义.
目前研究散体流动的理论或模型主要有离散

元法、随机介质理论、九块模型等. 基于离散元法

编制的颗粒流软件 ＰＦＣ２ｄ及 ＰＦＣ３ｄ是根据牛顿第

二定律等一系列复杂的力学计算来模拟颗粒体流

动的[１ － ４]ꎻ１９６２ 年王泳嘉教授提出了散体移动的

球体递补模型ꎬ是随机介质理论在散体流动研究

方面的重大突破ꎻ１９６８ 年ꎬ加拿大学者 Ｊｏｌｌｙ 提出

的散体移动九块模型在放矿仿真方面取得了重大



　 　

进展[５]ꎬ但九块模型的均匀性假设使其无法模拟

非均匀散体的真实流动过程ꎻ除此之外ꎬ文献

[６ － ７]中都对非均匀散体流动仿真模型提出了

独到的见解.
本文以圆形颗粒为单元ꎬ建立了非均匀散体

碰撞运动模型ꎬ以此实现散体流动过程的模拟. 该
模型结合了离散元思想和随机理论ꎬ可以简单实

用地模拟散体流动. 该模型可以模拟大小不同的

散体颗粒的流动问题ꎬ详细地展现散体颗粒的运

动过程ꎬ兼有随机现象ꎬ具有很好的发展前景.

１　 非均匀散体碰撞运动模型的建立

１􀆰 １　 假设条件

①崩落矿岩散体为半径不同的圆形颗粒单

元ꎻ②崩落矿岩散体颗粒为不可变形的刚体ꎻ③不

考虑散体碰撞过程中的变形和滑动ꎬ即采用硬球

模型ꎻ④当多个颗粒满足移动条件时ꎬ颗粒的移动

先后具有随机性ꎻ⑤不考虑摩擦力的影响ꎬ球体颗

粒之间的运动为滑动ꎬ且满足动能定理ꎻ⑥由于颗

粒受自重力的影响ꎬ不能向上运动.
１􀆰 ２　 散体颗粒的随机生成

散体颗粒生成步骤如下.
１) 在一定矩形范围内(起点(ｘ０ꎬｙ０)ꎬ边长为

ａꎬｂ)ꎬ利用蒙特卡洛随机投点法[８] 生成一些点坐

标(ｘｉꎬｙｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ并以这些坐标为圆心ꎬ以
输入值 ｒ 为半径生成圆ꎬ其生成规则如下:

规则 １:代表颗粒的圆不能超越边界ꎬ即
ｘｉ － ｒ≥ｘ０ꎬ ｘｉ ＋ ｒ≤ｘ０ ＋ ａꎬ
ｙｉ － ｒ≥ｙ０ꎬ ｙｉ ＋ ｒ≤ｙ０ ＋ ｂ. } (１)

规则 ２:代表颗粒的圆之间不能相交ꎬ即
ｄ(ｓｉꎬｓｊ)≥２ｒꎬ０ < ｉꎬｊ < ｎꎬｉ≠ｊꎻ

ｄ(ｓｉꎬｓｊ) ＝ (ｘｉ － ｘｊ) ２ ＋ (ｙｉ － ｙｊ) ２ } . (２)

此时得到的结果见图 １ａꎬ需要进一步压实

(图 １ｂ) .

图 １　 未压实和压实的散体颗粒
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｕｎｃｏｍｐａｃｔｅｄ ａｎｄ ｃｏｍｐａｃｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ

(ａ)—未压实颗粒ꎻ (ｂ)—压实颗粒.

２) 由于散体颗粒受重力作用ꎬ因此处于不稳

定状态的散体颗粒会在重力作用下产生位移ꎬ散
体颗粒移动的过程中遵循规则 １ 和规则 ２ꎬ直到

所有的散体颗粒全部达到稳定状态. 具体的流动

过程见下文.
３) 重复以上操作ꎬ当每一颗粒都达到稳定状

态ꎬ即如图 １ｂ 所示ꎬ生成完毕.
崩落法放矿是覆盖下放矿ꎬ因此采用两种不

同灰度的圆盘代表矿石和废石ꎬ其中浅色圆盘代

表废石ꎬ深色圆盘代表矿石ꎬ两种圆形单元分两次

形成并在重力下压实ꎬ完成初始状态的模拟.
１􀆰 ３　 颗粒单元的稳定性分析

在重力的作用下ꎬ散体颗粒具有向下移动的

趋势ꎬ能否产生移动需看其下方是否有阻碍. 当要

移动的颗粒下方有阻碍时ꎬ则需要利用力学判据

对其可否移动、运动的方向和过程作进一步判断.
其判断过程如下.

以颗粒圆心为坐标原点建立直角坐标系ꎬ将
整个区域划分成四个象限. 根据力的合成方法ꎬ若
合力为零ꎬ则认为该颗粒单元处于稳定状态. 假设

颗粒的第三象限有其他单元或边界阻碍其运动ꎬ
则认为该颗粒在阻碍单元未移动之前不会向该方

向移动ꎬ第四象限则同理. 如果颗粒第三象限和第

四象限都有阻碍ꎬ则认为该颗粒是稳定的. 因此ꎬ
首先通过探索判断颗粒是否有接触点. 以建立的

坐标系为基础ꎬ当颗粒的周围存在一个接触点时ꎬ
若接触点在 ｙ 轴上时ꎬ该颗粒单元处于稳定状态

(如图 ２ 所示)ꎬ否则不稳定ꎻ当颗粒第三、四象限

存在接触点时ꎬ该颗粒稳定(见图 ３ａ)ꎬ当颗粒第

三象限和第一象限存在接触点时ꎬ若颗粒 １ 圆心

与颗粒 ２、颗粒 ３ 圆心连线在逆时针方向所成夹

角小于 １８０°ꎬ该颗粒稳定ꎬ否则不稳定(见图 ３ｂ)ꎻ
当颗粒第三象限存在接触点且右侧与边界接触

时ꎬ该颗粒稳定(如图 ３ｃ)ꎻ当颗粒第二象限和第

四象限存在接触点时ꎬ判断方法同理.

图 ２　 颗粒有一个接触点
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｈａｓ ｏｎｅ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｃｏｎｔａｃｔ
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图 ３　 颗粒的接触状态
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔａｔｕｓ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｌｅ

(ａ)—颗粒 １ 在第三、四象限存在接触点ꎻ (ｂ)—颗粒 １ 在第一、三象限存在接触点ꎻ (ｃ)—颗粒 １ 靠近边界.

１􀆰 ４　 颗粒单元的初始移动

处于不稳定状态的颗粒单元ꎬ必然会发生移

动. 对于下方没有阻碍的颗粒ꎬ颗粒将做自由落体

运动ꎬ而对于有接触阻碍的颗粒ꎬ情况则如图 ４ 所

示ꎬ不考虑颗粒之间的摩擦ꎬ颗粒 １ 由静止状态开

始绕颗粒 ２ 做圆周运动ꎬ初速度为ｖ０(ｖ０ ＝ ０)ꎬ运
动过程中由重力 ｍｇ 的分力 Ｆｎ 提供向心力ꎬ当某

一刻 Ｆｎ 不足以提供做圆周运动的向心力时ꎬ颗粒

１ 脱离颗粒 ２ 做抛物运动.

图 ４　 颗粒的初始移动分析
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｏｖｅｍｅｎｔ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ

颗粒做圆周运动时ꎬ有以下公式成立:
Ｆｎ ＝ｍｇｓｉｎθ ꎬ (３)

Ｆｎ ＝ｍ
ｖ２
１

ｒ ꎬ (４)

ｍｇｈ ＝ １
２ ｍｖ２

１ － １
２ ｍｖ２

０ . (５)

式中:ｍ 为颗粒单元 １ 的质量ꎻＦｎ 为重力的分力

提供的向心力ꎻｈ 为颗粒单元 １ 的垂直方向位移ꎻ
ｒ 为颗粒单元 １ 的半径.

通过分析可得ꎬ当

ｍｇｓｉｎθ≤ｍ
ｖ２
１

ｒ (６)

成立时ꎬ即当

ｓｉｎθ≤２ｈ
ｒ ꎬ (７)

颗粒 １ 脱离颗粒 ２ꎬ作抛物运动ꎬ此时速度为

ｖ１ ＝ ２ｇｈ . (８)
１􀆰 ５　 颗粒单元的碰撞过程

崩落的矿岩散体在重力下放出ꎬ当其具有一

定的速度并与其他颗粒接触时必然会发生碰撞ꎬ
其碰撞类型主要包括:与边界发生碰撞ꎬ与稳定颗

粒发生碰撞ꎬ不稳定颗粒之间发生碰撞. 下面以不

稳定颗粒之间发生碰撞(见图 ５)为例进行推导ꎬ
其过程如下.

图 ５　 不稳定颗粒之间发生碰撞
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ

如图 ５ 所示ꎬ颗粒单元 ａ 以速度 ｖ１
ａ 与速度为

ｖ１
ｂ 的颗粒单元 ｂ 发生碰撞. 根据模型假设ꎬ在不

考虑能量损失的情况下ꎬ认为颗粒之间发生完全

弹性碰撞. 两颗粒圆心连线即为法线方向. 将速度

ｖ１
ａ 和 ｖ１

ｂ 分解为法线方向和切线方向ꎬ不考虑滑动

的情况下ꎬ切向速度保持不变. 由于不考虑能量损

失、摩擦力和转动等复杂情况ꎬ则根据动量守恒定

律和能量守恒定律ꎬ有以下式子成立:
ｍａｖ１ｎ

ａ ＋ｍｂｖ１ｎ
ｂ ＝ｍａｖ２ｎ

ａ ＋ｍｂｖ２ｎ
ｂ ꎬ (９)

１
２ ｍａ ｖ１ｎ

ａ( )２ ＋ １
２ ｍｂ ｖ１ｎ

ｂ( )２ ＝ １
２ ｍａ ｖ２ｎ

ａ( )２ ＋

１
２ ｍｂ ｖ２ｎ

ｂ( )２ . (１０)

联立以上两式可求得碰撞后的速度为
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ｖ２ｎ
ａ ＝

(ｍａ ＋ｍｂ)ｖ１ｎ
ａ ＋ ２ｍｂｖ１ｎ

ｂ

ｍａ ＋ｍｂ
ꎬ (１１)

ｖ２ｎ
ｂ ＝

(ｍｂ ＋ｍａ)ｖ１ｎ
ｂ ＋ ２ｍａｖ１ｎ

ａ

ｍａ ＋ｍｂ
. (１２)

根据矢量合成定律ꎬ即可求得碰撞后速度的

大小和方向. 碰撞后的颗粒在重力作用下不断改

变速度方向和大小ꎬ经过一系列碰撞后最终达到

稳定或放出漏口.
１􀆰 ６　 颗粒单元运动的随机性

对于同时满足运动条件的散体颗粒来说ꎬ它
们的运动必然具有先后顺序. 本文认为ꎬ颗粒单元

的运动顺序具有随机性ꎬ先运动的颗粒速度大于

后运动的颗粒ꎬ而相同的时间间隔也必然运动得

更远. 如图 ６ 所示ꎬ颗粒 １ 和颗粒 ２ 同时满足运动

条件ꎬ则二者的运动顺序具有随机性ꎬ若颗粒 １ 先

运动到虚线位置ꎬ必然阻碍颗粒 ２ 的运动ꎬ由此颗

粒 １ 较颗粒 ２ 先行向下运动. 在概率赋值的

过程中ꎬ半径较小的颗粒先运动的概率也应大于

图 ６　 颗粒单元运动的随机性
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ ｏｆ ｍｏｖｅｍｅｎｔ ｏｆ ｇｒａｎｕｌａｒ

半径较大的颗粒. 通过对不稳定颗粒进行有规律的

随机概率赋值ꎬ便可以得到随机的散体颗粒运动顺

序ꎬ以此达到随机理论与离散运动相结合的目的.

２　 放矿仿真系统的开发与实现

２􀆰 １　 功能模块划分

根据功能需求ꎬ将放矿仿真系统分成四个功

能模块ꎬ分别为:输入参数模块、模型生成模块、模
拟流动模块和数据统计模块ꎬ如图 ７ 所示.

图 ７　 仿真系统功能模块划分
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｏｄｕｌｅ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

２􀆰 ２　 界面设计

根据功能模块的划分ꎬ设计二维放矿仿真系

统包括四个部分ꎬ分别是参数输入、程序控制部

分、数据统计部分和流动过程实时展示区域ꎻ界面

效果如图 ８ 所示ꎬ黑色矩形代表放矿进路.

图 ８　 程序界面设计图
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｐｒｏｇｒａｍ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ

３　 放矿仿真系统的实验对比

３􀆰 １　 无底柱分段崩落法结构参数优化概述

无底柱分段崩落法具有生产能力大、结构简

单、机械化程度高ꎬ以及生产作业安全等优点ꎬ应
用范围十分广泛. 长期以来ꎬ由于采矿设备的限

制ꎬ我国的无底柱分段崩落法采用的结构参数偏

小ꎬ采切比过高致使生产成本居高不下ꎬ而生产能

力也无法得到有效提高ꎬ严重制约了我国无底柱
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分段崩落法的发展. 通常情况下ꎬ对矿石损失贫化

影响较大的结构参数包括分段高度、进路间距和

崩矿步距ꎬ三者是互相联系和互相制约的. 因此ꎬ
设计合理的结构参数具有十分重要的意义.
３􀆰 ２　 模拟放矿方案选择

本次实验选取了分段高度和进路间距两个因

素ꎬ共设计 ９ 组实验ꎬ对放矿过程进行仿真模拟ꎬ
以达到获得最优结构参数的目的. 本文参照文献

[９]的实验参数设计了放矿方案ꎬ具体的实验方

案及实验结果见表 １.

表 １　 实验方案及实验结果
Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ

方案
进路间距

/ ｍ
分段高度

/ ｍ
矿石

回收率 / ％
废石

混入率 / ％

１ １３ １０ ４０􀆰 １ ３􀆰 ０
２ １３ １４ ４３􀆰 ８ ３􀆰 ４
３ １３ １８ ４１􀆰 ６ ３􀆰 ５
４ １６ １０ ４４􀆰 ６ ２􀆰 ９
５ １６ １４ ４９􀆰 １ １􀆰 ８
６ １６ １８ ４６􀆰 ０ １􀆰 ６
７ １９ １０ ４２􀆰 ４ ２􀆰 １
８ １９ １４ ４３􀆰 ４ ０􀆰 ７
９ １９ １８ ４０􀆰 ０ １􀆰 ７

　 　 本次模拟采用参数如下:分段个数 ２ 个ꎬ进路

个数 ２ 个ꎬ岩石层厚 １０ ｍꎬ单位体积岩石混入率

３３％ ꎬ进路尺寸 ３ ｍ × ３ ｍꎬ粒径分布符合高斯分

布ꎬ半径 ０ ~ ３０ ｃｍ 占 ３０％ ꎬ３０ ~ ４０ ｃｍ 占 ４０％ ꎬ
４０ ~ ５０ ｃｍ 占 ３０％ . 由于第一个分段为不正常分

段ꎬ因此ꎬ统计数据以第二分段为准.
３􀆰 ３　 模拟结果分析

根据模拟得到的实验结果ꎬ利用 Ｍａｔｌａｂ 建立

分段高度 Ｈ 和进路间距 Ｂ 两个因素与矿石回收

率 φ 的回归方程[１０]:
φ ＝ ２􀆰 ２５Ｈ ＋ ３􀆰 ７４Ｂ ＋ ０􀆰 ０２ＢＨ － ０􀆰 ０９Ｈ２ －

０􀆰 １３Ｂ２ . (１３)
利用该回归方程预估各种参数条件下的矿石

回收率ꎬ说明矿石回收率与分段高度和进路间距

的变化关系. 当分段高度一定时ꎬ即可分析进路间

距对矿石回收率的影响ꎬ如图 ９ｃ 所示. 文献[９]
室内放矿实验和 ＰＦＣ 数值模拟结果如图 ９ａ 和 ９ｂ
所示. 当进路间距一定时ꎬ实验结果如图 １０ 所示.

根据实验数据分析ꎬ可以得到以下结论:
１) 当分段高度一定时ꎬ进路间距对矿石回收

率的影响基本呈现二次曲线的变化关系ꎬ且呈先

增大再减小的变化趋势.

图 ９　 进路间距对矿石回收率的影响
Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄｒｉｆｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｎ ｏｒｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ

(ａ)—物理实验ꎻ(ｂ)—ＰＦＣ 数值模拟ꎻ (ｃ)—设计方案模拟.

图 １０　 分段高度对矿石回收率的影响
Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｕｂｌｅｖｅｌ ｈｅｉｇｈｔ ｏｎ ｏｒｅ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ

(ａ)—物理实验ꎻ(ｂ)—ＰＦＣ 数值模拟ꎻ (ｃ)—设计方案模拟.

　 　 ２) 当进路间距一定时ꎬ分段高度对矿石回收 率的影响基本呈现二次曲线的变化关系ꎬ且呈先
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增大再减小的变化趋势.
３) 在本实验设计的参数下ꎬ当分段高度为

１４ ｍꎬ进路间距为 １６ ｍ 时ꎬ矿石的回收率最高.
４) 本文得到的结论与文献[９]研究所得结

论基本一致ꎬ这表明本研究是合理的.

４　 结　 　 论

１) 本文将随机理论和离散元思想相结合ꎬ建
立了一种研究散体流动的新方法———非均匀散体

碰撞运动模型. 该方法既能模拟不同粒径的颗粒

在重力作用下相互碰撞的流动情况ꎬ又能模拟非

均匀散体的流动ꎬ同时还具有随机的特点ꎬ是一种

研究非均匀散体流动的全新尝试.
２) 基于非均匀散体碰撞运动模型ꎬ本文通过

对关键方法的设计和系统模块的划分ꎬ设计研发

了二维放矿仿真系统ꎬ并参照相关文献设计了无

底柱分段崩落法放矿实验ꎻ得到的结果与该文献

研究结论基本一致ꎬ说明利用非均匀散体碰撞运

动模型进行放矿实验模拟是可行的.
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