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含裂纹功能梯度板能量释放率的 ＡＢＡＱＵＳ
用户子程序开发

周立明ꎬ 任书慧ꎬ 孟广伟ꎬ 李荣佳
(吉林大学 机械科学与工程学院ꎬ 吉林 长春　 １３００２５)

摘　 　 　 要: 为求解含裂纹功能梯度板的动态能量释放率ꎬ提出了基于非均匀有限元法的虚拟裂纹闭合法.
基于有限元软件 ＡＢＡＱＵＳ 平台ꎬ开发了动态载荷作用下功能梯度材质的哑节点断裂单元ꎬ编写了用户自定义

子程序 ＵＭＡＴ 和 ＵＥＬꎬ求解了动态载荷作用下的含裂纹功能梯度板能量释放率分量. 对不同形状因子下的中

心和倾斜裂纹功能梯度板的动态能量释放率分量进行了求解ꎬ并转化为动态应力强度因子ꎬ与差分法作比较.
数值算例结果表明ꎬ动态载荷作用下功能梯度材质的哑节点断裂单元具有精度高、简捷方便、裂尖无需使用奇

异元或特殊单元和子程序通用性强等优点ꎬ为工程师求解动态断裂参数提供了新途径.
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　 　 近年来ꎬ人们对含裂纹功能材料体在碰撞事

件中受到冲击载荷作用时的响应日益关注. 为了

精确评价动态载荷作用下结构的断裂力学问题ꎬ
提出了动态断裂参数的概念ꎬ如动态应力强度因



　 　

子、动态能量释放率等. 对于简单的几何模型、理
想的材料模型和特殊加载模型的动态断裂参数可

由解析法求得. 但往往由于结构或边界条件比较

复杂ꎬ解析法并不可行ꎬ实验测试又费时费钱ꎬ数
值计算就成为研究该类问题的有力工具.

Ｘｉｅ 等[１ － ２] 基于 ＡＢＡＱＵＳ 软件提出了界面

单元ꎬ求解了冲击载荷作用下均匀材料板的动态

能量释放率ꎬ拓展了虚拟裂纹闭合法的应用范围.
Ｗｉｍｍｅｒ 等[３ － ５]对层压复合材料组件的强度和断

裂问 题 进 行 了 数 值 模 拟. Ｍｓｅｋｈ 等[６] 采 用

ＡＢＡＱＵＳ 建立了脆性断裂的相场模型. Ｗａｎｇ
等[７]采用实验观察和有限元法对氧化铝陶瓷的

动态疲劳和断裂问题进行了分析. Ｍｏｎｆａｒｅｄ
等[８ － ９]对含多裂纹的功能梯度涂层的动态断裂参

数进行了求解. Ｍａｎｏｌｉｓ 等[１０] 基于边界元法对含

裂纹光滑非均匀材料板的动态断裂问题进行了研

究. Ｌｅｅ 等[１１]解决了正交异性功能梯度材料的动

态裂纹扩展问题. Ａｂｄｏｌｌａｈｉｆａｒ 等[１２] 采用无网格

局部彼得洛夫伽辽金法求解了功能梯度板的动态

应力强度因子. Ｒｏｕｚｅｇａｒ 等[１３] 建立了 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
板壳动态裂纹扩展的扩展有限元模型. Ｂｕｉ 等[１４]

采用 ＮＵＲＢＳ 法对含裂纹压电材料的动态裂纹问

题进行了研究. Ｚｈａｏ 等[１５] 对冲击载荷作用下反

平面功能梯度材料无限板的动态应力强度因子进

行了求解. Ｂｈａｒｄｗａｊ 等[１６] 提出了基于 ＸＩＧＡ 的

ＮＵＲＢＳ 法ꎬ对不同载荷和边界条件下的功能梯度

裂纹板的动态问题进行了模拟.Ｃꎬ ｅｒｉｂａ ｓꎬｓı 等[１７] 对

超椭圆均匀功能梯度材料薄板的动态问题进行了

模拟. 可见ꎬ目前新兴的计算方法对研究问题的针

对性较强ꎬ不具有通用性ꎬ推广起来相对比较困难ꎻ
基于 ＡＮＳＹＳꎬＡＢＡＱＵＳ 等软件的二次开发分析动

态裂纹问题主要集中在均匀材料上ꎬ对功能梯度材

料的动态裂纹问题研究还有待进一步拓展.
本文基于商业有限元软件 ＡＢＡＱＵＳꎬ结合非

均匀有限元法ꎬ将虚拟裂纹闭合法( ｖｉｒｔｕａｌ ｃｒａｃｋ
ｃｌｏｓｕｒｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅꎬＶＣＣＴ)扩展到非均匀材质中ꎬ开
发了功能梯度材料的哑节点断裂单元ꎬ编写了用户

自定义子程序 ＵＭＡＴ 和 ＵＥＬꎬ求解了动态载荷作

用下的含裂纹功能梯度板能量释放率分量.

１　 功能梯度材料

功能梯度材料物参(如弹性模量、泊松比等)
可遵循如下梯度分布规律:

Ｍ(ｚ) ＝Ｍｈφｃ ＋Ｍｂ(１ － φｃ) ꎬ (１)
φｃ ＝(０􀆰 ５ ＋ ｚ / ｈ)ｎꎬ( －ｈ / ２≤ｚ≤ｈ / ２ ꎬ０≤ｎ≤∞) . (２)

式中:Ｍ(ｚ)代表功能梯度材料物参ꎻＭｈ 代表功能

梯度材料结构底部的物参ꎻＭｂ 代表功能梯度材料

结构顶部的物参ꎻφｃ 为底部材料的体积分数ꎻｎ 为

分布规律的形状因子. 图 １ 给出了不同形状因子

下ꎬ无量纲厚度 ｚ / ｈ 和体积分数的关系ꎬ当 ｎ ＝ ０
时ꎬ该材料为均匀材料ꎬｎ > ０ 时ꎬ该材料为功能梯

度材料ꎬｚ 为沿 ｚ 轴坐标的长度ꎬｈ 为板宽.

图 １　 无量纲厚度 ｚ / ｈ和体积分数的关系
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ

ｎｏｎ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｚ / ｈ

２　 非均匀有限元法

非均匀有限元方程为

ＫＵ ＝ Ｆ . (３)
式中:Ｋ 为刚度矩阵ꎬ由单元刚度矩阵 Ｋｅ ( ｅ ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬｎꎬｎ 是离散单元的个数)集成ꎻＦ 为载荷列

阵ꎬ由单元载荷列集成ꎻＵ 为位移列阵.
单元刚度矩阵 Ｋｅ 的表达式为

Ｋｅ ＝ ∫ｅ
Ωｅ
(Ｂｅ) ＴＤｅ(ｘ)ＢｅｄΩ . (４)

式中:Ωｅ 为单元域ꎻＢｅ 为单元应变矩阵ꎻＤｅ(ｘ) 为

与坐标 ｘ ＝ [ｘꎬｙꎬｚ] 有关的单元材料弹性矩阵.
式(４) 采用高斯积分求解ꎬ二维问题可写成

Ｋｅ ＝∑(Ｂｅ) ＴＤｅ(ｘ)ＢｅＪｉｊｗｉｗｊ . (５)
式中:Ｊｉｊ为雅可比行列式ꎻｗｉ 和 ｗｊ 为二维高斯积

分的权系数. Ｄｅ(ｘ)可由插值求得ꎬ其弹性模量 Ｅ
和泊松比 ν 可表达为

Ｅ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝１
ＮｉＥ ｉ ꎬ (６)

ν ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｎｉνｉ . (７)

该部分在 ＡＢＡＱＵＳ 中由 ＵＭＡＴ 编写完成.

３　 虚拟裂纹闭合法

计算平面功能梯度材料内任意线状裂纹的应
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变能释放率ꎬ可采用哑节点断裂单元ꎬ如图 ２ 所

示. 断裂单元中裂尖的节点 １ 和节点 ２ 坐标重合ꎻ节
点３ 和节点４ 坐标重合ꎻ节点５ 在裂尖前面ꎬΔａ 为虚

拟裂纹增量ꎬΔｃ 为裂尖后单元尺寸ꎬ取Δｃ ＝Δａ.

图 ２　 哑节点断裂单元
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｕｍｍｙ ｎｏｄｅ

节点位移矢量为

Ｕ ＝ [ｕ１ꎬｖ１ꎬｕ２ꎬｖ２ꎬｕ３ꎬｖ３ꎬｕ４ꎬｖ４ꎬｕ５ꎬｖ５] Ｔ . (８)
虚拟裂纹的增量 Δａ 为

Δａ ＝ (ｘ５ － ｘ１) ２ ＋ (ｙ５ － ｙ１) ２ . (９)
式中ꎬ(ｘ１ꎬｙ１)和(ｘ５ꎬｙ５)分别为整体坐标(ｘꎬｙ)下
节点 １ 和节点 ５ 的坐标.

ｘ 和 ｘ′轴的夹角为

ｃｏｓθ ＝
ｘ５ － ｘ１

Δａ ꎬ (１０)

ｓｉｎθ ＝
ｙ５ － ｙ１

Δａ . (１１)

在节点 １ 和节点 ２ 处放置特殊刚度的弹簧ꎬ
位移矢量如图 ３ 所示ꎬ裂尖处节点力和张开位移

在局部坐标系(ｘ′ꎬ ｙ′)下为
􀭵Ｆｘ ＝ Ｆｘｃｏｓθ ＋ Ｆｙｓｉｎθ ꎬ (１２)

􀭵Ｆｙ ＝ － Ｆｘｓｉｎθ ＋ Ｆｙｃｏｓθ ꎬ (１３)
Δ􀭵ｕ ＝ Δｕｃｏｓθ ＋ Δｖｓｉｎθ ꎬ (１４)

Δ􀭰ｖ ＝ － Δｕｓｉｎθ ＋ Δｖｃｏｓθ . (１５)
式中:

Δｕ ＝ ｕ３ － ｕ４ꎻ (１６)
Δｖ ＝ ｖ３ － ｖ４ꎻ (１７)

Ｆｘ ＝ Ｋｘ(ｕ１ － ｕ２) ꎻ (１８)
Ｆｙ ＝ Ｋｙ(ｖ１ － ｖ２) . (１９)

式中ꎬＫｘꎬＫｙ 分别为 ｘ 和 ｙ 方向的弹簧刚度.
应变能释放率为

ＧＩ ＝
􀭵ＦｙΔ􀭰ｖ
２ＢΔａ ꎬ (２０)

ＧＩＩ ＝
􀭵ＦｘΔ􀭵ｕ
２ＢΔａ . (２１)

式中ꎬＢ 为裂纹体的厚度.
动态载荷作用下的固定裂纹问题的大量实验

结果表明无需在以上求解公式中增加惯性项或在

裂尖处施加特殊质量的质点[１] . 静态的虚拟裂纹

闭合法计算公式完全适用于计算动态载荷作用下

的固定裂纹问题ꎬ计算过程中注意各个物理单位

的匹配.

图 ３　 哑节点断裂单元的位移矢量
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ

ｔｈｅ ｄｕｍｍｙ ｎｏｄｅ

动态应力强度因子和动态能量释放率的关系为

Ｋｄｙｎ
Ｉ ( ｔ) ＝ ｓｉｇｎ(􀭵Ｆｙ) 􀭵ＥＧｄｙｎ

Ｉ ( ｔ) ꎬ (２２)

Ｋｄｙｎ
ＩＩ ( ｔ) ＝ ｓｉｇｎ(􀭵Ｆｘ) 􀭵ＥＧｄｙｎ

ＩＩ ( ｔ) . (２３)
式中:Ｋｄｙｎ

Ｉ ( ｔ)和 Ｋｄｙｎ
ＩＩ ( ｔ)分别为 Ｉ 型和 ＩＩ 型动态应

力强度因子ꎻＧｄｙｎ
Ｉ ( ｔ)和 Ｇｄｙｎ

ＩＩ ( ｔ)分别为 Ｉ 型和 ＩＩ 型
动态应变能释放率. 平面应力状态ꎬ􀭵Ｅ ＝ Ｅ ｔｉｐꎻ平面

应变状态ꎬ􀭵Ｅ ＝ Ｅ ｔｉｐ􀏦(１ － ( νｔｉｐ) ２)ꎬＥ ｔｉｐ和 νｔｉｐ分别

为裂尖处材料的弹性模量和泊松比. 该部分在

ＡＢＡＱＵＳ 中由 ＵＥＬ 编写完成.

４　 数值算例

４􀆰 １　 算例 １
图 ４ 为含中心裂纹的功能梯度板受单向冲击

载荷作用图ꎬ板长 Ｌ ＝ ４０ ｍｍꎬ板宽 Ｗ ＝ ２０ ｍｍꎬ板
厚 Ｂ ＝ ０􀆰 １ ｍｍꎬ裂纹长度 ２ａ ＝ ４􀆰 ８ ｍｍ. 功能梯度

材料由 Ｙ － ＴＺＰ 和 γ － ＴｉＡｌ 两种材料构成ꎬ物参

服从式(１)ꎬＹ － ＴＺＰ 的弹性模量 Ｍｈ ＝ ２００ ＧＰａꎬ
γ － ＴｉＡｌ 的弹性模量Ｍｂ ＝ １８６ ＧＰａꎬ两种材料的泊

松比 ν 均为 ０􀆰 ３ꎬ密度 ρ ＝ ５ × １０３ ｋｇ / ｍ３ꎻ载荷为

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 阶跃函数的形式ꎬ如图 ５ 所示ꎬ载荷幅

值为 σ０ ＝ ０􀆰 ４ ＧＰａꎬ无阻尼. 采用 ＶＣＣＴ 求解动态

能量释放率后转化成动态应力强度因子ꎬ并进行

无量纲化处理ꎬ即

ＫＩ ＝ Ｋｄｙｎ
Ｉ ( ｔ)􀏦σ０ πａ . (２４)

图 ６ 给出了形状因子 ｎ ＝ ０􀆰 ０ꎬ０􀆰 ２ꎬ０􀆰 ５ꎬ１􀆰 ０
和 ５􀆰 ０ 时ꎬ采用本文方法计算求解所得的含中心

裂纹功能梯度结构的无量纲动态应力强度因子

ＫＩ . 当 ｎ ＝ ０ 时ꎬ材料梯度无变化ꎬ梯度板的材料仅

为材料 Ｙ － ＴＺＰꎬ与有限差分法(ＦＤＭ)和文献

[７]的计算结果作对比ꎬ从图中可以看出ꎬｎ ＝ ０
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时ꎬ本文方法与文献[１]的计算结果基本相同ꎬ与
ＦＤＭ 计算结果也吻合很好ꎬ从而证明了本文方法

的正确性. 可见本文方法具有求解精度高、计算方

便、裂尖单元无需特殊处理等优点. 当形状因子 ｎ
由 ０ 增加到 ５􀆰 ０ꎬＫＩ 值变化不大ꎬ是由于功能梯度

材料的组分材料 Ｙ －ＴＺＰ 和 γ －ＴｉＡｌ 弹性模量相差

不大和形状因子变化范围小导致的. 图 ７ 给出了不

同方法、不同时间步时中心裂纹功能梯度板的变形

图ꎬ从而验证了本文方法的正确性与可靠性.

图 ４　 受冲击载荷作用的中心裂纹功能梯度板
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｅｎｔｅｒ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ

ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄｉｎｇ

图 ５　 阶跃函数的载荷形式
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｌｏａｄｉｎｇ ｔｙｐｅ ｏｆ Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ ｓｔｅｐ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ６　 不同形状因子下中心裂纹功能梯度板的动态
应力强度因子 ＫＩ

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ＫＩ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｅｎｔｅｒ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈａｐｅ ｆａｃｔｏｒｓ

图 ７　 不同时间步时中心裂纹功能梯度板的变形图
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｇｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ

ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

４􀆰 ２　 算例 ２
图 ８ 是受单向冲击载荷作用的含中心倾斜裂

纹板ꎬ板长 Ｌ ＝ ６０ ｍｍꎬ板宽 Ｗ ＝ ３０ ｍｍꎬ单位板

厚ꎬ裂纹长度 ａ ＝ １４􀆰 １４ ｍｍꎬ倾斜角 α ＝ ４５°. 功能

梯度材料由 Ｙ － ＴＺＰ 和 γ － ＴｉＡｌ 两种材料构成ꎬ
物参服从式 (１ ) . Ｙ － ＴＺＰ 的弹性模量 Ｍｈ ＝
２００ ＧＰａꎬγ － ＴｉＡｌ 的弹性模量 Ｍｂ ＝ １８６ ＧＰａꎬ两种

材料的泊松比 ν 均为 ０􀆰 ３ꎬ密度 ρ ＝ ５ × １０３ ｋｇ / ｍ３ꎬ
载荷形式如图 ５ 所示ꎬ幅值为 σ０ ＝ ０􀆰 ４ ＧＰａꎬ无
阻尼.

将结构均匀划分成 ２００ × １００ 网格ꎬＡＢＡＱＵＳ
中采用 ＣＰＥ４ 单元ꎬ时间步长 Δｔ ＝ ０􀆰 ２ μｓꎬ弹簧刚

度设置为 Ｍｈ 的 １ ０００ 倍.
　 　 图 ９ 和图 １０ 分别给出了形状因子 ｎ ＝ ０􀆰 ０ꎬ
０􀆰 ２ꎬ０􀆰 ５ꎬ１􀆰 ０ 和 ５􀆰 ０ 时ꎬ采用本文方法计算求解

所得的含倾斜裂纹功能梯度板的无量纲动态应力

强度因子 ＫＩ 和 ＫＩＩ . 当 ｎ ＝ ０ 时ꎬ材料梯度无变化ꎬ
梯度板的材料仅为材料 Ｙ － ＴＺＰꎬ与有限差分法

(ＦＤＭ)和文献[１]的计算结果作对比ꎬ从图中可

以看出ꎬｎ ＝ ０ 时ꎬ本文方法与文献[１]的计算结果

基本相同ꎬ与 ＦＤＭ 计算结果吻合得也很好ꎬ进一

步证明了本文方法的正确性ꎬ可见本文方法具有

精度 高 和 求 解 简 单 的 优 点. 同 时 通 过 借 助

ＡＢＡＱＵＳ 计算结果提取相关信息来计算动态应

力强度因子ꎬ也使得程序具有了较强的通用性ꎬ较
大的拓展空间. 图 １１ 给出了不同方法、不同时间
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步时倾斜裂纹功能梯度板的变形图ꎬ可见本文方

法是正确有效的.

图 ８　 受冲击载荷作用的倾斜裂纹功能梯度板
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｉｎｃｌｉｎｅｄ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ

ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄｉｎｇ

图 ９　 不同形状因子下倾斜裂纹功能梯度板的动态应力
强度因子 ＫＩ

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ＫＩ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｎｃｌｉｎｅｄ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈａｐｅ ｆａｃｔｏｒｓ

图 １０　 不同形状因子下倾斜裂纹功能梯度板的动态应
力强度因子 ＫＩＩ

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ＫＩＩ ｏｆ
ｉｎｃｌｉｎｅｄ￣ｃｒａｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈａｐｅ ｆａｃｔｏｒｓ

图 １１　 不同时间步时倾斜裂纹功能梯度板的变形图
Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｇｕｒｅｓ ｏｆ ｉｎｃｌｉｎｅｄ￣ｃｒａｃｋ

ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

５　 结　 　 论

１) 本文方法求解动态能量释放率时具有精

度高、计算方便、裂尖单元无需特殊处理等优点.
２) 本文编写了基于非均质材料的 ＵＭＡＴ 和

ＵＥＬꎬ通过借助 ＡＢＡＱＵＳ 计算结果提取相关信息

来计算动态应力强度因子ꎬ使得程序具有了较强

的通用性、较大的拓展空间.
３) 当功能梯度材料的组分材料弹性模量值

和形状因子变化不大时ꎬ动态应力强度因子的变

化也较小.
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[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｍａｔｅｒｉａｌｓꎬ２０１５ꎬ４９(１４):１７１７ －
１７３８.

[ ６ ]　 Ｍｓｅｋｈ Ｍ Ａꎬ Ｓａｒｇａｄｏ Ｊ Ｍꎬ Ｊａｍｓｈｉｄｉａｎ Ｍꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｂａｑｕｓ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｈａｓｅ￣ｆｉｅｌｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｂｒｉｔｔｌｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ[ Ｊ] .
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２０１５ꎬ９６ (Ｐａｒｔ Ｂ):４７２ －
４８４.

[ ７ ]　 Ｗａｎｇ ＺꎬＬｉ Ｐ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｆａｉｌｕｒｅ ａｎｄ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ
ａｌｕｍｉｎａ ｃｅｒａｍｉｃｓ: ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｃｅｒａｍｉｃｓ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌꎬ ２０１５ꎬ ４１
(１０):１２７６３ － １２７７２.

[ ８ ]　 Ｂａｇｈｅｒｉ ＲꎬＦａｒｄ Ｋ Ｍꎬ Ｍｏｎｆａｒｅｄ Ｍ Ｍ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｈａｌｆ￣ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ
ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｓｅｖｅｒａｌ ｍｏｖｉｎｇ ｃｒａｃｋｓ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａꎬ２０１５ꎬ
２２６(６):１７２５ － １７３６.

[ ９ ]　 Ｍｏｎｆａｒｅｄ Ｍ Ｍꎬ Ａｙａｔｏｌｌａｈｉ Ｍ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ＦＧＭ
ｃｏａｔｉｎｇ [ Ｊ] . Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２０１３ꎬ １０９:
４５ － ５７.

[１０] Ｍａｎｏｌｉｓ Ｇ ＤꎬＤｉｎｅｖａ Ｐ ＳꎬＲａｎｇｅｌｏｖ Ｔ Ｖ. Ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｓｍｏｏｔｈｌｙ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｌａｎｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ
ｄｅｆｅｃｔｓ ｂｙ ＢＥＭ [ Ｊ] . Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ
Ｅｌｅｍｅｎｔｓꎬ２０１２ꎬ３６(５):７２７ － ７３７.

[１１] Ｌｅｅ Ｋ Ｈ. Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｉｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ [ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ Ｐａｒｔ Ｂ:
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１６ꎬ８４(２):８３ － ９７.

[１２] Ａｂｄｏｌｌａｈｉｆａｒ ＡꎬＮａｍｉ Ｍ Ｒ. Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｉｎ ＦＧＭ ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ＭＬＰＧ ｍｅｔｈｏｄ[ Ｊ] . ＩＪＳＴꎬ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０１４ꎬ３８ (Ｍ１ ):
１８１ － １９４.

[１３] Ｒｏｕｚｅｇａｒ Ｓ Ｊꎬ Ｍｉｒｚａｅｉ Ｍ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｉｎ
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｈｅｌｌｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ[Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｉｒａｎｉｃａꎬ２０１３ꎬ２０(１):１２０ － １３０.

[１４] Ｂｕｉ Ｔ Ｑ. Ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎｄ ｓｔａｔｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｓｉｎｇ ＮＵＲＢＳ
[ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１５ꎬ２９５:４７０ － ５０９.

[１５] Ｚｈａｏ ＷꎬＨｕ ＺꎬＺｈａｎｇ Ｘꎬｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｆａｃｔｏｒ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ａｎｔｉ￣ｐｌａｎｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｓｔｒｉｐ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｕｎｄｅｒ ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄｉｎｇ [ Ｊ ] .
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２０１４ꎬ７４:１ － ６.

[１６] Ｂｈａｒｄｗａｊ Ｇꎬ Ｓｉｎｇｈ Ｉ Ｖꎬ Ｍｉｓｈｒａ Ｂ Ｋꎬ ｅｔ ａｌ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｒａｃｋｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ
ＮＵＲＢＳ ｂａｓｅｄ ＸＩＧＡ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ２０１５ꎬ１２６:３４７ － ３５９.

[１７] Ｃꎬ ｅｒｉｂａｓꎬｓı Ｓ. Ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ
ｌｏａｄｅｄ ｓｕｐｅｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ＦＧＭ ｐｌａｔｅｓ [ Ｊ ] . Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ
Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ２０１２ꎬ１９(５):３２３ － ３３５.
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(上接第 １３０２ 页)
[ ９ ]　 Ｂｉｄｉｎｏｔｔｏ Ｊ ＨꎬＢｅｌｏ Ｅ Ｍ. Ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅｒｍａｌ

ｉｍａｇｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ
Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔꎬ２０１５ꎬ７(２):１８５ － １９２.

[１０] Ｂａｎｄｏ ＳꎬＨｉｎｏ ＪꎬＡｋａｇｉ Ｒꎬ ｅｔ ａｌ. Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎ￣
ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｄｉｓｋ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍ
Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ２０１１ꎬ５(７):１４９８ － １５０７.

[１１] Ｉｒｒｅｔｉｅｒ ＨꎬＲｅｕｔｅｒ Ｆ. Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ
ｄｉｓｋ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ] . Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓꎬ
１９９５(８４):１２０１ － １２０６.

[１２] Ｄｕｂａｓ ＭꎬＳｃｈｕｃｈ Ｍ. Ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ
ｆｒａｎｃｉｓ ｔｕｒｂｉｎｅ ｒｕｎｎｅｒ ｗｉｔｈ ｓｏｍｅ ｒｅｍａｒｋｓ ｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ [ Ｊ] .
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ １９８７ꎬ２７(５):６４５ － ６５５.

[１３] 潘宏刚ꎬ徐有宁. 汽轮机模拟叶轮振型测试实验装置:
２０１３１０３２８７８６. ５[Ｐ] . ２０１５ － １２ － ２３.

( Ｐａｎ Ｈｏｎｇ￣ｇａｎｇꎬ Ｘｕ Ｙｏｕ￣ｎｉｎｇ. Ｓｔｅａｍ ｔｕｒｂｉｎｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｍｐｅｌｌｅｒ ｔｙｐｅ ｔｅｓｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｄｅｖｉｃｅ:
２０１３１０３２８７８６. ５[Ｐ] . ２０１５ － １２ － ２３. )

[１４] 潘宏刚ꎬ易东来ꎬ杜彭飞ꎬ等. 汽轮机叶轮振动实验装置研

发[Ｊ] . 沈阳工程学院学报(自然科学版)ꎬ２０１３ꎬ９ (４):
３１４ － ３１６.
(Ｐａｎ Ｈｏｎｇ￣ｇａｎｇꎬＹｉ Ｄｏｎｇ￣ｌａｉꎬＤｕ Ｐｅｎｇ￣ｆｅｉꎬ ｅｔ ａｌ. Ｒｅｓｅａｒｃｈ
ａｎｄ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ ｆｏｒ ｓｔｅａｍ ｔｕｒｂｉｎｅ
ｉｍｐｅｌｌｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈｅｎｙａｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ２０１３ꎬ９(４):３１４ － ３１６. )

[１５] 曹志远. 板壳振动理论[Ｍ] . 北京:中国铁道出版社ꎬ１９８９:
６９ － ７５.
(Ｃａｏ Ｚｈｉ￣ｙｕａｎ. Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｓｈｅｌｌｓ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ [Ｍ] .
Ｂｅｉｊｉｎｇ:Ｃｈｉｎａ Ｒａｉｌｗａｙ Ｐｒｅｓｓꎬ１９８９:６９ － ７５. )
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