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基于均匀圆阵的稳健迭代波束形成算法

宋　 昕１ꎬ 汪晋宽２ꎬ 刘文敏２ꎬ 高　 静１
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摘　 　 　 要: 针对导向矢量偏差和转换误差导致传统波束形成器的性能下降及均匀圆阵不具有范德蒙结构

的问题ꎬ提出了一种基于均匀圆阵的稳健迭代波束形成算法. 该算法利用相位模式转换技术推导出虚拟自相

关矩阵ꎬ并把导向矢量限定于确定的椭圆集合中. 从最差性能优化的设计思想出发ꎬ构造基于均匀圆阵的二阶

凸规划的代价函数ꎬ再利用拉格朗日乘子法求得权重矢量的闭式解表达式且能够准确求出优化解中的对角

载入值. 仿真结果表明:所提算法能够提高系统的稳健性ꎬ改善了阵列的输出性能.
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　 　 作为阵列信号处理的一项关键技术ꎬ自适应

波束形成已在无线通信、雷达和自适应信道均衡

等诸多领域获得广泛应用[１ － ３] . 最小方差无畸变

响应(ＭＶＤＲ)算法具有稳定性高、结构简单、易
于实现等优点ꎬ而且能够突破瑞利限的限制. 然
而ꎬ当假定的和真实的导向矢量存在偏差ꎬ将会导

致传统 ＭＶＤＲ 算法的性能急剧下降. 因此ꎬ提高

波束形成器的稳健性成为了研究者们关注的热

点. 近年来ꎬ为了解决传统波束形成算法存在的问

题ꎬ学者们提出了一些有效的稳健波束形成算

法[４ － ６]ꎬ其中大多数是以均匀线阵为基础展开研

究的ꎬ理论上比较严格ꎬ但实际应用中通常是基于

均匀圆阵(ＵＣＡ)的ꎬ且 ＵＣＡ 的阵列流形不具备

范德蒙结构ꎬ致使那些自适应算法不能直接应用

于 ＵＣＡ 中. 文献[７]所提出的算法虽然采用了相

位模式转化的方法ꎬ但权重矢量的求解是利用了



　 　

Ｍａｔｌａｂ 软件并没有给出闭式解表达式. 为克服以

上所述问题ꎬ提出了一种基于均匀圆阵的稳健迭

代自适应算法. 采用相位模式转换法与拉格朗日

乘子法相结合的方式ꎬ对信号导向矢量进行优化

求解ꎬ更新对角载入值ꎬ最终推导出权重矢量的闭

式解表达式.

１　 基于均匀圆阵的相位模式转换

假设均匀圆阵是由 Ｍ 个阵元组成ꎬ则自适应

阵列接收的数据矢量在 ｋ 时刻的表达式为

ｘ(ｋ) ＝ ｓ(ｋ) ＋ ｉ(ｋ) ＋ ｎ(ｋ) ＝
ｓ０(ｋ)ａ ＋ ｉ(ｋ) ＋ ｎ(ｋ) . (１)

均匀圆阵的导向矢量为

ａ(θｉ) ＝ [ｅｊｑｒｃｏｓ(θｉ)ꎬ􀆺ꎬｅｊｑｒｃｏｓ(θｉ － (２π(Ｍ － １) / ｍ))] Ｔ .

(２)
式中:ｑ 为接收信号的波数ꎻｒ 为阵列半径.

采用相位模式转换将均匀圆阵变换为虚拟的

均匀线阵ꎬ使其具有范德蒙结构.
相位模式转换矩阵定义为[７]

Ψ０ ＝ ＰＴ . (３)

将转换矩阵 Ψ０ 左乘导向矢量 ａ(θｉ)ꎬ得到新

的导向矢量:
ａ^(θｉ) ＝Ψ０ａ(θｉ) ＝

[ｅ － ｊｈθｉꎬｅ － ｊ(ｈ － １)θｉꎬ􀆺ꎬｅｊ(ｈ － １)θｉꎬｅｊｈθｉ] Ｔ . (４)

而在实际应用中ꎬ考虑转换矩阵 Ψ０ 存在误

差ꎬ则实际的转换矩阵为

Ψ ＝Ψ０ ＋ ΔΨ . (５)
式中ꎬΔΨ ＝ ΔＰＴ 是由频率偏差引起的误差矩阵.

传统最小方差无畸变响应 ＭＶＤＲ 算法的优

化函数为

ｍｉｎ
ｗ

ｗＨＲｉ ＋ ｎｗ　 ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｗＨａ ＝ １ . (６)

式中ꎬＲｉ ＋ ｎ ＝ Ｅ{( ｉ(ｋ) ＋ ｎ(ｋ)) ( ｉ(ｋ) ＋ ｎ(ｋ))Ｈ}
是干扰加噪声的相关矩阵. 推导出最优权重矢量为

ｗｏｐｔ ＝
Ｒ － １

ｉ ＋ ｎａ
ａＨＲ － １

ｉ ＋ ｎａ
. (７)

在实际通信环境中ꎬ传统最小方差无畸变响

应算法的输出性能受限于式(６)的约束条件ꎬ产
生信号相消现象. 另外ꎬ基于线性阵列 ＵＬＡ 的

ＭＶＤＲ 算法不能直接用于 ＵＣＡ 中ꎬ需通过预处

理进行适当变换.

２　 基于均匀圆阵的稳健迭代自适应

波束形成算法

２􀆰 １　 权重向量的求解

在实际中往往把导向矢量偏差 Δａ 的模值上

限假定为 ξ > ０ꎬ同时考虑其他偏差情况(如采样

数少、数据非平稳性等) . 从而基于均匀线阵的稳

健算法的代价函数为[８]

ｍｉｎ
ｗ

ｗＨＲ^ｘｘｗ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｜ｗＨａ － １ ｜ ２ ＝ ξ２ｗＨｗ .

(８)
式中ꎬＲ^ｘｘ ＝ Ｒｘｘ ＋ ｒＩ.

基于均匀圆阵的代价函数(８)可转换为

ｍｉｎ
ｗ

ｗ^ＨＧ^ｗ^ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｜ ｗ^Ｈｂ － １ ｜ ２ ＝ ξ^２ ｗ^Ｈｗ^ .

(９)
式中:ｂ ＝ ΔΨａ ＋Ψ０ａꎻ

Ｇ^ ＝ (Ψ０ ＋ ΔΨ) Ｒ^ｘｘ(Ψ０ ＋ ΔΨ)Ｈ ＝

ΔΨＲ^ｘｘΔΨＨ ＋ ΔΨＲ^ｘｘΨＨ
０ ＋Ψ０ Ｒ^ｘｘΔΨＨ ＋

Ψ０ Ｒ^ｘｘΨＨ
０ . (１０)

从式(１０)可以看出ꎬ Ｇ^ 属于确切的椭圆集

合[７] .
对式(９)利用拉格朗日乘子法得到函数:

Ｈ( ｗ^ꎬφ) ＝ ｗ^ＨＧ^ｗ^ ＋ φ ξ^２ ｗ^Ｈｗ^( －
ｗ^ＨｂｂＨｗ^ ＋ ｗ^Ｈｂ ＋ ｂＨｗ^ － １) . (１１)

由此ꎬ可以得到权重矢量的更新公式:
ｗ^(ｋ ＋ １) ＝ ｗ^(ｋ) － μ[Ｃｗ^(ｋ) ＋ φｂ] . (１２)

式中:Ｃ ＝ Ｇ^ ＋ φξ^２Ι － φｂｂＨꎻμ 为迭代步长ꎬ其取

值为[９]

μ ＝ σ ΔＨ(ｋ) Δ(ｋ)ΔＨ(ｋ)Ｇ Δ(ｋ)
ꎬ (１３)

σ 为可调因子[１０] .
令 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｈ( ｗ^ꎬφ)的梯度矢量为零ꎬ

推导出最优权重矢量为

ｗ^ｏｐｔ ＝ υ(φ)(Ｇ^ ＋ φξ^２Ι) － １ｂ . (１４)

式中ꎬυ(φ) ＝ φ
φｂＨ(Ｇ^ ＋ φξ^２Ι) － １ｂ － １

.

显而易见ꎬ所提稳健迭代自适应算法属于对

角载入的范畴ꎬ其载入因子为 φξ^２ .
式(９)的约束条件为

ｗ^Ｈｂ≥ξ^‖ｗ^‖ ＋１ . (１５)
把式(１２)代入式(１５)中ꎬ可得

[(Ｉ － μＣ) ｗ^(ｋ) ＋ φｂ]Ｈｂ≥ ξ^‖( Ｉ － μＣ) ｗ^( ｋ) ＋
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φｂ‖ ＋１ . (１６)
Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的计算式为

φ ＝ １
２μ２[ＦＨ(ｋ)( ξ^２Ｉ － ｂｂＨ)Ｆ(ｋ)]

(ζ(ｋ) ＋ ρ(ｋ)) .

(１７)
式中:

Ｆ(ｋ) ＝ ( ξ^２Ｉ － ｂｂＨ) ｗ^(ｋ) ＋ ｂꎻ
ｑ(ｋ) ＝ [Ｉ － μＧ] ｗ^(ｋ)ꎻ

ζ(ｋ) ＝ μ[ｑＨ(ｋ)( ξ^２Ｉ － ｂｂＨ)Ｆ(ｋ) ＋ ＦＨ(ｋ)( ξ^２Ｉ －
ｂｂＨ)ｑ(ｋ) ＋ ＦＨ(ｋ)ｂ ＋ ｂＨＦ(ｋ)]ꎻ

λ(ｋ) ＝ ｑＨ(ｋ)( ξ^２Ｉ － ｂｂＨ)ｑ(ｋ) ＋ ｑＨ(ｋ)ｂ ＋ ｂＨｑ(ｋ)ꎻ
ρＨ(ｋ)ρ(ｋ) ＝ ζＨ(ｋ)ζ(ｋ) － ４μ２ＦＨ(ｋ)( ξ^２Ｉ －

ｂｂＨ)Ｆ(ｋ)(λ(ｋ) － １) . (１８)
２􀆰 ２　 步长因子的选取

式(１２)的权重矢量可重新整理为

ｗ^(ｋ ＋ １) ＝ [Ｉ － μＣ] ｗ^(ｋ) － μφｂ . (１９)
在式(１９)的两边左乘 Ｃ 的特征矢量 ΣＨ:

ΣＨｗ^(ｋ ＋ １) ＝ [Ｉ － μΓ]ΣＨｗ^(ｋ) － μφΣＨｂ .
(２０)

由式(２０)可知ꎬ所提稳健自适应算法的性能

收敛只需满足

｜ １ － μωｉ ｜ < １ . (２１)
由式(２１)可得

０ < μ < ２
τｍａｘ

. (２２)

式中ꎬ τｍａｘ < ∑
Ｍ

ｉ ＝１
τｉ ＝ ｔｒ[Ｃ] 为最大特征值.

２􀆰 ３　 信号偏差约束参数 ξ 的选取

信号偏差的优化函数为

ｍｉｎ ｜ｗＨａ ＋ ｗＨΔａ ｜≥１ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ‖Δａ‖≤ξ .
(２３)

利用柯西 －施瓦茨不等式ꎬ由式(２３)可得

｜ｗＨａ ＋ｗＨΔａ ｜≥｜ｗＨａ ｜ － ｜ｗＨΔａ ｜≥｜ｗＨａ ｜ － ξ‖ｗ‖ .
(２４)

由式(２４)可知ꎬ只有满足 ｜ｗＨａ ｜ > ξ‖ｗ‖ꎬ白
色噪声增益才是足够的. 从而获得约束参数 ξ 的

取值范围为

０ < ξ < ｜ｗＨａ ｜
‖ｗ‖ . (２５)

根据式(８)得到权重矢量的最优解为

ｗｏｐｔ ＝ ψ{Ｒ － １
ｘｘ (ａａＨ － ξＩ)} . (２６)

由式(２６)可知ꎬ为了保证(ａａＨ － ξＩ)为正定

的ꎬ需要约束参数 ξ 满足

ξ < τ(Ｒｓ) . (２７)
式中ꎬτ(Ｒｓ)为 Ｒｓ 的最大特征值.

综合式(２６)和(２７)ꎬ得出参数 ξ 的范围为

０ < ξ <ｍｉｎ( ｜ｗＨａ ｜
‖ｗ‖ꎬτ(Ｒｓ)) . (２８)

３　 仿真实验结果及分析

假设由 Ｍ ＝ １３ 个阵元组成均匀圆阵ꎬ考虑 ２
个干扰信号的波达方向分别为 － ５０°和 ５０°ꎬ１ 个

期望信号的波达方向为 ０°ꎬ而信号的实际波达方

向为 ３°ꎬ即误差为 ３°. 参数 ξ^ ＝ ３􀆰 ７ꎬｒ ＝ １０. 仿真实

验结果如图 １、图 ２ 所示.
实验 １　 传统 ＭＶＤＲ 算法和本文算法在不

同采样数下的性能比较.

图 １　 阵列输出的信干噪比
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ａｒｒａｙ ｏｕｔｐｕｔ ＳＩＮＲ

(ａ)—无偏差ꎻ (ｂ)—３°偏差.

设条件为信噪比 ＳＮＲ ＝ １０ ｄＢ. 在图 １ａ 中ꎬ当
采样数大于 １０ 时ꎬＭＶＤＲ 算法的性能随着采样

数的增加而增加ꎻ在采样数较小时ꎬ本文算法的输

出性能更优. 在图 １ｂ 中ꎬ本文算法的输出性能比

传统 ＭＶＤＲ 算法高出约 ３３ ｄＢꎬ更趋近于最优值.
实验 ２　 ５ 种算法在不同频率下的性能比较
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在推导最优权重矢量时ꎬ选定的中心频率

ｆｃ ＝ １０􀆰 ５ ｋＨｚ. 图 ２ 表明ꎬ在频率范围 [１０ ｋＨｚꎬ
１１ ｋＨｚ]内ꎬ传统 ＭＶＤＲ 算法输出的信干噪比性

能最差ꎬＲＡＢ － ＷＣ 算法的性能有所提高ꎬＲＢ 算

法和本文算法的性能比较接近. 但本文算法无论

是在无偏差还是有偏差的情况下ꎬ输出的信干噪

比性能都最优.

图 ２　 阵列输出的信干噪比
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ａｒｒａｙ ｏｕｔｐｕｔ ＳＩＮＲ

(ａ)—无偏差ꎻ (ｂ)—３°偏差.

４　 结　 　 论

为了降低信号导向矢量偏差和相位模式转化

误差对输出性能的影响ꎬ提出了一种新的基于均

匀圆阵的稳健迭代自适应波束形成算法. 该算法

通过最差性能优化法和拉格朗日乘子法推导出权

重矢量的闭式解表达式ꎬ给出了求解最优对角载

入值的方法ꎬ解决了载入值估计的难题. 该算法能

够对波束主瓣区域内信号的畸变进行有效控制ꎬ
具有快速的收敛性ꎬ系统的稳健性得以提高. 仿真

实验结果表明ꎬ本文算法能够适用于均匀圆阵ꎬ并
且改善了输出的信干噪比性能.
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