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考虑三维结合部形貌的静摩擦因数非线性分形模型

潘五九ꎬ 李小彭ꎬ 王　 雪ꎬ 李木岩
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 考虑三维结合部形貌的 Ｗ －Ｍ 函数ꎬ推导了结合部静摩擦因数非线性分形理论模型. 数值模拟

了考虑三维形貌的结合部静摩擦因数与法向载荷 Ｐ、分形维数 Ｄ、分形尺度系数 Ｇ 的关系ꎬ以及在二维分形和

三维分形模型中的差异. 结果表明:结合部静摩擦因数与法向载荷成单调递增关系ꎬ与分形尺度系数成单调递

减关系. 当 Ｄ 小于 ２􀆰 ５ 时ꎬ静摩擦因数随分形维数的增大而增大ꎻ当 Ｄ 大于 ２􀆰 ５ 时ꎬ静摩擦因数随分形维数的

增大而减小ꎻ三维分形下的静摩擦因数小于二维分形下的静摩擦因数.
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　 　 经过装配的部件间的接触面称之为结合部.
结合部大量存在于机械系统中ꎬ且系统的 ６０％ 刚

度和 ９０％ 的阻尼皆产生于结合部[１ － ２] . 正常工作

的机器ꎬ其结合部由于外载传递将不可避免地产

生摩擦现象ꎬ反过来摩擦又对系统动态稳定性产

生影响[３ － ５] . 因为工业界约有 ３０％ ~ ５０％ 的能量

会通过热传导、振动、噪声等形式消耗在结合部摩

擦上[６]ꎬ因此ꎬ预测和研究结合部的静摩擦特性

是必要的. 摩擦因数的概念首次由达芬奇给出并

引入理论研究范畴ꎬ至此很多学者进行了结合部

静摩擦因数特性的研究. Ｃｈａｎｇ 等[７] 考虑结合部

上粘着力的影响ꎬ并基于统计的 Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ －
Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ(Ｇ －Ｗ)模型ꎬ给出了结合部静摩擦因

数预测模型. 田红亮等[６] 改进了分形理论公式推

导ꎬ得出了最大静摩擦力及摩擦因数等与微凸体

实际接触面积间的函数预测模型ꎻ兰国生等[８] 根



　 　

据传统 Ｍａｊｕｍｄａｒ － Ｂｈｕｓｈａｎ (Ｍ － Ｂ)模型ꎬ给出

了静摩擦因数与法向载荷之间的函数变化趋势.
经典的 Ｇ － Ｗ 模型受限于测量仪器分辨率

和采样长度ꎬ所以推导出的相关模型[７] 具有局限

性. Ｍ － Ｂ 分形模型弥补了这一局限ꎬ因其对表面

形貌进行分形表征具有尺度独立性ꎬ将不再受仪

器分辨率和采样长度限制. 但是以上基于分形理

论建立的静摩擦因数模型[６ － ８]均是建立在二维分

形曲线(１ <Ｄ < ２)基础上ꎬ用二维分形模型计算

预测三维形貌(２ < Ｄ < ３)的接触特性ꎬ本身就存

在理论上的不合理性[９ － １０] . 因此本文旨在修正的

Ｍ － Ｂ 分形接触理论和赫兹接触理论基础上ꎬ考
虑三维分形接触特性ꎬ建立了新的结合部静摩擦

因数非线性数学模型.

１　 结合部建模

由 Ｈｅｒｔｚ 理论可知ꎬ结合部上两微凸体在外

载下相互接触可等效为一刚性光滑平面和一球形

等效微凸体相接触ꎬ如图 １ 所示.

图 １　 等效微凸体和等效刚性光滑平面接触变形图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ａｓｐｅｒｉｔｙ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｍｏｏｔｈ ｒｉｇｉｄ ｐｌａｎｅ

图 １ 中三角形 ｏｂｃ 根据勾股定理易得

ｒ′２ ＝ Ｒ２ － (Ｒ － ω) ２ . (１)
式(１)变形可得

Ｒ ＝ ω
２ ＋ ｒ′２

２ω . (２)

由于微凸体变形量 ω 远小于 Ｒꎬ故设 Ｒ≫ ω
２ ꎬ

可得

Ｒ≈ｒ′２
２ω . (３)

图 １ 中没有变形的等效微凸体和刚性光滑平

面接触的横截面积为

Ａ ＝ πｒ′２ ＝ π[Ｒ２ － (Ｒ － ω) ２]≈２πＲω . (４)
由经典赫兹弹性接触理论知ꎬ微凸体处于弹

性变形阶段时所承受的法向载荷为[６]

ｐｅ ＝
４
３ ＥＲ０􀆰 ５ω１􀆰 ５ . (５)

当微凸体接触时ꎬ实际变形的微凸体与刚性

平面所形成的接触面的半径为[１１]

　 　 　 ｒ ＝ ３ｐｅＲ
４Ｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

ꎬ (６)

Ｅ ＝ １ － ν２
１

Ｅ１
＋
１ － ν２

２

Ｅ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １

. (７)

式中:Ｅ 为微凸体的等效弹性模量ꎻＥ１ 和 Ｅ２ 分别

为两相互接触的微凸体的弹性模量ꎻν１ 和 ν２ 则分

别为它们的泊松比.
将式(５)代入式(６)可得

ｒ ＝ Ｒ０􀆰 ５ω０􀆰 ５ . (８)
将式(３)代入式(８)可得实际变形的微凸体

与刚性平面所形成的接触面半径 ｒ 与等效刚性平

面截得等效微凸体后所形成的横截面半径 ｒ′之间

的关系:

ｒ ＝ ２
２ ｒ′ . (９)

由式(４)和式(９)可知ꎬ图 １ 中等效微凸体和

刚性光滑平面实际接触面积为

ａ ＝ πｒ２ ＝ １
２ πｒ′２ ＝ πＲω . (１０)

１􀆰 １　 各变形阶段微凸体的临界接触面积

Ｙａｎ 等[１１] 改进单变量的 Ｗ － Ｍ 函数ꎬ得到

了能模拟三维表面形貌的曲面函数. 修改后的双

变量 Ｗ －Ｍ 函数为

ｚ(ｘꎬｙ) ＝ Ｌ( ＧＬ ) (Ｄ－２)( ｌｎγＭ ) １ / ２∑
Ｍ

ｍ ＝１
∑
ｎｍａｘ

ｎ ＝０
γ(Ｄ－３)ｎ ×

ｃｏｓφｍꎬｎ－ｃｏｓ
２πγｎ(ｘ２ ＋ ｙ２) １ / ２

Ｌ ｃｏｓ( ｔａｎ－１( ｙ
ｘ ) －[{

πｍ
Ｍ ) ＋ φｍꎬｎ ]} . (１１)

式中:Ｌ 为形貌取样长度ꎻＤ 为结合部形貌分形维

数(２ <Ｄ < ３)ꎻＧ 为分形尺度系数ꎻγ(γ > １ꎬ一般

取 １􀆰 ５)为决定频率密度的参数ꎻＭ 为组成粗糙表

面形貌时峰脊叠加的数目ꎻｎ 为频率指数ꎬｎｍａｘ ＝
Ｉｎｔ[ ｌｇ(Ｌ / Ｌｓ) / ｌｇγ]ꎻＬｓ 为最低截断长度ꎻｘꎬｙ 为表

面微凸体的直角坐标系ꎻφｍꎬｎ为乱数相位.
由式(１１)知ꎬ该余弦函数的波峰与波谷幅值

差可用来定义微凸体受载后的变形量ꎬ即
ω ＝ ２Ｇ(Ｄ － ２)( ｌｎγ) １ / ２(２ｒ′) (３ － Ｄ) . (１２)

由式(４) 和式(１０)将式(１２)变形为面积 ａ
的函数:

ω ＝ ２(１１ － ３Ｄ) / ２Ｇ(Ｄ － ２)( ｌｎγ) １ / ２π(Ｄ － ３) / ２ａ(３ － Ｄ) / ２ .
(１３)
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将式(１３)代入式(１０)中ꎬ得等效微凸体曲率

半径:

Ｒ ＝ ２(３Ｄ － １１) / ２π(１ － Ｄ) / ２Ｇ(２ － Ｄ)ａ(Ｄ － １) / ２

( ｌｎγ) １ / ２ . (１４)

弹性变形阶段微凸体的临界变形量为[１２]

ωｃ ＝
３３πｋμφ

４０
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ . (１５)

式中:φ ＝
σｙ

Ｅ 为材料特征参数ꎻσｙ 为较软材料的屈

服强度ꎻｋμ 为摩擦力的修正参数ꎬμ 为动摩擦系

数. 当 ０≤μ≤０􀆰 ３ 时ꎬｋμ ＝ １ － ０􀆰 ２２８μꎻ当 ０􀆰 ３ < μ
< １ 时ꎬｋμ ＝ ０􀆰 ９３２ ｅ － １􀆰 ５８(μ － ０􀆰 ３) .

由式(１３) ~ 式(１５)可推导出微凸体的临界

弹性变形面积:

ａｃ ＝ ２(３Ｄ － １１) / (２ － Ｄ) ３３ｋμφ
４０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ / (２ － Ｄ)

π(４ － Ｄ) / (２ － Ｄ) ×

( ｌｎγ) １ / (Ｄ － ２)Ｇ２ . (１６)
１􀆰 ２　 各变形阶段微凸体的法向接触载荷

由式(５)、式(１３)与式(１４)可将微凸体弹性

变形阶段法向载荷表示成接触面积 ａ 的函数:

Ｐｅ(ａ) ＝ １
３ Ｅπ(Ｄ － ４) / ２２(１５ － ３Ｄ) / ２( ｌｎγ) １ / ２ＧＤ － ２ａ(４ － Ｄ) / ２ .

(１７)
微凸体塑性变形阶段法向载荷为

Ｐｐ(ａ) ＝ λσｙａ . (１８)
式中:λ ＝Ｈ / σｙꎬ为定义的系数ꎬＨ 为较软材料的

硬度.
１􀆰 ３　 结合部的实际接触面积

结合 部 上 所 有 微 凸 体 的 面 积 分 布 函 数

ｎ(ａ) [１１]与其中最大的微凸体接触面积 ａｌ 间的关

系为

ｎ(ａ) ＝ Ｄ － １
２ ａ

(Ｄ － １)
２

ｌ ａ
－ (Ｄ ＋ １)

２ ꎬ０ < ａ≤ａｌꎬ２ <Ｄ < ３ .

(１９)
对面积分布函数 ｎ(ａ)在微凸体各变形区间

进行连续积分ꎬ可得整个结合面上的实际接触面

积 Ａｒ . 它应包含结合部上微凸体经历从弹性变形

到塑性变形阶段的接触面积总和:

Ａｒ ＝ ∫
ａｃ

０

ｎ(ａ)ａｄ ａ ＋ ∫
ａｌ

ａｃ

ｎ(ａ)ａｄ ａ ＝

∫
ａｌ

０

Ｄ － １
２ ａ(Ｄ－１) / ２

ｌ ａ－(Ｄ＋１) / ２ａｄａ ＝ Ｄ － １
３ － Ｄａｌ . (２０)

２　 法向接触载荷三维分形模型

对单个微凸体在其弹性和塑性变形阶段与面

积分布函数 ｎ(ａ)进行连续积分ꎬ由式(１７) ~ 式

(１９)可得总法向载荷.
１) 当 ２ <Ｄ < ３ꎬＤ≠２􀆰 ５ 时ꎬ

Ｐ ＝ ∫
ａｃ

０

Ｐｐｎ(ａ) ｄａ ＋ ∫
ａｌ

ａｃ

Ｐｅ(ａ) ｎ(ａ)ｄａ ＝

Ｄ － １
３ － Ｄλσｙａ０􀆰 ５Ｄ－０􀆰 ５

ｌ ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ＋ (Ｄ － １)

３(２􀆰 ５ － Ｄ)２
６􀆰 ５－１􀆰 ５Ｄ ×

Ｅπ０􀆰 ５Ｄ－２( ｌｎγ) ０􀆰 ５ＧＤ－２ａ０􀆰 ５Ｄ－０􀆰 ５
ｌ (ａ２􀆰 ５－Ｄ

ｌ － ａ２􀆰 ５－Ｄ
ｃ ) .

(２１)
２) 当 ２ <Ｄ < ３ꎬＤ ＝ ２􀆰 ５ 时ꎬ

Ｐ＝∫
ａｃ

０

Ｐｐｎ(ａ)ｄａ ＋∫
ａｌ

ａｃ

Ｐｅ(ａ) ｎ(ａ)ｄａ ＝ ３λσｙａ０􀆰 ７５
ｌ ａ０􀆰 ２５

ｃ ＋

０􀆰 １２５Ｅπ－０􀆰 ７５２４􀆰 ７５(ｌｎγ)０􀆰 ５Ｇ０􀆰 ５ａ０􀆰 ７５
ｌ (ｌｎａｌ － ｌｎａｃ) .

(２２)
对式(２１)无量纲化可得

Ｐ∗ ＝ Ｄ － １
３ －Ｄλφａ(０􀆰 ５Ｄ － ０􀆰 ５)∗

ｌ ａ(１􀆰 ５ － ０􀆰 ５Ｄ)∗
ｃ ＋

Ｄ － １
３(２􀆰 ５ －Ｄ)π

０􀆰 ５Ｄ － ２２６􀆰 ５ － １􀆰 ５Ｄ( ｌｎγ) ０􀆰 ５Ｇ(Ｄ － ２)∗ ×

ａ(０􀆰 ５Ｄ － ０􀆰 ５)∗
ｌ [ａ(２􀆰 ５ － Ｄ)∗

ｌ － ａ(２􀆰 ５ － Ｄ)∗
ｃ ] . (２３)

式中:Ｐ∗ ＝ Ｐ / ( ＥＡａ )ꎻ ａ∗
ｌ ＝ ａｌ / Ａａꎻ ａ∗

ｃ ＝ ａｃ / Ａａꎻ

Ｇ∗ ＝Ｇ / Ａａ ꎻＡａ 为结合面名义接触面积.
对式(２２)进行无量纲化可得

Ｐ∗ ＝ ３λφａ０􀆰 ７５∗
ｌ ａ０􀆰 ２５∗

ｃ ＋ ０􀆰 １２５π － ０􀆰 ７５ ２４􀆰 ７５ ×

( ｌｎγ) ０􀆰 ５Ｇ０􀆰 ５∗ａ０􀆰 ７５∗
ｌ ｌｎ

ａ∗
ｌ

ａ∗
ｃ

. (２４)

３　 切向接触载荷三维分形模型

根据汉米尔顿假设[１３]ꎬ若微凸体的屈服发生

在接触点边缘ꎬ接触边缘的 ３ 个主应力分别为

σ１ ＝ １ － ２ν
２πｒ２

ｐ ＋ ３Ｑ
４ｒ２

ν
４ ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (２５)

σ２ ＝ ９ν
１６ｒ２

Ｑ － １ － ２ν
２πｒ２

ｐ ꎬ (２６)

σ３ ＝ ０ . (２７)
式中:Ｑꎬｐ 分别为单个微凸体受到的切向与法向

载荷.
由 Ｔｒｅｓｃａ 屈服条件知:

σ１ － σ２ ＝ σｙ . (２８)
将式(２５)、式(２６)代入式(２８)ꎬ得

Ｑ ＝ ８ｒ２
６ － ３νσｙ － ８(１ － ２ν)

(６ － ３ν)πｐ ＝

８ａσｙ

(６ － ３ν)π ＋ ８(２ν － １)
π(６ － ３ν)ｐ . (２９)

由式(２９)和式(１９)可知所有处于弹性变形
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阶段微凸体的切向载荷.
１) 当 ２ <Ｄ < ３ꎬＤ≠２􀆰 ５ 时ꎬ

Ｔｅ ＝ ∫
ａｌ

ａｃ

Ｑｅｎ(ａ)ｄａ ＝

∫
ａｌ

ａｃ

８ａσｙ

(６ － ３ν)π ＋ ８(２ν － １)
π(６ － ３ν)Ｐｅ[ ] ｎ(ａ)ｄａ ＝

８σｙ(Ｄ － １)
π(６ － ３ν)(３ － Ｄ)ａ

０􀆰 ５Ｄ－０􀆰 ５
ｌ (ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ

ｌ － ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ) ＋

(２ν －１)Ｅ
３π(６ －３ν)(５ －２Ｄ)π

０􀆰 ５Ｄ－２(ｌｎγ)０􀆰 ５ＧＤ－２２１１􀆰 ５－１􀆰 ５Ｄ ×

ａ０􀆰 ５Ｄ－０􀆰 ５
ｌ (ａ２􀆰 ５－Ｄ

ｌ － ａ２􀆰 ５－Ｄ
ｃ ) . (３０)

２) 当 ２ <Ｄ < ３ꎬＤ ＝ ２􀆰 ５ 时ꎬ

Ｔｅ ＝
２４σｙ

π(６ － ３ν)ａ
０􀆰 ７５
ｌ (ａ０􀆰 ２５

ｌ － ａ０􀆰 ２５
ｃ ) ＋

(２ν － １)Ｅ
π(６ － ３ν) × π－０􀆰 ７５( ｌｎγ) ０􀆰 ５Ｇ０􀆰 ５２４􀆰 ７５ａ０􀆰 ７５

ｌ ｌｎ
ａｌ

ａｃ
.

(３１)
对于已经发生完全塑性变形的微凸体ꎬ没有

承受切向载荷的能力ꎬ故在计算结合部切向载荷

时不涉及微凸体完全塑性变形阶段. 那么结合部

总切向接触载荷为

Ｔ ＝ Ｔｅ . (３２)
对式(３０)和式(３１)分别进行无量纲化可得

Ｔ∗ ＝ ８φ(Ｄ － １)
π(６ － ３ν)(３ －Ｄ) ａ

(０􀆰 ５Ｄ － ０􀆰 ５)∗
ｌ ( ａ(１􀆰 ５ － ０􀆰 ５Ｄ)∗

ｌ －

ａ(１􀆰 ５ －０􀆰 ５Ｄ)∗
ｃ )＋ (２ν －１)

３π(６ －３ν)(５ －２Ｄ)π
０􀆰 ５Ｄ －２(ｌｎγ)０􀆰 ５ ×

Ｇ(Ｄ － ２)∗ × ２１１􀆰 ５ － １􀆰 ５Ｄ ａ(０􀆰 ５Ｄ － ０􀆰 ５)∗
ｌ ａ(２􀆰 ５ － Ｄ)∗

ｌ －
ａ(２􀆰 ５ － Ｄ)∗

ｃ ) . (３３)
式中ꎬＴ∗ ＝ Ｔ / ＥＡａ .

Ｔ∗ ＝ ２４φ
π(６ － ３ν) ａ０􀆰 ７５∗

ｌ ( ａ０􀆰 ２５∗
ｌ － ａ０􀆰 ２５∗

ｃ ) ＋

(２ν － １)
π(６ － ３ν)π

－ ０􀆰 ７５ × ( ｌｎγ) ０􀆰 ５Ｇ０􀆰 ５∗２４􀆰 ７５ａ０􀆰 ７５∗
ｌ ｌｎ

ａ∗
ｌ

ａ∗
ｃ

.

(３４)

４　 静摩擦因数非线性分形模型

随着切向力的增大ꎬ结合部将处于临界滑动

状态ꎬ此时结合部上微凸体所受的总切向载荷 Ｔ
就是最大静摩擦力[６ － ８] .

因此ꎬ由式(２１)、式(２２)及式(３０) ~ 式(３２)
可得考虑真实三维形貌静摩擦因数的非线性分形

模型:

ｆ ＝ Ｔ
Ｐ . (３５)

根据式(２３)、式(２４)、式(３３)、式(３４)可得

其无量纲化模型:

ｆ ＝ Ｔ∗

Ｐ∗ . (３６)

５　 仿真与讨论

分别分析静摩擦因数在不同 Ｄ 和不同 Ｇ 下

的变化规律ꎻ对比分析了二维分形和三维分形下

静摩擦因数模型间的差异ꎬ以及理论计算值与试

验值间的误差.
５􀆰 １　 Ｄ 对三维静摩擦因数的影响

令 φ ＝ １ꎬν ＝ ０􀆰 ３ꎬＧ∗ ＝ １０ － ５ꎬλ ＝ ２􀆰 ８ꎬ由式

(３５)可得 Ｄ 对静摩擦因数的影响ꎬ如图 ２ 所示.
可知:静摩擦因数 ｆ 均随无量纲法向载荷 Ｐ∗的增

大ꎬ单调增大ꎻ当 Ｄ 小于 ２􀆰 ５ 时ꎬ静摩擦因数随分

形维数的增大而增大ꎻ当 Ｄ 大于 ２􀆰 ５ 时ꎬ静摩擦

因数随分形维数的增大而减小.
５􀆰 ２　 Ｇ∗对三维静摩擦因数的影响

令 Ｄ 分别为 ２􀆰 ３ꎬ２􀆰 ５ꎬ２􀆰 ７ 时ꎬ分形尺度系数

Ｇ∗对 ｆ 的影响如图 ３ 所示. 可知:ｆ 随着 Ｇ∗的减

小而增大ꎻｆ 的增长率随 Ｇ∗的增大而减小.
５􀆰 ３　 本文模型的验证

为了验证文中所提模型的有效性ꎬ将其与现

有试验数据进行对比. 田红亮等[１４] 以 ＹＫ３１３２０
型滚齿机床的静压导轨结合面为研究对象ꎬ给出

了结合面上静摩擦因数随不同法向载荷的变化

值. 结合面相关参数如表 １ 所示. 结合面的分形参

数 ＤꎬＧ 分别为 ２􀆰 ５０３ ３ꎬ２􀆰 ００６ ６ × １０ － ９ ｍ. 当结合

面法向载荷 Ｐ ＝ １００ ｋＮ 时ꎬ由表 １ 中数据及式

(１５)和式(２０)可得此时微凸体的最大接触面积

ａｌ ＝ ２􀆰 １００ ６７６ × １０ － ４ ｍ２ . 再由式(２９)、式(３１)和
式(３４)可计算出此时的 ｆ ＝ ０􀆰 ５２３ ０. 如图 ４ 所示ꎬ
当 Ｐ ＝ １００ ｋＮ时的试验数据为 ｆ ＝ ０􀆰 ４６６ ９３. 从图

４ａ 可知ꎬ静摩擦因数与试验数据的变化趋势一

致ꎬ均随总法向载荷呈增长趋势. 在图 ４ｂ 和图 ４ｃ
中ꎬ分别给出了理论计算值与试验值的绝对和相

对误差. 绝对误差和相对误差的变化范围分别为

－ ０􀆰 １３９ ６ ~ ０􀆰 ０５６ ０７ 和 － ３８􀆰 ７８％ ~ １２􀆰 ０１％ . 另
外ꎬ试验值的最大与最小差值:ｆｍａｘ － ｆｍｉｎ ＝０􀆰 ４６６ ９３
－０􀆰 ３６ ＝０􀆰 １０６ ９３ꎬ整体波动范围较小ꎬ因此分析两

者之间的绝对误差较为合理. 基于以上分析ꎬ本文

模型对于工程结合面上静摩擦因数预测有一定的

合理性.
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图 ２　 不同分形维数 Ｄ对静摩擦因数的影响
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｄ ｏｎ ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

图 ３　 不同分形尺度系数 Ｇ∗对静摩擦因数的影响

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔａｌ ｓｃａｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｇ∗ｏｎ ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
(ａ)—Ｄ ＝ ２􀆰 ３ꎻ (ｂ)—Ｄ ＝ ２􀆰 ５ꎻ (ｃ)—Ｄ ＝ ２􀆰 ７.

图 ４　 本文模型理论值与试验值比较分析
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ

表 １　 结合面参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｓｕｒｆａｃｅｓ

参数 表面 １(３５ 钢) 表面 ２(４５ 钢)

Ｅ / ＧＰａ １９７ ２０５
ν ０􀆰 ３１ ０􀆰 ３

ρ / ｋｇ􀅰ｍ － ３) ７ ８２６ ７ ８３３
σｙ / ＭＰａ ３４６ ３５３
Ｈ / ＭＰａ ４７８ ５００

γ １􀆰 ５ １􀆰 ５

６　 结　 　 论

１) 静摩擦因数与分形维数 Ｄ、分形尺度系数

Ｇ 有着较复杂的非线性关系.
２) 静摩擦因数随 Ｄ 的增大先增大后减小并

以 Ｄ ＝ ２􀆰 ５ 为界ꎻ静摩擦因数随 Ｇ 的减小而增大.
３) 对比本文理论模型计算值和试验值ꎬ绝对

误差范围为 － ０􀆰 １３９ ６ ~ ０􀆰 ０５６ ０７.
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ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｓｅｌｆ￣ｅｘｃｉｔｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ
ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ２０１５ꎬ３６(５):６９０ － ６９４. )

[ ４ ]　 Ｂａｒａｍｓｋｙ ＮꎬＳｅｉｂｅｌ ＡꎬＳｃｈｌａｔｔｍａｎｎ Ｊ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ￣
ｉｎｄｕｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｄｕｒｉｎｇ ｔｉｇｈｔｅｎｉｎｇ ｏｆ ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔｓ [ Ｊ] .
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２０１６ꎬ１６
(１):２５９ － ２６０.

[ ５ ]　 Ｉｒｏｚ ＩꎬＨａｎｓｓ ＭꎬＥｂｅｒｈａｒｄ Ｐ. Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ￣
ｉｎｄｕｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ａｐｐｒｏａｃｈ[ Ｊ] .
Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ２０１７ꎬ３９(１ / ２):３７ － ４９.

[ ６ ]　 田红亮ꎬ赵春华ꎬ方子帆ꎬ等. 金属材料表面静摩擦学特性

的预测研究———理论模型[Ｊ] . 振动与冲击ꎬ２０１３ꎬ３２(１２):
４０ － ４４.
( Ｔｉａｎ Ｈｏｎｇ￣ｌｉａｎｇꎬ Ｚｈａｏ Ｃｈｕｎ￣ｈｕａꎬ Ｆａｎｇ Ｚｉ￣ｆａｎꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｐｒｅｄｉｃａｔｉｏｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｓｔａｔｉｃ ｔｒｉｂｏｌｏｇｉｃａｌ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ
ｍｅｔａｌｌｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｕｒｆａｃｅｓ—ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋꎬ２０１３ꎬ３２(１２):４０ － ４４. )

[ ７ ]　 Ｃｈａｎｇ Ｗ ＲꎬＥｔｓｉｏｎ Ｉꎬ Ｂｏｇｙ Ｄ Ｂ. Ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｍｅｔａｌｌｉｃ ｒｏｕｇｈ ｓｕｒｆａｃｅｓ [ Ｊ] . ＡＳＭＥ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙꎬ１９８８ꎬ１１０(１):５７ － ６３.

[ ８ ]　 兰国生ꎬ张学良ꎬ丁红钦ꎬ等.基于分形理论的结合面静摩擦因

数改进模型[Ｊ].农业机械学报ꎬ２０１２ꎬ４３(１):２１３ －２１８.
(Ｌａｎ Ｇｕｏ￣ｓｈｅｎｇꎬ Ｚｈａｎｇ Ｘｕｅ￣ｌｉａｎｇꎬＤｉｎｇ Ｈｏｎｇ￣ｑｉｎꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｒａｃｔａｌ ｔｈｅｏｒｙ [ Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ
Ｓｏｃｉｅｔｙ ｆｏｒ Ａｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌ Ｍａｃｈｉｎｅｒｙꎬ ２０１２ꎬ ４３ ( １ ): ２１３ －
２１８. )

[ ９ ]　 Ｌｉｏｕ Ｊ ＬꎬＬｉｎ Ｊ Ｆ. Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｆｒａｃｔａｌ ｍｉｃｒｏｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ａｓｐｅｒｉｔｙ ｈｅｉｇｈｔｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ[Ｊ] . Ｗｅａｒꎬ２０１０ꎬ２６８(１ / ２):１３３ － １４４.

[１０] Ｌｕｅｎ Ｌ ＪꎬＦｉｎ Ｌ Ｊ. Ａ ｎｅｗ ｍｉｃｒｏｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎꎬｔｏｐｏｔｈｅｓｙꎬｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ａｓｐｅｒｉｔｙꎬａｎｄ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｓｐｅｒｉｔｙ ｈｅｉｇｈｔｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２００７ꎬ７４(４):６０３ － ６１３.

[１１] Ｙａｎ ＷꎬＫｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓ Ｋ. Ｃｏｎｔａｃｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ￣ｐｌａｓｔｉｃ
ｆｒａｃｔａｌ ｓｕｒｆａｃｅｓ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ １９９８ꎬ ８４
(７):３６１７ － ３６２４.

[１２] Ｌｉ Ｘ ＰꎬＹｕｅ ＢꎬＺｈａｏ Ｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｆｒａｃｔａｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｆｒｉｃｔｉｏｎ
ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１４ꎬ９(１):１ － ５.

[１３] Ｈａｍｉｌｔｏｎ Ｇ Ｍ. Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｂｅｎｅａｔｈ ａ
ｓｌｉｄｉｎｇ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｔａｃｔ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ１９８３ꎬ１９７(１):５３ － ５９.

[１４] 田红亮ꎬ刘芙蓉ꎬ赵春华ꎬ等. 金属材料表面静摩擦学特性

的预测研究———实验佐证[ Ｊ] . 振动与冲击ꎬ２０１４ꎬ３３(１):
２０９ － ２２０.
( Ｔｉａｎ Ｈｏｎｇ￣ｌｉａｎｇꎬ Ｌｉｕ Ｆｕ￣ｒｏｎｇꎬ Ｚｈａｏ Ｃｈｕｎ￣ｈｕａꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｍｅｔａｌｌｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ
ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｐｒｏｏｆ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎｄ Ｓｈｏｃｋꎬ２０１４ꎬ３３(１):２０９ － ２２０. )
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