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摘　 　 　 要: 对带流体动力学阻尼的 ＩＢｑ 方程进行了研究ꎬ发现虽然对 Ｂｑ 方程精确解的研究很多ꎬ但对 ＩＢｑ
方程解的研究结果却很少. 介绍了求解非线性演化方程的 Ｔａｎｈ 法与扩展 Ｔａｎｈ 函数法ꎬ使用符号计算软件

Ｍａｐｌｅ 和 Ｔａｎｈ 函数法获得带流体动力学阻尼的 ＩＢｑ 方程的大量双曲函数精确解ꎬ主要为扭结和反扭结孤立

子解. 对精确解中未知参数进行赋值ꎬ图解表示了部分精确解ꎬ这对于数值解的准确性和稳定性的核对是有用

的. 获得的结果证实该方法用于分析求解数学物理中各种非线性偏微分方程是有效的.
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　 　 非线性演化方程被广泛用于描述许多重要的

现象和动态过程ꎬ比如流体力学、等离子体、生物

学、光纤和其他工程领域. 理论物理和非线性科学

的进步使得可以构造这些非线性方程的精确行波

解ꎬ借助于数学符号软件 Ｍａｐｌｅ 或者 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ
可以直接寻找这些非线性方程的精确解. 近年来ꎬ
许多对非线性物理现象感兴趣的学者研究了非线

性演化方程的精确解的解决方案ꎬ并提出许多有

效的方法ꎬ例如ꎬ逆散射法[１]、Ｔａｎｈ 函数法[２]、
ｓｉｎｅ － ｃｏｓｉｎｅ 方法[３]、扩展 Ｔａｎｈ 函数法[４ － ６]、 齐

次平衡法[７]、Ｆ － ｅｘｐａｎｓｉｏｎ 法[８]、首次积分法[９]及

(Ｇ’ / Ｇ) －函数展开法[５ꎬ１０]等.
Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ[１１]研究长波在浅水波表面传播的

问题时ꎬ首次导出 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程ꎬ简称 Ｂｑ 方

程. 它的行波解被 Ｗａｚｗａｚ[１２] 用 Ｔａｎｈ 函数法求

得. 如果 Ｂｑ 中 ４ 阶导数项的系数 δ > ０ꎬ则是线性

稳定的ꎬ用于描述微小的非线性弹性梁的横向振

动[１３]ꎬ被称为 ‘好的’ Ｂｑ 方程ꎬ它的行波解被

Ｍｏｈｙｕｄ 等[１４]用 Ｅｘｐ － ｆｕｎｃｔｉｏｎ 法求得. 当 δ < ０
时ꎬ由于它的线性不稳定性ꎬ被称为‘坏的’Ｂｑ 方



　 　

程[１５]ꎬ一个 ２ 维的坏的 Ｂｑ 方程被提出用来描述

表面重力波的传播ꎬ特别是斜向波的正面碰

撞[１６]ꎬ它的行波解被 Ｆｏｒｏｚａｎｉ 等[１７] 用扩展 Ｔａｎｈ
函数法求得. Ｍａｋｈａｎｋｏｖ[１８] 从等离子体的流体动

力学方程组中获得 ＩＢｑ 方程ꎬ该方程不仅可以用

来近似描述长波在浅水水波中传播ꎬ还可用于描

述非谐单原子和双原子链的动力学与热力学特

性[１９] . 在真实的过程中ꎬ内部摩擦(流体类型的摩

擦)同样扮演着重要的角色ꎬ它产生于系统内部

的不可逆过程中ꎬ内部摩擦产生耗散ꎬ耗散函数依

赖于相对位移的时间导数ꎬ因此ꎬ有必要探究带流

体阻尼(耗散项)的 ＩＢｑ 方程[１７] . 文献[２０ － ２１]
都有涉及 ＩＢｑ 方程柯西问题解存在性的研究ꎬ但
未见文章给出 ＩＢｑ 方程的精确行波解. 本文将使

用标准 Ｔａｎｈ 和扩展 Ｔａｎｈ 法ꎬ结合 Ｍａｐｌｅ 符号计

算软件分别得到它的精确行波解.

１　 Ｔａｎｈ 函数法与扩展 Ｔａｎｈ 函数法
概述

　 　 １) 首先ꎬ考虑一个一般形式的非线性偏微分

方程:
Ｐ(ｕꎬｕｔꎬｕｘꎬｕｔｔꎬｕｘｔꎬｕｘｘꎬ􀆺) ＝０ . (１)

式中:ｕ(ｘꎬｔ)表示未知函数ꎻ下标 ｔ 和 ｘ 表示 ｕ(ｘꎬｔ)
对 ｔ 和 ｘ 的偏导数. 为了找方程(１)的行波解ꎬ作
行波变换:

ξ ＝ ｘ － ｃｔꎬｕ(ｘꎬｔ) ＝Ｕ(ξ) . (２)
式中ꎬｃ 为参数. 结合下面的一些变化:
∂
∂ｔ ＝ － ｃ ∂

∂ξꎬ
∂
∂ｘ ＝ ∂

∂ξꎬ
∂２

∂ｘ２ ＝ ∂２

∂ξ２ꎬ
∂２

∂ｘ∂ｔ ＝ － ｃ ∂２

∂ξ２􀆺

把方程(１) 变换为非线性常微分方程:
Ｏ(ＵꎬＵ′ꎬＵ″ꎬＵ″′ꎬ􀆺) ＝０ . (３)

２) 如果得到的常微分方程每一项都含有 ξ
的导数ꎬ则可把这个常微分方程先关于 ξ 积分ꎬ令
积分常数为零得到一个更为简单的方程.

３) 假设一个新的独立变量 ｙ(ξ) ＝ ｔａｎｈ(ｋξ)ꎬ
会引出如下的导数变换式:

ｄ
ｄ(ξ) ＝ ｋ(１ － ｙ２) ｄ

ｄｙꎬ

ｄ２

ｄξ２ ＝ ｋ２(１ － ｙ２) － ２ｙ ｄ
ｄｙ ＋ (１ － ｙ２) ｄ

ｄｙ２[ ]ꎬ

ｄ３

ｄξ３ ＝ ｋ３(１ － ｙ２) (６ｙ２ － ２) ｄ
ｄｙ － ６ｙ(１ －[

ｙ２) ｄ２

ｄｙ２ ＋ (１ － ｙ２) ｄ３

ｄｙ３ ]􀆺
则标准 Ｔａｎｈ 函数展开法解可拟设为一个关

于 ｙ(ξ)的有限形式:

Ｕ(ξ) ＝ Ｓ(ｙ) ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｙｉ . (４)

扩展 Ｔａｎｈ 函数展开法解的形式可拟设为

ｕ(ｘꎬｔ) ＝ Ｓ(ｙ) ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝０
ａｉｙｉ ＋∑

ｍ

ｉ ＝１
ｂｉｙ－ｉ . (５)

４) 参数 ｍ 一般都为正整数ꎬ为了确定 ｍ 的

数值ꎬ平衡方程(３)中的线性最高阶和最高阶非

线性项的幂次. 当 ｍ 被确定后ꎬ收集方程(３)关于

ｙ(ξ)的系数ꎬ令这些系数方程都为零ꎬ当使用方

程(４)形式的拟设解时ꎬ得到关于 ａｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ
ｍ)和 ｋꎬｃ 的方程组ꎻ使用方程(５)形式的拟设解

时ꎬ得到关于 ａｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎬｂｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)
和 ｋꎬｃ 的方程组. 使用 Ｍａｐｌｅ 求解ꎬ把求解结果代

入方程 (４) 或者 (５)ꎬ就可得到拟设形式的行

波解.

２　 使用 Ｔａｎｈ 函数法求解带流体动
力学阻尼的 ＩＢｑ 方程

　 　 带耗散项的 ＩＢｑ 方程为

ｕｔｔ － ｕｘｘ － ｕｘｘｔｔ － ｖｕｘｘｔ ＝ (ｕ２) ｘｘ . (６)
式中ꎬｖ 为非零常实数. 把方程(６)行波变换 ξ ＝
ｘ － ｃｔ 后ꎬ关于 ξ 连续积分两次ꎬ积分常数全设为

零ꎬ得
－ ｃ２Ｕ″ ＋ (ｃ２ － １)Ｕ －Ｕ２ ＋ ｃｖＵ′ ＝ ０ . (７)

平衡 Ｕ″和 Ｕ２ 的幂次有

ｍ ＋ ２ ＝ ２ｍꎬｍ ＝ ２ .
引入独立变量 ｙ( ξ) ＝ ｔａｎｈ( ｋξ)ꎬ标准 Ｔａｎｈ

函数法有限形式的拟设解为

ｕ(ｘꎬｔ) ＝Ｕ(ξ) ＝ Ｓ(ｙ) ＝ ａ０ ＋ ａ１ｙ ＋ ａ２ｙ２ . (８)
把方程(８)代入方程(７)ꎬ整理收集 ｙｊ (０≤

ｊ≤４)的系数ꎬ并设置为零ꎬ得到关于未知系数的

非线性方程组:
－ ａ２

０ ＋ ａ０ｃ２ － ａ０ － ２ａ２ｃ２ｋ２ ＋ ａ１ｖｃｋ ＝ ０ꎬ
２ａ１ｃ２ｋ２ ＋ ａ１ｃ２ ＋ ２ａ２ｖｃｋ － ａ１ － ２ａ０ａ１ ＝ ０ꎬ

　 － ａ２
１ － ｖａ１ｃｋ ＋ ８ａ２ｃ２ｋ２ ＋ ａ２ｃ２ － ａ２ － ２ａ０ａ２ ＝ ０ꎬ
－ ２ａ１ｃ２ｋ２ － ２ａ２ｖｃｋ － ２ａ１ａ２ ＝ ０ꎬ
－ ａ２

２ － ６ａ２ｃ２ｋ２ ＝ ０.
运用吴方法ꎬ结合 Ｍａｐｌｅ 求解这个方程组ꎬ

得到如下形式的 ４ 组 ８ 个解ꎬ其中ꎬｖ 为非零常

数.

ｃ ＝∓ １
５ －６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝ ± １

２
ｖ

－ ６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬａ１ ＝ ３
２５ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎻ
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ｃ ＝∓ １
５ －６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝ ± １

２
ｖ

－ ６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬａ１ ＝ － ３
２５ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎻ

ｃ ＝∓ １
５ ６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝ ± １

２
ｖ

６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ ９
５０ｖ

２ꎬａ１ ＝ ３
２５ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎻ

ｃ ＝∓ １
５ ６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝∓ １

２
ｖ

６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ ９
５０ｖ

２ꎬａ１ ＝ － ３
２５ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
５０ｖ

２ .

把这 ４ 组 ８ 个解分别代入方程(７)ꎬ结合独

立变量 ｙ(ξ) ＝ ｔａｎｈ(ｋξ)ꎬ得到原方程的双曲行波

解ꎬ依次为

ｕ１ꎬ２(ｘꎬｔ) ＝ － ３
５０ｖ

２ ＋ ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
５０ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎬ

ｕ３ꎬ４(ｘꎬｔ) ＝ － ３
５０ｖ

２ － ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
５０ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎬ

ｕ５ꎬ６(ｘꎬｔ) ＝ ９
５０ｖ

２ ＋ ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
５０ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎬ

ｕ７ꎬ８(ｘꎬｔ) ＝ ９
５０ｖ

２ － ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
５０ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) .

式中ꎬｕ１ꎬ２(ｘꎬｔ)分别表示扭结孤立子和反扭结孤

立子. 当 ｃ 取正ꎬｋ 取负时为反扭结孤立子ꎬｖ ＝ ２ꎬ
用 Ｍａｐｌｅ 作解的图像如图 １ａ 所示ꎻ当 ｃ 取负ꎬｋ 取

正时为扭结孤立子ꎬｖ ＝ ２ꎬ用 Ｍａｐｌｅ 作解的图像如

图 １ｂ 所示.

３　 使用扩展 Ｔａｎｈ 函数法求解带流
体动力学阻尼的 ＩＢｑ 方程

　 　 带耗散项的 ＩＢｑ 方程为

ｕｔｔ － ｕｘｘ － ｕｘｘｔｔ － ｖｕｘｘｔ ＝ (ｕ２) ｘｘ . (９)
扩展 Ｔａｎｈ 函数法有限形式的拟设解为

ｕ(ｘꎬｔ) ＝Ｕ(ξ) ＝ Ｓ(ｙ) ＝
　 ａ２ｙ２ ＋ ａ１ｙ ＋ ａ０ ＋ ｂ１ｙ － １ ＋ ｂ２ｙ － ２ . (１０)

把方 程 ( １０ ) 代 入 方 程 ( ７ )ꎬ 整 理 收 集

ｙｊ( － ４≤ｊ≤４)的系数ꎬ并设置为零ꎬ得到关于未

知系数 ａ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬｂ１ꎬｂ２ꎬｋꎬｃ 的非线性方程组:

－ ｂ２
２ － ６ｂ２ｃ２ｋ２ ＝ ０ꎬ

－ ２ｂ１ｃ２ｋ２ － ２ｂ２ｖｃｋ － ２ｂ１ｂ２ ＝ ０ꎬ
　 － ｂ２

１ － ｖｂ１ｃｋ ＋ ８ｂ２ｃ２ｋ２ ＋ ｂ２ｃ２ － ｂ２ － ２ａ０ｂ２ ＝ ０ꎬ
　 ２ｂ１ｃ２ｋ２ ＋ ｂ１ｃ２ ＋ ２ｂ２ｖｃｋ － ｂ１ － ２ａ０ｂ１ － ２ａ１ｂ２ ＝ ０ꎬ

ａ０ｃ２ － ２ａ１ｂ１ － ２ａ２ｂ２ － ａ０ － ａ２
０ － ２ａ２ｃ２ｋ２ －

２ｂ２ｃ２ｋ２ ＋ ａ１ｃｋｖ ＋ ｂ１ｃｋｖ ＝ ０ꎬ
　 ２ａ１ｃ２ｋ２ ＋ ａ１ｃ２ ＋ ２ａ２ｖｃｋ － ａ１ － ２ａ０ａ１ － ２ａ２ｂ１ ＝ ０ꎬ
　 － ａ２

１ － ｖａ１ｃｋ ＋ ８ａ２ｃ２ｋ２ ＋ ａ２ｃ２ － ａ２ － ２ａ０ａ２ ＝ ０ꎬ
－ ２ａ２ｃ２ｋ２ － ２ａ２ｖｃｋ － ２ａ１ａ２ ＝ ０ꎬ
－ ａ２

２ － ６ａ２ｃ２ｋ２ ＝ ０.

图 １　 当 ｖ ＝２ 时ꎬ解 ｕ１ꎬ２(ｘꎬｔ)的三维图
Ｆｉｇ􀆰 １　 ３Ｄ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｕ１ꎬ２(ｘꎬｔ) ｗｈｅｎ ｖ ＝２

(ａ)—反扭结孤立子ꎻ (ｂ)—扭结孤立子.

运用吴方法ꎬ结合 Ｍａｐｌｅ 求解这个方程组ꎬ
得到如下形式的 ４ 组 ８ 个解ꎬ其中ꎬｖ 为非零常

数.

ｃ ＝∓ １
５ －６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝∓ １

４
ｖ

－ ６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ － ９
１００ｖ

２ꎬａ１ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎬ

ｂ１ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬｂ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎻ

ｃ ＝∓ １
５ －６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝ ± １

４
ｖ

－ ６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ
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ａ０ ＝ － ９
１００ｖ

２ꎬａ１ ＝ ３
５０ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎬ

ｂ１ ＝ ３
５０ｖ

２ꎬｂ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎻ

ｃ ＝∓ １
５ ６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝∓ １

４
ｖ

６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ ３
２０ｖ

２ꎬａ１ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎬ

ｂ１ ＝ － ３
５０ｖ

２ꎬｂ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎻ

ｃ ＝∓ １
５ ６ｖ２ ＋ ２５ ꎬｋ ＝ ± １

４
ｖ

６ｖ２ ＋ ２５
ꎬ

ａ０ ＝ ３
２０ｖ

２ꎬａ１ ＝ ３
５０ｖ

２ꎬａ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ꎬ

ｂ１ ＝ ３
５０ｖ

２ꎬｂ２ ＝ － ３
２００ｖ

２ .

把这 ４ 组 ８ 个解分别代入方程(１０)ꎬ结合独

立变量 ｙ( ξ) ＝ ｔａｎｈ( ｋξ)ꎬ得到原方程的行波解ꎬ
依次为

ｕ１ꎬ２(ｘꎬｔ) ＝ － ９
１００ｖ

２ － ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) － ３
５０ｖ

２ｃｏｔｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ｃｏｔｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎻ

ｕ３ꎬ４(ｘꎬｔ) ＝ － ９
１００ｖ

２ ＋ ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) ＋ ３
５０ｖ

２ｃｏｔｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ｃｏｔｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎻ

ｕ５ꎬ６(ｘꎬｔ) ＝ ３
２０ｖ

２ － ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) － ３
５０ｖ

２ｃｏｔｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ｃｏｔｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ)ꎻ

ｕ７ꎬ８(ｘꎬｔ) ＝ ３
２０ｖ

２ ＋ ３
５０ｖ

２ ｔａｎｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ ｔａｎｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) ＋ ３
５０ｖ

２ｃｏｔｈｋ(ｘ － ｃｔ) －

３
２００ｖ

２ｃｏｔｈ２ｋ(ｘ － ｃｔ) .

４　 结　 　 论

通过对带流体动力学阻尼的 ＩＢｑ 方程进行研

究发现:虽然对 Ｂｑ 方程精确解的研究很多ꎬ但
ＩＢｑ 方程解的研究结果却很少. 在本文中ꎬ使用

Ｔａｎｈ 与扩展 Ｔａｎｈ 函数法分别得到了带流体动力

学阻尼的 ＩＢｑ 方程的精确解ꎬ在 Ｍａｐｌｅ 的帮助下ꎬ
过程简单、直接. 带流体动力学阻尼的 ＩＢｑ 方程行

波精确解的获得ꎬ为该类方程数值解的进一步研

究提供了一定的参考. 这两种方法非常简单ꎬ可以

应用于许多其他非线性偏微分方程.
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