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两端支承式输流管路的强迫振动分析

孙志礼ꎬ 于　 瀛ꎬ 赵千里ꎬ 柴小冬
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 研究水平放置的两端支承式输流管路的强迫振动问题ꎬ将欧拉 －伯努利梁模型视为管路的简化

力学模型. 利用格林函数法对无量纲的强迫振动微分方程进行推导ꎬ得到一般支承形式管路的格林函数ꎬ并最

终得到挠度的一般表达式. 在此基础上研究一端固定、另一端弹性支承输流管路的振动响应ꎬ分别利用微分变

换法和伽辽金法验证其正确性与准确性ꎬ并研究了集中载荷和分布载荷情况下的振动响应. 利用该方法可以

得到封闭的精确解ꎬ比其他数值方法具有较大的优势.
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　 　 输流管路被广泛应用于城市供热系统、飞机

叶片的冷却系统、液压系统等各类需要传送流体

介质的场合ꎬ因其广泛的应用范围ꎬ使得与之相关

的流固耦合振动问题在近一个世纪以来受到广泛

的关注并发表了大量的研究成果[１ － ６] . 现阶段关

于这类问题的研究主要分为物理模型的建立和求

解方法的寻求. 近年来随着计算技术的飞速发展ꎬ
多类求解方法也随之产生ꎬ比较典型的包括:微分

变换法(ＤＴＭ)ꎬ微分求积法(ＤＱＭ)ꎬ伽辽金法

(ＧＭ)ꎬ传递矩阵法(ＴＭＭ)等.
输流管路在工作过程中难免受到外部载荷的

影响ꎬ求解管路的强迫振动问题显得尤为重要. 格
林函数(ＧＦ)在物理上被称为点源影响函数ꎬ通常

用来求解由 “点源” 引起的 “场”ꎬ格林函数法

(ＧＦＭ)优越于其他数值方法的地方在于它可以

快捷地获得精确的解析解. 近几年ꎬＧＦＭ 常被用

于求解欧拉 －伯努利梁的强迫振动问题[７ － １０] . 本
文借鉴 ＧＦＭ 求解细长梁振动问题的过程ꎬ对线



　 　

性的输流管路强迫振动微分方程进行计算ꎬ旨在

获得精确的计算结果ꎬ不仅能作为其他数值方法

的参照ꎬ也能为研究其余形式的振动微分方程提

供思路.

１　 振动微分方程

一般情况下ꎬ不同支承形式的管路受到相同

的外载荷可能导致不同结果. 考虑到用扭转弹簧

和直弹簧组合来表示固定或弹性支承具有普适

性ꎬ输流管路的受激振动力学模型如图 １ 所示.

图 １　 输流管路受激振动力学模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｌｕｉｄ

ｃｏｎｖｅｙｉｎｇ ｐｉｐｅ

若不考虑重力、外部张力等因素的影响ꎬ线性

振动微分方程可以表示为

ＥＩ ∂
４ｗ
∂ｘ４ ＋ＭＵ２ ∂２ｗ

∂ｘ２ ＋ ２ＭＵ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ ＋

(Ｍ ＋ｍ)∂
２ｗ
∂ｔ２

＝ Ｆ(ｘꎬｔ) . (１)

式中:ＥＩ 为弯曲刚度ꎻＭ 和 ｍ 分别为单位长度上

流体和管路的质量ꎻＵ 为流体流速ꎻｗ 为管路的横

向挠度ꎻｘ 和 ｔ 分别为轴向坐标和时间ꎻＦ(ｘꎬｔ)代
表单位长度上的外载荷.

引入下面一些无量纲参量:

ξ ＝ ｘ
Ｌ ꎬη ＝ ｗ

Ｌ ꎬｕ ＝ Ｍ
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
ＬＵꎬ τ ＝ ＥＩ

Ｍ ＋ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｔ
Ｌ２ꎬ

β ＝ Ｍ
Ｍ ＋ｍꎬ ｆ(ξꎬτ) ＝ Ｌ３

ＥＩＦ(ｘꎬｔ) ꎬ 则式(１)可以表

示为

　 ∂４η
∂ξ４ ＋ ｕ２ ∂２η

∂ξ２ ＋ ２ｕ β ∂２η
∂ξ∂τ ＋ ∂２η

∂τ２ ＝ ｆ(ξꎬτ) . (２)

２　 管路的格林函数

假设管路受到简谐激励的作用ꎬ则有

ｆ(ξꎬτ) ＝ ｆ(ξ)ｃｏｓ(ωτ) . (３)

式中:ｆ(ξ)为无量纲的作用力ꎻω ＝ Ｍ ＋ｍ
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
ΩＬ２

为无量纲频率ꎬ其中 Ω 为激振频率.
式(３)可用复数形式表示为

　 ∂４􀭹η
∂ξ４ ＋ ｕ２ ∂２􀭹η

∂ξ２ ＋ ２ｕ β ∂２􀭹η
∂ξ∂τ ＋ ∂２􀭹η

∂τ２ ＝􀭴ｆ(ξ)ｅｉωτ . (４)

其中ꎬ
η(ξꎬτ) ＝ Ｒｅ{􀭹η(ξꎬτ)} .

则式(４)的稳态解可以表示为

􀭹η(ξꎬτ) ＝ ｙ(ξ)ｅｉωτ . (５)
结合式(４)和式(５)可知

η(ξꎬτ) ＝ Ｒｅ{ｙ(ξ)}ｃｏｓ(ωτ) －
Ｉｍ{ｙ(ξ)}ｓｉｎ(ωτ) . (６)

将式(５)代入式(４)ꎬ可得到

ｄ４ｙ
ｄξ４ ＋ ｕ２ ｄ２ｙ

ｄξ２ ＋ ２ｕω β ｉ ｄｙｄξ － ω２ｙ ＝􀭴ｆ(ξ) . (７)

依据格林函数法的定义ꎬ式(６)的解可以表

示为

ｙ(ξ) ＝ ∫１
０
􀭴ｆ(ξ０)Ｇ(ξꎬξ０)ｄξ０ . (８)

式中ꎬＧ(ξꎬ ξ０)为输流管路的格林函数ꎬ是当管路

在任意位置 ξ０ 处受到单位集中力时的响应ꎬ即式

(９)的解为

ｄ４ｙ
ｄξ４ ＋ ｕ２ ｄ２ｙ

ｄξ２ ＋ ２ｕω β ｉ ｄｙｄξ － ω２ｙ ＝ δ(ξ － ξ０) .

(９)
为求解式(８)ꎬ考虑 Ｌａｐｌａｃｅ 变换ꎬ可得到

Ｙ(ｓꎬξ０) ＝ １
ｓ４ ＋ ｕ２ｓ２ ＋２ｕω β ｉｓ －ω２

{ｅ － ｓξ０ ＋

(ｓ３ ＋ ｕ２ｓ ＋２ｕω β ｉ)ｙ(０) ＋
(ｓ２ ＋ ｕ２)ｙ′(０) ＋ ｓｙ″(０) ＋ ｙ‴(０)} . (１０)

式中ꎬｙ (０)ꎬ ｙ′(０)ꎬ ｙ″(０) 和 ｙ‴(０) 均为 ξ０ 的

函数.
将式(１０)中的分母进行有理化ꎬ得到

ｓ４ ＋ ｕ２ｓ２ ＋ ２ｕω β ｉｓ － ω２ ＝ ∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ) .

(１１)
则利用式(１０)可得式(９)的逆变换为

１

∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ)

ｅ－ｓξ０ ＋ｓ３ ＋ ｕ２ｓ ＋ ２ｕω β ｉ

∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ)

ｙ(０) ＋

ｓ２ ＋ ｕ２

∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ)

ｙ′(０) ＋ ｓｙ″(０)

∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ)

＋ ｙ‴(０)

∏
４

ｉ ＝１
(ｓ － ｓｉ)

.

(１２)
为便于表达ꎬ引入以下 ４ 个参量:

Ａ１(ξ) ＝ ｅｓ１ξ

(ｓ１ － ｓ２)(ｓ１ － ｓ３)(ｓ１ － ｓ４)
ꎬ

Ａ２(ξ) ＝ ｅｓ２ξ

(ｓ２ － ｓ１)(ｓ２ － ｓ３)(ｓ２ － ｓ４)
ꎬ

Ａ３(ξ) ＝ ｅｓ３ξ

(ｓ３ － ｓ１)(ｓ３ － ｓ２)(ｓ３ － ｓ４)
ꎬ

Ａ４(ξ) ＝ ｅｓ４ξ

(ｓ４ － ｓ１)(ｓ４ － ｓ２)(ｓ４ － ｓ３)
.
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通过 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换可得格林函数的解:
Ｇ(ξꎬξ０) ＝ ｙ(ξꎬξ０) ＝
φ４(ξ － ξ０)Ｈ(ξ － ξ０) ＋ φ１(ξ)ｙ(０) ＋
φ２(ξ)ｙ′(０) ＋ φ３(ξ)ｙ″(０) ＋ φ４(ξ)ｙ‴(０) .

(１３)
其中 Ｈ(􀅰)为单位阶跃函数ꎬ且

φ１(ξ) ＝ ∑
４

ｉ ＝１
(ｓ３ｉ ＋ ｕ２ｓｉ ＋ ２ｕω β ｉ)Ａ ｉ(ξ)ꎬ

φ２(ξ) ＝ ∑
４

ｉ ＝１
(ｓ２ｉ ＋ ｕ２)Ａ ｉ(ξ) ꎬ

φ３(ξ) ＝ ∑
４

ｉ ＝１
ｓｉＡ ｉ(ξ)ꎬφ４(ξ) ＝ ∑

４

ｉ ＝１
Ａ ｉ(ξ) .

３　 管路的稳态响应

通过推导过程可知ꎬ式 ( １２ ) 中的 ｙ ( ０ )ꎬ
ｙ′(０)ꎬｙ″(０)和 ｙ‴(０)均与边界条件有关且决定

了格林函数的表达形式ꎬ为了得到这 ４ 个参量ꎬ对
ｙ(ξꎬ ξ０)(当 ξ > ξ０ 时)关于 ξ 求导ꎬ得到

ｙ′(ξ － ξ０) ＝ φ′４(ξ － ξ０) ＋ φ′１(ξ)ｙ(０) ＋
φ′２(ξ)ｙ′(０) ＋ φ′３(ξ)ｙ″(０) ＋ φ′４(ξ)ｙ‴(０) ꎬ (１４)
ｙ″(ξ － ξ０) ＝ φ″４(ξ － ξ０) ＋ φ″１(ξ)ｙ(０) ＋
φ″２(ξ)ｙ′(０) ＋ φ″３(ξ)ｙ″(０) ＋ φ″４(ξ)ｙ‴(０) ꎬ (１５)
ｙ‴(ξ － ξ０) ＝ φ‴４(ξ － ξ０) ＋ φ‴１(ξ)ｙ(０) ＋
φ‴２(ξ)ｙ′(０) ＋ φ‴３(ξ)ｙ″(０) ＋ φ‴４(ξ)ｙ‴(０) .

(１６)
将 ξ ＝ １ 代入式(１３) ~式(１６)ꎬ可得到

φ１(１) φ２(１) φ３(１) φ４(１)
φ′１(１) φ′２(１) φ′３(１) φ′４(１)
φ″１(１) φ″２(１) φ″３(１) φ″４(１)
φ‴１(１) φ‴２(１) φ‴３(１) φ‴４(１)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｙ(０)
ｙ′(０)
ｙ″(０)
ｙ‴(０)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

ｙ(１) － φ４(１ － ξ０)
ｙ′(１) － φ′４(１ － ξ０)
ｙ″(１) － φ″４(１ － ξ０)
ｙ‴(１) － φ‴４(１ － ξ０)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

. (１７)

对于如图 １ 所示的管路系统ꎬ其无量纲边界

条件为

η″(０ꎬτ) ＝ ｋｔ１η′(０ꎬτ)ꎬη‴(０ꎬτ) ＝ － ｋ１η(０ꎬτ) .
η″(１ꎬτ) ＝ － ｋｔ２η′(１ꎬτ)ꎬη‴(１ꎬτ) ＝ － ｋ２η(１ꎬτ) .

}
(１８)

结合式 (６)和式(１８)可知ꎬ
ｙ″(０) ＝ ｋｔ１ｙ′(０)ꎬｙ‴(０) ＝ － ｋ１ｙ(０)ꎬ
ｙ″(１) ＝ － ｋｔ２ｙ′(１)ꎬｙ‴(１) ＝ ｋ２ｙ(２) . } (１９)

将式(１９)代入式(１７)ꎬ可得

φ１(１) － ｋ１φ４(１) φ２(１) ＋ ｋｔ１φ３(１) － １ ０
φ′１(１) － ｋ１φ′４(１) φ′２(１) ＋ ｋｔ１φ′３(１) ０ － １
φ″１(１) － ｋ１φ″４(１) φ″２(１) ＋ ｋｔ１φ″３(１) ０ ｋｔ２

φ‴１(１) － ｋ１φ‴４(１) φ‴２(１) ＋ ｋｔ１φ‴３(１) － ｋ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

ｙ(０)
ｙ′(０)
ｙ(１)
ｙ′(１)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

－ φ４(１ － ξ０)
－ φ′４(１ － ξ０)
－ φ″４(１ － ξ０)
－ φ‴４(１ － ξ０)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

. (２０)

通过式(２０)可以求出 ｙ(０)ꎬｙ′(０)的表达式ꎬ
表达式中必然包含变量 ξ０ꎬ将 ｙ(０)ꎬｙ′(０)代入式

(１３)中ꎬ结合式(１９)ꎬ可得到一般支承形式下管

路的格林函数为

Ｇ(ξꎬξ０) ＝
φ４(ξ － ξ０)ｕ(ξ － ξ０) ＋ [φ１(ξ) － ｋ１φ４(ξ)] ×

ｙ(０) ＋ [φ２(ξ) ＋ ｋｔ１φ３(ξ)]ｙ′(０) . (２１)
根据式(８)ꎬ可得到 ｙ(ξ)的表达式为

　 ｙ(ξ) ＝ ∫１
０
􀭴ｆ(ξ０){φ４(ξ － ξ０)ｕ(ξ － ξ０) ＋

[φ１(ξ) － ｋ１φ４(ξ)]ｙ(０) ＋
[φ２(ξ) ＋ ｋｔ１φ３(ξ)]ｙ′(０)}ｄξ０ . (２２)

假设管路受到图 １ 所示的集中载荷作用ꎬ其
无量纲的表达形式为

ｆ(ξꎬτ) ＝ ｆ０δ(ξ － ａ)ｃｏｓ(ωτ) . (２３)
式中 ａ ＝ Ａ / Ｌꎬ表示无量纲加载位置.

然而严格来说ꎬ管路受到的外载荷通常是分

布载荷. 假设载荷为均匀分布ꎬ则

ｆ(ξꎬτ) ＝
ｆ０
α ｃｏｓ(ωτ)ꎬ ｃ≤ξ≤ｄ ꎻ

０ꎬ 其他 .
{ (２４)

式中ꎬα ＝ ｄ － ｃꎬ表示分布区间的长度.
为保持统一ꎬ依然用 ａ 表示载荷中心距离管

路左端点的距离.

４　 计算结果

以一端固定、另一端弹性支承的输流管路

(即取 ｋ１ ＝ ｋｔ１ ＝ ∞ ꎬｋ２ꎬｋｔ２取有限值)为例ꎬ当 ｆ０ ＝
２􀆰 ０ꎬβ ＝ ０􀆰 ５ꎬω ＝ １０􀆰 ０ꎬａ ＝ ０􀆰 ５ꎬｕ ＝ ４􀆰 ０ 时ꎬ计算管

路的振动响应.
４􀆰 １　 方法的有效性

根据推导过程可知ꎬ格林函数法计算得到的

解是精确解ꎬ其准确性亦可以通过计算 ξ ＝ ０􀆰 ８ 处

的挠度幅值与伽辽金方法的解进行对比得到ꎬ当
Ｎ 足够大时ꎬ取前 Ｎ 项的和便可得到近似解ꎬ因
此ꎬ利用伽辽金法ꎬ管路的挠度可近似表示为
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η(ξꎬτ)＝∑
Ｎ

ｎ ＝１
ϕｎ(ξ)ｑｎ(τ) . (２５)

其中ꎬ
ϕｎ(ξ) ＝ ａｎξｎ ＋ １(１ － ξ) ２ . (２６)

ａｎ 可通过归一化条件求得ꎬｑｎ 可通过正则化条件

得到ꎬ具体过程参考文献[１１] . 对于两端固定式

输流管路的计算结果如表 １ 所示.

表 １　 无量纲挠度幅值
Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

流速 ｕ 格林函数法
伽辽金法

Ｎ ＝ ６ Ｎ ＝ １０

０ ０􀆰 ００４ ６４６ ０􀆰 ００４ ６２６ ０􀆰 ００４ ６４９
１ ０􀆰 ００４ ８０２ ０􀆰 ００４ ７８３ ０􀆰 ００４ ８０６
５ ０􀆰 ０２９ ７３９ ０􀆰 ０２９ ７１６ ０􀆰 ０２９ ７４２
１０ ０􀆰 ００３ ９０２ ０􀆰 ００３ ９２３ ０􀆰 ００３ ９００

　 　 由表 １ 可知ꎬＮ 越大ꎬ伽辽金法的解越接近格

林函数法的解ꎬ当 Ｎ ＝ １０ 时ꎬ二者已十分接近.
依据共振原理ꎬ格林函数法同样可用于求解

固有频率. 如图 ２ 所示ꎬ当取 ｋ２ ＝ ｋｔ２ ＝ ｋ ＝ １００ 时ꎬ
可得到 ξ ＝ ０􀆰 ８ 处的挠度幅值随激振频率的变化

曲线.

图 ２　 挠度幅值 ｄｍａｘ与激振频率 ω的关系
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｃｉｔｉｎｇ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ω ａｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄｍａｘ

表 ２ 所示为分别利用本文方法以及微分变换

法所求解的固有频率.

表 ２　 无量纲固有频率(ｋ ＝１００)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ(ｋ ＝１００)

固有频率 格林函数法 微分变换法

ω１ １０􀆰 ９６ １０􀆰 ９０
ω２ ２８􀆰 ８７ ２８􀆰 ９３
ω３ ６９􀆰 １８ ６９􀆰 ３７
ω４ １３１􀆰 ９８ １３２􀆰 ３４

　 　 如表 ２ 所示ꎬ二者的结果十分一致ꎬ证明了本

方法的精确性.
４􀆰 ２　 集中和分布载荷下的振动响应

表 ３ 列举了集中载荷和分布载荷在不同 ｋ 和

α 下的挠度幅值以及偏差.

表 ３　 集中载荷和分布载荷下管路的挠度幅值
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｕｎｄｅｒ

ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｆｏｒｃｅ

ｋ
集中载荷

ｄｍａｘ１

分布载荷

α ｄｍａｘ２

ｄｍａｘ２ － ｄｍａｘ１

ｄｍａｘ１
/‰

０ ０􀆰 ０４２ ９３９ １１
０􀆰 １ ０􀆰 ０４２ ６３７ ５２ － ７􀆰 ０２
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０４２ ９３６ ０８ － ０􀆰 ０７０ ６
０􀆰 ００１ ０􀆰 ０４２ ９３９ ０８ － ０􀆰 ０００ ６９９

１０ ０􀆰 ０２８ ２３０ ７４
０􀆰 １ ０􀆰 ０２８ ０７８ ９１ － ５􀆰 ３８
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０２８ ２２９ ２１ － ０􀆰 ０５４２
０􀆰 ００１ ０􀆰 ０２８ ２３０ ７２ － ０􀆰 ０００ ７０８

１００ ０􀆰 ０７７ ５３１ ７３
０􀆰 １ ０􀆰 ０７７ １５７ ６７ － ４􀆰 ８２
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０７７ ５２７ ９８ － ０􀆰 ０４８４
０􀆰 ００１ ０􀆰 ０７７ ５３１ ６９ － ０􀆰 ０００ ５１６

　 　 当 α 足够小ꎬ如表 ３ 所示ꎬ约为管路长度的百

分之一时ꎬ挠度幅值的偏差已经极小(小数点后 ５
位)ꎬ此时可以将均匀分布的载荷视为集中载荷ꎬ
由此不难知道ꎬ任意形式的分布载荷在 α 足够小

时均可视为集中载荷. 在设计实际受载的管路之

前可由格林函数法计算出挠度ꎬ根据设计准则判

断所受载荷为集中或分散ꎻ这样的计算方法比有

限元更加高效实用ꎬ计算结果有助于设计人员在

初始阶段简化问题ꎬ提高设计效率.
取 ｋ２ ＝ ｋｔ２ ＝ １００ꎬα ＝ ０􀆰 １ꎬ利用格林函数法计

算输流管路在集中载荷和均匀分布载荷作用下的

稳态响应ꎬ得到的挠度幅值如图 ３ 所示.

图 ３　 挠度幅值与集中和分布载荷的关系
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ａｎｄ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

　 　 在计算整个管路的最大挠度时发现两类载荷

下的计算结果接近ꎬ因此任意选取一段放大并一

同置于图 ３ 中. 如图 ３ 所示ꎬ在集中和分布载荷的

作用下ꎬ管路任意位置处的挠度幅值总是前者大
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于后者. 因此ꎬ综合图 ３ 和表 ３ 的结果可得ꎬ当管

路受到分布载荷时ꎬ计算得到的挠度幅值会比受

集中载荷时小ꎬ而且分布区间越大ꎬ影响越大.

５　 结　 　 论

１) 本文利用格林函数法推导了输流直管强

迫振动的微分方程ꎬ并最终得到了稳态响应的精

确解ꎬ相比其他数值方法更加精确ꎬ计算结果可为

设计人员提供良好的参考.
２) 研究了不同分布形式的外载荷对管路挠

度的影响. 研究发现ꎬ当受力相同时ꎬ分布载荷作

用下的挠度总是小于集中载荷下的挠度ꎬ并且分

布区间越大ꎬ二者的差距越大.
３) 方法可推广为研究任意支承形式的直管、

弯管的强迫振动问题ꎬ载荷形式也可为多样ꎬ方法

具有良好的广适性.
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