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考虑表面应力的微悬臂梁质量传感器的建模与仿真

马树军ꎬ 修　 强
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 为了考虑悬臂梁谐振器表面吸附层或者不同材料涂层引起的表面应力的影响ꎬ进而提高质量传

感器的精度和性能ꎬ基于瑞利 －里兹法提出了考虑表面应力的悬臂梁质量传感器的理论方法. 在悬臂梁振动

的控制方程中引入应力系数对其振型函数进行修正ꎬ并系统地分析对悬臂梁振动频率的影响ꎬ再根据瑞利法

建立微悬臂梁质量传感器的理论模型. 应用该方法ꎬ纳米颗粒的位置和质量可以通过颗粒吸附前后悬臂梁的

频率移动来精确确定. 该方法的准确性和可行性通过有限元仿真进行了验证.
关　 键　 词: 微悬臂梁ꎻ质量传感ꎻ表面应力ꎻ欧拉 －伯努利梁理论ꎻ瑞利 －里兹法

中图分类号: ＴＰ ２０６　 　 　 文献标志码: Ａ　 　 　 文章编号: １００５ － ３０２６(２０１８)０２ － ０２３７ － ０５

Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ａｎｄ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ Ｓｕｒｆａｃｅ Ｓｔｒｅｓｓ￣Ｉｎｃｌｕｄｅｄ
Ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ￣ｂａｓｅｄ Ｍａｓｓ Ｓｅｎｓｏｒ
ＭＡ Ｓｈｕ￣ｊｕｎꎬ ＸＩＵ Ｑｉａｎｇ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９ꎬ Ｃｈｉｎａ.
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ: ＭＡ Ｓｈｕ￣ｊｕｎꎬ Ｅ￣ｍａｉｌ: ｍａｓｈｕｊｕｎ＠ ｍｅ. ｎｅｕ. ｅｄｕ. ｃｎ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ａ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌꎬ ｗｈｉｃｈ ｔａｋｅｓ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ Ｒａｙｌｅｉｇｈ￣Ｒｉｔｚ
ｔｈｅｏｒｅｍꎬ ｆｏｒ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ￣ｂａｓｅｄ ｍａｓｓ ｓｅｎｓｏｒ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄꎬ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ
ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｄｓｏｒｂｅｄ ｌａｙｅｒ ｏｒ ｃｏａｔｉｎｇ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｒｅｓｏｎａｔｏｒ ａｎｄ ｔｏ
ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｎｈａｎｃｅ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｅｎｓｏｒ. Ｓｔｒｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｔｏ ａｄｊｕｓｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｏｗａｒｄｓ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ａｎａｌｙｚｅｄ.
Ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｍａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｃａｎ ｂｅ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｓｈｉｆｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ａｄｓｏｒｐｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ
ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｗｅｒｅ ｖａｌｉｄａｔｅｄ ｂｙ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒꎻｍａｓｓ ｓｅｎｓｉｎｇꎻｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓꎻＥｕｌｅｒ￣Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙꎻＲａｙｌｅｉｇｈ￣
Ｒｉｔｚ ｔｈｅｏｒｅｍ

　 　 由于其微小的质量、极高的共振频率和品质

因子ꎬ 微纳米机械系统(ＮＭＥＳ / ＭＥＭＳ)广泛应

用于许多科学技术领域[１ － ３] . 在 ２０ 世纪 ９０ 年代

中期开始出现了基于 ＭＥＭＳ 的传感器ꎬ它的出现

使得量取用其他测量方法很难测得的微观物理量

(如极小的质量、力、变形、温度等)成为可能ꎬ因
而成为探索微观领域的有力工具[４] . 基于微悬臂

梁结构的质量传感器就是其广泛应用的一个典型

代表. 有研究表明ꎬ微悬臂梁质量传感器的质量分

辨率已经达到了 １０ － １８ ~ １０ － ２１ ｇ 的量级[５] . 这样

的质量分辨率使得其能够用于生物金属原子[６]

和生物化学分子[７] 的检测ꎬ甚至是同位素的鉴

定[８] . 在其众多应用中ꎬ即使是单层的吸附层或

者谐振器表面的不同材料喷涂层都会产生很大的

表面应力ꎬ影响悬臂梁的振动频率[９ － １０]ꎬ进而影

响质量的精确检测ꎻ然而在悬臂梁质量传感器的

研究中却很少考虑表面应力的影响.
本文考虑悬臂梁表面应力对其振动频率的影



　 　

响. 将悬臂梁的表面应力等效分解ꎬ通过引入应力

系数对悬臂梁的振型函数加以修正ꎬ再应用瑞利

法建立悬臂梁共振频率和吸附微粒的位置和质量

之间的关系. 根据这个关系便可以利用悬臂梁的

共振频率同时求得吸附微粒的位置和质量.

１　 传感器模型的建立

１􀆰 １　 悬臂梁的振型函数

悬臂梁的表面应力可以按集中载荷模型分解

为作用于悬臂梁自由端的等效轴向力和等效弯

矩[１１ － １２]ꎬ如图 １ 所示:σｓ 为因为吸附作用而产生

的悬臂梁表面应力ꎻＴｅꎬＭｅ 分别为表面应力的等

效轴向力和等效弯矩. 等效弯矩对悬臂梁的振动

频率没有影响[１３]ꎬ这样受表面应力悬臂梁的振动

问题就转化成为受单一轴向力的悬臂梁振动的一

般问题.
　 　 现有一微悬臂梁ꎬ在其任意位置 ｌΔｍ处吸附有

一质量为 Δｍ 微纳颗粒. 如考虑吸附层表面应力

引起的轴向力ꎬ忽略其引起的其他影响(如对弯

曲刚度和弯曲截面转动惯量的影响)ꎬ并且假设

吸附层的厚度非常薄而可以将其忽略. 根据欧

拉 － 伯努利梁理论ꎬ可得承受轴向力的悬臂梁的

控制方程ꎬ见式(１) .

图 １　 带吸附层的悬臂梁及其表面应力
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｗｉｔｈ ａｄｓｏｒｐｔｉｏｎ ｌａｙｅｒ ａｎｄ ｉｔ’ｓ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ

(ａ)—上表面具有均匀吸附层的悬臂梁ꎻ (ｂ)—集中载荷模型ꎻ (ｃ)—表面应力的等效分解模型.

　 　 ＥＩ ∂
４ｕ

∂ｘ４ － Ｔ ∂２ｕ
∂ｘ２ ＋ｍ ∂２ｕ

∂ｔ２
＝ ０ꎬ(０≤ｘ≤ｌ) . (１)

式中:ｔ 为时间ꎻＥꎬ Ｉ (对于方形截面梁 Ｉ ＝ ｂｈ３ /
１２)ꎬＴ(Ｔ > ０ 时为轴向拉力ꎬＴ < ０ 为轴向压力ꎬ
限于篇幅文中只讨论 Ｔ > ０ 的情况)和 ｍ(ｍ ＝
ρＳꎬρ 为密度ꎬＳ ＝ ｂｈ 为弯曲截面面积)分别为杨

氏模量ꎬ弯曲截面转动惯量ꎬ轴向力和梁的单位长

度质量. 为方便计算引入无量纲系数 ξ ＝ ｘ / ｌ (０≤
ξ≤１)ꎬ设悬臂梁的第 ｎ (ｎ ＝ １ꎬ ２ꎬ ３ꎬ 􀆺)阶标准

化挠度函数的形式为
􀭵ｕｎ(ξꎬｔ) ＝ 􀭺Ｕｎ(ξ)ｅｉωｎｔ . (２)

式中:ωｎ 为悬臂梁的第 ｎ 阶共振频率ꎻ􀭺Ｕｎ ( ξ)为

悬臂梁的第 ｎ 阶标准化的振型函数. 将式(２)代

入式(１)可得

∂４􀭺Ｕｎ

∂ξ４ － λ２ ∂２􀭺Ｕｎ

∂ξ２ － Ω ２
ｎ
􀭺Ｕｎ ＝ ０ꎬ (０≤ξ≤１) . (３)

其中 Ωｎ ＝ ωｎ ｌ２
ｍ
ＥＩ为频率系数ꎬλ ＝ ｌ Ｔ

ＥＩ为应力

系数. 求解式(３)可得第 ｎ 阶标准化振型函数:
􀭺Ｕｎ(ξ) ＝ Ａ１ｃｏｓ(α１ ｎξ) ＋ Ａ２ｓｉｎ(α１ｎξ) ＋

Ａ３ｃｏｓｈ(α２ｎξ) ＋ Ａ４ｓｉｎｈ(α２ｎξ) . (４)

式 中 α１ｎ ＝ Ω２
ｎ ＋ λ４ / ４ － λ２ / ２ ꎬ α２ｎ ＝

Ω２
ｎ ＋ λ４ / ４ ＋ λ２ / ２ ꎻα１ｎ和 α２ｎ为悬臂梁横向振

动的模态系数. 引入悬臂梁的边界条件:

􀭺Ｕｎ(ξ) ｜ ξ ＝ ０ ＝ ０ꎬ
∂􀭺Ｕｎ(ξ)

∂ξ ξ ＝ ０ ＝ ０ꎬ
∂２􀭺Ｕｎ(ξ)

∂ξ２
ξ ＝ １

＝ ０ꎬ

∂３􀭺Ｕｎ(ξ)
∂ξ３ － λ２ ∂􀭺Ｕｎ(ξ)

∂ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ １
＝ ０ . (５)

则可得悬臂梁横向振动的动力学特征方程:
Υ１Υ２ ＋ Υ３Υ４ ＝ ０ . (６)

式中:

Υ１ ＝ α２
１ｎｃｏｓ(α１ｎ) ＋ α２

２ｎｃｏｓｈ(α２ｎ) ꎬ

Υ２ ＝ α２
１ｎｓｉｎ(α１ｎ) ＋ α１ｎα２ｎｓｉｎｈ(α２ｎ) ꎬ

Υ３ ＝ α３
１ｎｓｉｎ(α１ｎ) ＋ α１ｎλ２ｓｉｎ(α１ｎ) － α３

２ｎｓｉｎｈ(α２ｎ) ＋ α２ｎλ２ｓｉｎｈ(α２ｎ) ꎬ

Υ４ ＝ α３
１ｎｃｏｓ(α１ｎ) ＋ α１ｎλ２ｃｏｓ(α１ｎ) ＋

α１ｎ(α３
２ｎｃｏｓｈ(α２ｎ) － α２ｎλ２ｃｏｓｈ(α２ｎ))

α２ｎ
.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

　 　 Ωｎ 即为满足式(６)的正根ꎬ根据式(６)可以

得到任意应力系数情况下悬臂梁的共振频率系数

Ωｎꎬ进而由式(７)得到相应的共振频率:
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ｆｎ ＝
ωｎ

２π ＝
Ωｎ

２πｌ２
ＥＩ
ｍ . (７)

根据式(６)可以得到应力系数 λ２ 和各阶的

频率系数 Ωｎ 的关系ꎬ如图 ２ 所示.

图 ２　 频率系数 Ωｎ 随应力系数 λ２ 的变化
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ωｎ ａｓ

ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λ２ ｖａｒｉｅｓ

由图 ２ 可知ꎬ随着应力系数 λ２ 的增大ꎬ 各阶

的频率系数 Ωｎ 也随之单调地增大. 图中的虚线

表示应力系数为零ꎬ表征悬臂梁不受轴向力的一

般情况ꎻ虚线左边区域表示悬臂梁处于压曲状态ꎻ
右边区域表示悬臂梁处于拉伸状态. 值得指出的

是ꎬ第一阶曲线与横轴的交点表示此时处于压曲

状态的悬臂梁的一阶频率为零(图中箭头所指

处)ꎬ对于更高阶的模态也有类似的结论. 表 １ 列

出了应力系数 λ２ 分别为 ０ꎬ１０ꎬ２０ 和 ４０ 时的悬臂

梁的前 ３ 阶频率系数.

表 １　 不同应力系数下的频率系数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｔｒｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｎ
Ωｎ

λ２ ＝ ０ λ２ ＝ １０ λ２ ＝ ２０ λ２ ＝ ４０

１ ３􀆰 ５ ７􀆰 ２ ９􀆰 ２ １２􀆰 ０
２ ２２􀆰 ０ ２８􀆰 ３ ３３􀆰 １ ４０􀆰 ７
３ ６１􀆰 ７ ６７􀆰 ７ ７３􀆰 １ ８２􀆰 ７

　 　 将由式(６)求得的频率系数 Ωｎ 代入式(４)
中ꎬ可得到悬臂梁第 ｎ 阶标准化振型函数:

􀭺Ｕｎ(ξ) ＝ ａｎ (ｃｏｓ(α１ ｎξ) － ｃｏｓｈ(α２ｎξ)) － Ｋ(ｓｉｎ(α１ｎξ) －
α１ｎｓｉｎｈ(α２ｎξ)

α２ｎ
)[ ] . (８)

式中:ａｎ 为满足条件 ∫１
０
􀭺Ｕ２

ｎ(ξ)ｄξ ＝ １ 的常数ꎻＫ 为

常系数ꎬ

Ｋ ＝
α２

１ｎｃｏｓ(α１ｎ) ＋ α２
２ｎｃｏｓｈ(α２ｎ)

α２
１ｎｓｉｎ(α１ｎ) ＋ α１ｎα２ｎｓｉｎｈ(α２ｎ)

.

图 ３ 为悬臂梁在应力系数 λ２ 为 ０ꎬ１０ꎬ２０ 和 ４０ 的

情况下的前三阶振型.

图 ３　 不同应力系数下的悬臂梁前三阶振型
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

(ａ)—一阶振型ꎻ (ｂ)—二阶振型ꎻ (ｃ)—三阶振型.

１􀆰 ２　 传感器理论模型建立

图 ４ 所示为一基于微悬臂梁的质量传感器ꎬ
Δｍ 为吸附微粒质量. 如果 Δｍ 远小于悬臂梁的

质量 Ｍ (Ｍ ＝ ｌρＳ)ꎬ在微粒吸附前后可以假设悬

臂梁的振型函数保持不变[１４] . 根据瑞利 － 里兹

法ꎬ振动系统的最大动能 Ｅｋｉｎ等于其最大应变能

Ｅｓｔｒａｉｎ . 对于一个吸附微小质量的悬臂梁系统ꎬ认为

其最大势能不变ꎬ因此可得 Ｅｓｔｒａｉｎ ＝ Ｅｋｉｎ ＋ ＥｋｉｎꎬΔｍꎬ

ＥｋｉｎꎬΔｍ为质点质量的动能. 其中

Ｅｓｔｒａｉｎ ＝ １
２ ＥＩ∫ｌ

０

∂２Ｕ
∂ｘ２( )

２
ｄｘ ＋ １

２ Ｔ∫ｌ
０

∂Ｕ
∂ｘ( )

２
ｄｘꎬ

Ｅｋｉｎ ＝ １
２ ｍ∫ｌ

０
Ｕ２ｄｘꎬ

ＥｋｉｎꎬΔｍ ＝ １
２ ΔｍＵ２ｌΔｍ.

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

.

(９)
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图 ４　 在位置 ｌΔｍ有一质点质量 Δｍ的悬臂梁示意图
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｗｉｔｈ ａ ｐｏｉｎｔ ｍａｓｓ

Δｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｄ ａｔ ｌΔｍ

将式(９)中各项代入瑞利方程并化简ꎬ可得

Ω２
Δｍ ＝

∫１
０

∂２􀭺Ｕ
∂ξ２( )

２
ｄξ ＋ λ２∫１

０

∂􀭺Ｕ
∂ξ( )

２
ｄξ

１ ＋ αＵ２ξΔｍ
. (１０)

其中 ΩΔｍ ＝ ωＬ２ ｍ
ＥＩ 为吸附微粒后的频率系数ꎬ

α ＝ Δｍ
Ｍ 为吸附微粒和悬臂梁的质量比.

因为 α≪１ꎬ因此对式(１０)进行泰勒展开得到

ΩΔｍ＝ Ω(１ ＋ α􀭺Ｕ２ξΔｍ) － １
２＝Ω １ － １

２ α􀭺Ｕ２ξΔｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１１)

式中 Ω ＝ ∫１
０

∂２􀭺Ｕ
∂ξ２( )

２
ｄξ ＋ λ２∫１

０

∂􀭺Ｕ
∂ξ( )

２
ｄξ 为吸附

微小质量前的频率系数.
改写式(１１)可以得到

α ＝ ２
􀭺Ｕ２

ｎξΔｍ

Δωｎ

ωｎ
. (１２)

其中 Δωｎ ＝ ωｎ － ωｎꎬΔｍꎬωｎ 和 ωｎꎬΔｍ为吸附微粒前

后悬臂梁的共振角频率.
在传感器的实际应用中ꎬ式(１２)中质量比 α

和吸附位置 ξΔｍ均为待确定的未知量且与悬臂梁

的振动模态和振型函数 􀭺Ｕｎ 无关ꎻ频率比 Δωｎ / ωｎ

为试验中的测量值ꎬ其值和振动模态相关. 对于第

ｉ 阶振动模态ꎬ频率比 Δωｉ / ωｉ 为已知定值ꎬ由式

(１２)可知ꎬ有无数的点( ξΔｍꎬα)可以满足关系式

Δωｉ / ωｉ ＝ α􀭺Ｕ２
ｉ ξΔｍ / ２. 因此要确定两个 未 知 量

ξΔｍ 和αꎬ则至多需要三阶振动模态的频率移动

Δωｎ / ωｎ 来唯一确定微粒的位置和质量.

２　 仿真与验证

用有限元仿真结果作为虚拟试验数据对本文

方法进行验证. 借助有限元软件 ＡＮＳＹＳ１４􀆰 ５ 建

立一个三维的悬臂梁有限元模型. 悬臂梁模型的

材料参数和尺寸参数都为任意选定ꎬ杨氏模量、泊
松比和密度分别为 １００ ＧＰａꎬ０􀆰 ２８ 和 ２ ８５０ ｋｇ / ｍ３ꎻ
梁的长、宽和厚度分别设定为 １００ꎬ１０ 和 １ μｍ. 吸
附微粒为六面体ꎬ其尺寸设为长、宽为 ２ μｍ 高为

１ μｍ. 三维模型采用 １０ 节点的 ｓｏｉｌｄ ８６ 四面体单

元ꎬ该单元支持塑性、超弹性、蠕变、应力刚化、大
挠度和大应变能力等分析. 在模态分析之前进行

静态力分析ꎬ以便在有限模型中施加初始应力. 不
失一般性ꎬ将悬臂梁所受轴向力的应力系数取为

λ２ ＝ １０ꎬ对应于受拉伸轴向力的悬臂梁. 在有限元

仿真中ꎬ将质量比 Δｍ /Ｍ 设为 ０ 和 １ × １０ － ３(质量

比为 ０ 时表示悬臂梁无吸附质量)ꎬ标准化位置

ξΔｍ 设为 ０􀆰 １ꎬ ０􀆰 ２ꎬ ０􀆰 ３ꎬ ０􀆰 ４ꎬ ０􀆰 ５ꎬ ０􀆰 ６ꎬ ０􀆰 ７ꎬ
０􀆰 ８ꎬ ０􀆰 ９ꎬ共进行 １０ 次仿真(一次为吸附质量为 ０
的情况ꎬ其余 ９ 次为 Δｍ /Ｍ ＝ １ × １０ － ３ꎬ ξΔｍ ＝
０􀆰 １ ~ ０􀆰 ９ 的情况) . 每次仿真提取前三阶共振频

率 ω１ꎬω２ 和 ω３ (或 ω１ꎬΔｍꎬω２ꎬΔｍ和 ω３ꎬΔｍ)ꎬ最后可

以得到 ９ 组频 率 比 数 据 Δω１ / ω１ꎬ Δω２ / ω２ 和

Δω３ / ω３ . 将这些数据代入到式(１２)中便可以求得

吸附微粒的位置 ξΔｍ和质量比 α. 验证结果如图 ５
所示ꎬ各阶曲线的交点( ξΔｍꎬα) (箭头所指处)即
为根据频率移动得出的计算结果ꎬ图 ５ａ ~图 ５ｉ 依
次对应于 (０􀆰 １ꎬ１０ － ３ )ꎬ (０􀆰 ２ꎬ１０ － ３ )ꎬ􀆺ꎬ (０􀆰 ９ꎬ
１０ － ３) . 这里需要指出的是ꎬ如图 ５ａ ~ 图 ５ｅ 中所

示ꎬｎ ＝ １ 和 ｎ ＝ ２ 的曲线仅有唯一的交点ꎬ所以针

对这种情况ꎬ只需 Δω１ / ω１ 和 Δω２ / ω２ 便可唯一确

定 ξΔｍ和 α. 而图 ５ｆ ~图 ５ｉꎬ ｎ ＝ １ 和 ｎ ＝ ２ 的曲线

有两个交点ꎬ因此为唯一确定 ξΔｍ和 α 需要引入

ｎ ＝ ３来确定其真实值.
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图 ５　 函数 α ＝２(Δωｉ / ωｉ)􀭺Ｕ ２
ｉ ξΔｍ的曲线

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ α ＝２(Δω ｉ / ω ｉ)􀭺Ｕ ２
ｉ ξΔｍ

(ａ)—(０􀆰 １ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｂ)—(０􀆰 ２ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｃ)—(０􀆰 ３ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｄ)—(０􀆰 ４ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｅ)—(０􀆰 ５ꎬ １０ － ３)ꎻ
( ｆ)—(０􀆰 ６ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｇ)—(０􀆰 ７ꎬ １０ － ３)ꎻ (ｈ)—(０􀆰 ８ꎬ １０ － ３)ꎻ ( ｉ)—(０􀆰 ９ꎬ １０ － ３)􀆰

３　 结　 　 语

本文提出一个同时确定单一吸附微粒位置和

质量的方法ꎬ该方法为单个细胞、药物分子等微小

粒子的位置和质量的测定提供了更加简单便捷的

方法. 不同于以往的很多其他研究ꎬ本文将表面应

力对悬臂梁质量传感器的影响考虑在内ꎬ对悬臂

梁的振型函数进行了修正ꎬ因此可以提高传感器

的准确性和可靠性. 利用该方法ꎬ通过测量悬臂梁

的最多三阶共振频率就可以确定出微粒的位置和

质量.
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