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三维欧氏空间中主法线曲面的结构函数

于延华ꎬ 岳立冬
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 在三维欧氏空间中ꎬ主法线曲面作为特殊的非可展直纹面具有良好的代数和几何性质. 运用微

分几何的方法研究主法线曲面的结构函数. 根据三维欧氏空间中不可展直纹面的定义和标准方程ꎬ给出曲线

的主法线曲面的定义和标准方程. 从主法线曲面的定义和标准方程出发ꎬ得到主法线曲面的结构函数之间满

足的关系ꎬ以及曲线的主法线曲面的结构函数、准线和腰曲线三者之间的联系. 讨论 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线和一般螺

线的主法线曲面ꎬ得到 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线的主法线曲面是其侣线的副法线曲面ꎬ一般螺线的主法线曲面是正

螺面.
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　 　 直纹面是由直线的轨迹所形成的曲面. 柱面、
锥面、单页双曲面、双曲抛物面、空间曲线的切线

曲面等都是直纹面[１ － ２] . 直纹面广泛应用于工程

实践中ꎬ例如飞机机翼、汽轮机叶轮等零件就常常

采用直纹面作为型面ꎻ齿轮滚刀、某些特种回转刀

具的刀槽曲面的一部分也是直纹面ꎻ对于某些法

曲率绝对值稍大的曲面ꎬ通过构造衍生曲面的方

法ꎬ也可以将其近似为直纹面进行处理[３] .
本文主要研究三维欧氏空间中曲线的主法线

曲面. 主法线曲面是由一条曲线的主法线所产生

的直纹面. 主法线曲面是一类非可展直纹面ꎬ因
此ꎬ对主法线曲面的研究可以丰富不可展曲面的

相关内容.



　 　

１　 预备知识

对于任意三维欧氏空间中的不可展直纹面ꎬ
可以给出如下表示.

定义 １[４] 　 设不可展曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的方程为

Ｘ(ｕꎬｖ) ＝ ａ(ｕ) ＋ ｖｂ(ｕ)ꎬ (１)
其中 ｜ ｂ(ｕ) ｜ ＝ １ꎬ参数 ｕ 是 ｂ(ｕ)的弧长参数ꎬ导
线 ａ(ｕ)是不可展曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的腰曲线. 则 Ｘ(ｕꎬ
ｖ)的这种参数表示称为不可展曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的标

准方程.
设 ｘ( ｕ) ＝ ｂ ( ｕ)ꎬ ｘ̇ ( ｕ) ＝ α( ｕ)ꎬ ｙ ( ｕ) ＝

α(ｕ) × ｘ(ｕ)ꎬ 则

ｂ(ｕ) ＝ ｘ(ｕ)ꎬ
ｘ̇(ｕ) ＝ α(ｕ)ꎬ
α̇(ｕ) ＝ － ｘ(ｕ) ＋ κｇ(ｕ)ｙ(ｕ)ꎬ
ｙ̇(ｕ) ＝ － κｇ(ｕ)α(ｕ) .
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(２)

函数 κｇ ( ｕ) 是球曲率函数[５ － ７]ꎬ { α ( ｕ)ꎬ
ｘ(ｕ)ꎬｙ(ｕ)}是单位球面曲线 ｂ(ｕ)的球面 Ｆｒｅｎｅｔ
标架. 由于 ａ(ｕ)是不可展曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的腰曲线ꎬ
由ａ(ｕ)􀅰ｂ(ｕ) ＝ ０ꎬ假设

ａ(ｕ) ＝ λ(ｕ)ｘ(ｕ) ＋ μ(ｕ)ｙ(ｕ)ꎬ (３)
λ(ｕ)ꎬμ(ｕ)是 ｕ 的函数.

定义 ２[４] 　 函数 κｇ(ｕ)ꎬλ(ｕ)和 μ(ｕ)称为非

可展曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的结构函数.
命题 １[４] 　 给定一个非可展直纹面 Ｘ(ｕꎬｖ)

及其标准方程ꎬ则除了空间位置差别外ꎬ不可展曲

面完全由它的结构函数 κｇ ( ｕ)ꎬλ( ｕ) 和 μ( ｕ)
确定.

２　 曲线的主法线曲面

２􀆰 １　 主法线曲面的结构函数

定义 ３　 一条曲线的主法线所产生的直纹面

称为主法线曲面.
设曲线 Γ:ｒ( ｓ)ꎬ以及沿 ｒ( ｓ)的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架

α(ｓ)ꎬ β(ｓ)ꎬγ(ｓ)满足 Ｆｒｅｎｅｔ 公式:
ｒ̇(ｓ) ＝ α(ｓ)ꎬ
α̇(ｓ) ＝ κ(ｓ)β(ｓ)ꎬ
β̇(ｓ) ＝ － κ(ｓ)α(ｓ) ＋ τ(ｓ)γ(ｓ)ꎬ
γ̇(ｓ) ＝ － τ(ｓ)β(ｓ) .
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其中 ｓꎬκ(ｓ)和 τ( ｓ)分别为 ｒ( ｓ)的弧长参数、曲
率和挠率.

曲线 ｒ(ｓ)的主法线曲面 Σ 的方程为

Ｘ(ｓꎬｖ) ＝ ｒ(ｓ) ＋ ｖβ(ｓ) .
定义 ４　 设主法线曲面的方程为

Ｘ(ｕꎬｖ) ＝ Ａ(ｕ) ＋ ｖｂ(ｕ) .
其中 ｂ(ｕ) ＝ β(ｕ)ꎬ ｜ ｂ(ｕ) ｜ ＝ １ꎬ参数 ｕ 是 ｂ(ｕ)的
弧长参数ꎬ导线 Ａ(ｕ)是主法线曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的腰

曲线ꎻ则 Ｘ(ｕꎬｖ)的这种参数表示称为主法线曲

面 Ｘ(ｕꎬｖ)的标准方程.
由于 ｜ ｂ(ｕ) ｜ ＝ １ꎬｂ(ｕ)是参数为 ｕ 的球面曲

线ꎬ由式(２)有
β(ｕ) ＝ ｂ(ｕ) ＝􀭵ｘ(ｕ)ꎬ

􀭵ｘ
􀅰
(ｕ) ＝ 􀭵α(ｕ)ꎬ

􀭵α
􀅰
(ｕ) ＝ －􀭵ｘ(ｕ) ＋ κｇ(ｕ)􀭰ｙ(ｕ)ꎬ

􀭰ｙ
􀅰
(ｕ) ＝ － κｇ(ｕ)􀭵α(ｕ) .
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(５)

其中 􀭵ｘ(ｕ) ＝ ｂ(ｕ) ＝ β(ｕ)ꎬ􀭵ｘ
􀅰
(ｕ) ＝ 􀭵α(ｕ)ꎬ􀭰ｙ(ｕ) ＝

􀭵α(ｕ) ×􀭵ｘ(ｕ) .
定理 １　 设 Ｘ(ｕꎬｖ)是一个主法线曲面ꎬ(ｕꎬ

ｖ)是主法线曲面上的任意点ꎬ则在这一点的

Ｆｒｅｎｅｔ 标架{α(ｓ)ꎬβ( ｓ)ꎬγ( ｓ)}和球面 Ｆｒｅｎｅｔ 标
架{􀭵α(ｕ)ꎬ􀭵ｘ(ｕ)ꎬ􀭰ｙ(ｕ)}的关系为

􀭵α(ｕ)
􀭵ｘ(ｕ)
􀭰ｙ(ｕ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

ｃｏｓθ ０ ｓｉｎθ
０ １ ０

－ ｓｉｎθ ０ ｃｏｓθ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

α(ｓ)
β(ｓ)
γ(ｓ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ (６)

其中

ｄｓ
ｄｕ ＝ － ｃｏｓθ

κ ＝ ｓｉｎθ
τ ꎬ ｄｓ

ｄｕ ＝ １
κ２ ＋ τ２

ꎬ

ｄθ
ｄｓ ＝ κ̇τ － τ̇κ

κ２ ＋ τ２ ꎬｔａｎθ ＝ － τ
κ ꎬ

ｃｏｓθ ＝ － κ
κ２ ＋ τ２

ꎬｓｉｎθ ＝ τ
κ２ ＋ τ２

.

证明　 由式(４)ꎬ式(５)可得

􀭵α(ｕ) ＝ ｄβ
ｄｓ

ｄｓ
ｄｕ ＝ [ － κ(ｓ)α(ｓ) ＋ τ(ｓ)γ(ｓ)] ｄｓ

ｄｕ .

(７)
设
􀭵α(ｕ) ＝ ｃｏｓθα(ｓ) ＋ ｓｉｎθγ(ｓ)ꎬθ ＝ θ(ｓ) . (８)
则式(７)两边自己作内积运算得

ｄｓ
ｄｕ ＝ １

κ２ ＋ τ２
.

比较式(７)ꎬ式(８)有
ｄｓ
ｄｕ ＝ － ｃｏｓθ

κ ＝ ｓｉｎθ
τ ꎬ ｔａｎθ ＝ － τ

κ ꎬ

ｃｏｓθ ＝ － κ
κ２ ＋ τ２

ꎬ ｓｉｎθ ＝ τ
κ２ ＋ τ２

.

对 ｔａｎθ ＝ － τ
κ 两边同时关于 ｓ 求导ꎬ得

ｄθ
ｄｓ ＝ κ̇τ － τ̇κ

κ２ ＋ τ２ ꎬ
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又因为 􀭰ｙ( ｕ) ＝ 􀭵α( ｕ) × 􀭵ｘ( ｕ)ꎬ所以定理 １
得证.

定理 ２　 设 Ｘ(ｕꎬｖ)是一个主法线曲面ꎬ函数

κｇ(ｕ)ꎬλ(ｕ)和 μ(ｕ)是 Ｘ(ｕꎬｖ)的结构函数ꎬ(ｕꎬ
ｖ)是主法线曲面上的任意点ꎬ则在这一点的

Ｆｒｅｎｅｔ 标架{α(ｓ)ꎬβ( ｓ)ꎬγ( ｓ)}和球面 Ｆｒｅｎｅｔ 标
架{􀭵α(ｕ)ꎬ􀭵ｘ(ｕ)ꎬ􀭰ｙ( ｕ)}的夹角 θ 只与 κｇ ( ｕ)有

关ꎬ并有如下关系:

θ ＝ ∫κｇ(ｕ)ｄｕ .

证明　 对式(８)两边同时关于 ｕ 求导ꎬ可得

ｄ􀭵α
ｄｕ＝－ ｓｉｎθ ｄθ

ｄｓ
ｄｓ
ｄｕα＋ κｃｏｓθ ｄｓ

ｄｕ － τｓｉｎθ ｄｓ
ｄｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷β ＋

ｃｏｓθ ｄθ
ｄｓ

ｄｓ
ｄｕγ .

又
ｄ􀭵α
ｄｕ ＝ －􀭵ｘ(ｕ) ＋ κｇ(ｕ)􀭰ｙ(ｕ)ꎬ则

κｇ(ｕ) ＝ ｄθ
ｄｓ

ｄｓ
ｄｕ . (９)

对式(９)两边关于 ｕ 作积分运算ꎬ定理 ２ 得证.
定理 ３　 设 Ｘ(ｕꎬｖ)是一个主法线曲面ꎬ函数

κｇ(ｕ)ꎬλ(ｕ)和 μ(ｕ)是 Ｘ(ｕꎬｖ)的结构函数ꎬ则函

数 κｇ(ｕ)ꎬλ(ｕ)和 μ(ｕ)满足下面关系:

λ ＝ － μκｇ －
∫λｄｕ(κｇ∫λｄｕ － μ′)

μ . (１０)

证明　 主法线曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的腰曲线

Ａ(ｕ) ＝ ｒ(ｕ) － ｒ′(ｕ)􀅰ｂ′(ｕ)
ｂ′(ｕ) ２ ｂ(ｕ) ＝

ｒ(ｕ) － ｃｏｓθ ｄｓ
ｄｕｂ(ｕ)ꎬ

Ａ′(ｕ)＝－ ｓｉｎθ ｄｓ
ｄｕ

􀭰ｙ ＋ ｓｉｎθ ｄθ
ｄｓ

ｄｓ
ｄｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ｃｏｓθ ｄ２ｓ
ｄｕ２[ ]ｂꎬ

由式(３)可得

λ(ｕ) ＝ ｓｉｎθ ｄθ
ｄｓ

ｄｓ
ｄｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ｃｏｓθ ｄ２ｓ
ｄｕ２ꎬ (１１)

μ(ｕ) ＝ － ｓｉｎθ ｄｓ
ｄｕ . (１２)

计算式(９)ꎬ式(１１)ꎬ式(１２)ꎬ定理 ３ 即得证.
由式(９)ꎬ式(１１)ꎬ式(１２)还可以得到主法

线曲面 Ｘ(ｕꎬｖ)的结构函数 κｇ(ｕ)ꎬλ(ｕ)和 μ(ｕ)
与其导线 ｒ( ｓ)的曲率 κ( ｓ)和挠率 τ( ｓ)之间的

关系:

κｇ(ｕ) ＝ κ′(ｓ)τ(ｓ) － κ(ｓ)τ′(ｓ)
(κ２(ｓ) ＋ τ２(ｓ))

３
２

＝

κ′(ｕ)τ(ｕ) － κ(ｕ)τ′(ｕ)
κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ)

ꎬ

λ(ｕ) ＝κ′(ｓ)τ
２(ｓ) －κ２(ｓ)κ′(ｓ) －２κ(ｓ)τ(ｓ)τ′(ｓ)

(κ２(ｓ) ＋τ２(ｓ))
５
２

＝

κ′(ｕ)τ２(ｕ) －κ２(ｕ)κ′(ｕ) －２κ(ｕ)τ(ｕ)τ′(ｕ)
(κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ))２ ꎬ

μ(ｕ) ＝ － τ(ｓ)
κ２(ｓ) ＋ τ２(ｓ)

＝ － τ(ｕ)
κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ)

.

２􀆰 ２　 主法线曲面的腰曲线

沿主法线曲面 Ｘ( ｕꎬｖ) 的腰曲线 Ａ( ｕ) 的

Ｆｒｅｎｅｔ 标架{􀭹α(􀭴ｓ)ꎬ􀭹β(􀭴ｓ)ꎬ􀭹γ(􀭴ｓ)}满足 Ｆｒｅｎｅｔ 公式:
Ａ̇(􀭴ｓ) ＝ 􀭹α(􀭴ｓ)ꎬ

􀭹α
􀅰
(􀭴ｓ) ＝􀭹κ(􀭴ｓ)􀭹β(􀭴ｓ)ꎬ

􀭹β
􀅰
(􀭴ｓ) ＝ －􀭹κ(􀭴ｓ)􀭹α(􀭴ｓ) ＋􀭹τ(􀭴ｓ)􀭹γ(􀭴ｓ)ꎬ

􀭹γ
􀅰
(􀭴ｓ) ＝ －􀭹τ(􀭴ｓ)􀭹β(􀭴ｓ) .

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１３)

其中 􀭴ｓꎬ􀭹κ(􀭴ｓ)和 􀭹τ(􀭴ｓ)分别为 Ａ(􀭴ｓ)的弧长参数、曲
率和挠率.

定理 ４ 　 设 Ｘ(ｕꎬｖ)是一个主法线曲面ꎬ(ｕꎬ
ｖ)是主法线曲面上的任意点ꎬ则在这一点的

Ｆｅｒｎｅｔ 标架{􀭹α(􀭴ｓ)ꎬ􀭹β(􀭴ｓ)ꎬ􀭹γ(􀭴ｓ)}和球面 Ｆｒｅｎｅｔ 标
架{􀭵α(ｕ)ꎬ􀭵ｘ(ｕ)ꎬ􀭰ｙ(ｕ)}之间的关系为
􀭹α(􀭴ｓ)
􀭹β(􀭴ｓ)
􀭹γ(􀭴ｓ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

０ ｃｏｓϑ ｓｉｎϑ
ｓｉｎφ － ｓｉｎϑｃｏｓφ ｃｏｓϑｃｏｓφ
ｃｏｓφ ｓｉｎϑｓｉｎφ － ｃｏｓϑｓｉｎφ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

􀭵α(ｕ)
􀭵ｘ(ｕ)
􀭰ｙ(ｕ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

曲率 􀭹κ(􀭴ｓ)和挠率 􀭹τ(􀭴ｓ)满足

􀭹κ２(􀭴ｓ) ＝
(λ － κｇ μ) ２(λ２ ＋ μ２) ＋ (λ′μ － λμ′) ２

(λ２ ＋ μ２) ３ ꎬ

􀭴τ(􀭴ｓ)＝－
(λ－κｇ μ)[λμ″－λ″μ ＋(λκｇ ＋μ)(λ －κｇ μ)]

(λ －κｇ μ)２(λ２ ＋μ２) ＋(λ′μ －λ μ′)２ －

(λ′μ －λμ′)(２λ′ －２κｇ μ′ －κ′ｇ μ)
(λ －κｇ μ)２(λ２ ＋μ２) ＋(λ′μ －λμ′)２ .

其中

ｄ􀭴ｓ
ｄｕ ＝ λ

ｃｏｓϑ ＝ μ
ｓｉｎϑꎬ ｔａｎϑ ＝ μ

λ ꎬ ｄ􀭴ｓ
ｄｕ ＝ λ２ ＋ μ２ ꎬ

ｄ２􀭴ｓ
ｄｕ２ ＝ λλ′ ＋ μμ′

λ２ ＋ μ２
ꎬ ｃｏｓϑ ＝ λ

λ２ ＋ μ２
ꎬ

ｓｉｎϑ ＝ μ
λ２ ＋ μ２

ꎬ ϑ̇(ｕ) ＝ λμ′ － λ′μ
λ２ ＋ μ２ ꎬ

ｄ􀭴ｓ
ｄｕ

􀭹κ ＝ ϑ̇
ｃｏｓφ ＝

ｃｏｓϑ － ｓｉｎϑκｇ

ｓｉｎφ ꎬ

ｃｏｓφ ＝ λμ′ － λ′μ
(λ － κｇ μ) ２(λ２ ＋ μ２) ＋ (λ′μ － λμ′) ２

ꎬ

ｓｉｎφ ＝
(λ － κｇ μ)(λ２ ＋ μ２)

１
２

(λ － κｇ μ) ２(λ２ ＋ μ２) ＋ (λ′μ － λμ′) ２
ꎬ

ｔａｎφ ＝
(λ － κｇ μ)(λ２ ＋ μ２)

１
２

λμ′ － λ′μ .
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φ̇(ｕ) ＝ －
[((λκｇ＋μ)(λμ′ －λ′μ)＋μκ̇ｇ(λ２＋μ２) －２(λ －μκｇ)(λλ′＋μμ′)](λμ′ －λ′μ)＋ (λ －μκｇ)(λμ″ －λ″μ)(λ２＋μ２)

(λ２＋μ２)
１
２ [(λ －κｇμ)２(λ２＋μ２)＋ (λ′μ －λμ′)２]

.

　 　 证明　 定理 ４ 证明过程同定理 １.
由定理 １ 和定理 ４ 可得定理 ５.
定理 ５ 　 设 Ｘ ( ｕꎬ ｖ) 是一个主法线曲面ꎬ

(ｕꎬｖ)是主法线曲面上的任意点ꎬ则在这一点的

Ｆｅｒｎｅｔ 标架{􀭹α(􀭴ｓ)ꎬ􀭹β(􀭴ｓ)ꎬ􀭹γ(􀭴ｓ)}和{α( ｓ)ꎬβ( ｓ)ꎬ
γ(ｓ)}之间的关系为

α(ｓ)
β(ｓ)
γ(ｓ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

－ ｓｉｎθｓｉｎϑ ｃｏｓθｓｉｎφ － ｓｉｎθｃｏｓϑｃｏｓφ ｃｏｓθｃｏｓφ ＋ ｓｉｎθｃｏｓϑｓｉｎφ
ｃｏｓϑ － ｓｉｎϑｃｏｓφ ｓｉｎϑｓｉｎφ

ｃｏｓθｓｉｎϑ ｓｉｎθｓｉｎφ ＋ ｃｏｓθｃｏｓϑｃｏｓφ ｓｉｎθｃｏｓφ － ｃｏｓθｃｏｓϑｓｉｎφ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

􀭹α(􀭴ｓ)
􀭹β(􀭴ｓ)
􀭹γ(􀭴ｓ)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

２􀆰 ３　 特殊曲线的主法线曲面

定理 ６　 在三维欧氏空间中ꎬＭａｎｎｈｅｉｍ 曲线

Γ 的主法线曲面是其侣线 Γ１ 的副法线曲面.
证明　 设曲线 ｒ( ｓ) 是三维欧氏空间中的

Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线ꎬ其曲率和挠率满足

κ(ｓ) ＝ ｃ(κ２(ｓ) ＋ τ２(ｓ))ꎬ
且 ｃ 是非零常数.

三维欧氏空间中 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线的主法线的

腰曲线是 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线的侣线[８ － １０] . 又因为

λ(ｕ) ＝
κ′(ｕ)τ２(ｕ) － κ２(ｕ)κ′(ｕ) － ２κ(ｕ)τ(ｕ)τ′(ｕ)

(κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ)) ２ ＝

ｄ
ｄｕ

κ(ｕ)
κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ

即三维欧氏空间中 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线的主法线曲面

是其侣线的副法线曲面.
定理 ７　 在三维欧氏空间中ꎬ一般螺线的主

法线曲面是正螺面.
证明　 设曲线 ｒ( ｓ)是三维欧氏空间中的一

般螺线ꎬ其曲率和挠率满足
κ(ｓ)
τ(ｓ) ＝ ｃꎬ且 ｃ 是非零

常数.

把
κ(ｓ)
τ(ｓ) ＝ ｃ 代入 κｇ(ｕ)ꎬ可以得到

κｇ(ｕ) ＝ κ′(ｓ)τ(ｓ) － κ(ｓ)τ′(ｓ)
(κ２(ｓ) ＋ τ２(ｓ))

３
２

＝

κ′(ｕ)τ(ｕ) － κ(ｕ)τ′(ｕ)
κ２(ｕ) ＋ τ２(ｕ)

＝ ０ꎬ

即在三维欧氏空间中ꎬ一般螺线的主法线曲面是

正螺面.

３　 结　 　 论

１) 主要讨论了三维欧氏空间中主法线曲面

的结构函数. 给出主法线曲面的结构函数满足的

关系ꎬ以及结构函数ꎬ导线和腰曲线三者的联系.
２) 考虑 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线和一般螺线的主法

线曲面ꎬ得到 Ｍａｎｎｈｅｉｍ 曲线的主法线曲面是其

侣线的副法线曲面ꎬ一般螺线的主法线曲面是正

螺面.
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