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摘　 　 　 要: 设计了一种计算分数阶微积分的高精度数值算法ꎬ提出了一种构造生成函数的简便方法. 分析

了基于快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的算法ꎬ该算法误差较大的原因是应用了不准确的生成函数的系数ꎬ而且没有考虑原

函数的非零初值条件对计算精度的影响. 新算法应用递推公式计算生成函数的系数ꎬ并将原函数分解成零初

值条件和非零初值条件两部分ꎬ分别计算它们的分数阶微分和积分ꎬ这样可以减小计算误差. 误差分析和计算

实例证明新算法具有很高的计算精度.
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　 　 分数阶微积分可以简洁地描述具有历史记忆

的物理过程ꎬ被广泛应用在各工程领域中ꎬ例如在

控制理论中出现的一些新算法[１]ꎬ为描述和控制

复杂系统提供了方便. 这些系统一般被描述成分

数阶微分方程ꎬ并且出现了许多求解这种方程的

数值算法[２ － ５] . 为了求解这些方程ꎬ首先要解决的

问题是如何计算分数阶微分和积分ꎬ因此计算分

数阶微积分的数值算法受到越来越多的关注ꎬ常

用的算法有分数阶线性多步法[６] 及基于快速

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换(ＦＦＴ)的算法[７] . 当原函数的初值条

件不为零时ꎬ上述算法均不能得到高精度的结果.
文献[８]提出了一种高精度的数值算法ꎬ但此算

法只能计算 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分ꎬ而且微分阶次只

能在(０ꎬ１)区间内. 本文提出一种计算分数阶微

分和积分的高精度数值算法ꎬ该算法可以计算非

零初值条件下任意阶次的分数阶微分和积分.



　 　

１　 生成函数

在分数阶微积分理论中ꎬ有多种分数阶微积

分定义ꎬ文献[７]给出了这些定义的具体形式. 当
原函数的初值条件为零时ꎬＲＬ 定义、ＧＬ 定义和

Ｃａｐｕｔｏ 定义等价ꎬ并可以应用式(１)近似计算[１０] .

０Ｄα
ｔ ｙ( ｔ) ≈ １

ｈα∑
[ ｔ / ｈ]

ｋ ＝０
ｗｋ ｙ( ｔ － ｋｈ) . (１)

其中:Ｄ 是分数阶微分或积分算子ꎻα 是分数阶微

分或积分的阶次ꎻ０ 和 ｔ 分别是积分区间的下限和

上限ꎻｙ( ｔ)是关于变量 ｔ 的函数ꎻｈ 是算法的步长ꎻ
ｋ 是离散点的下标ꎻｗ 是生成函数的 Ｔａｙｌｏｒ 展开

式的系数. 生成函数表达式为

Ｇα
ｐ(ｚ) ＝ ∑

ｐ

ｋ ＝１

１
ｋ (１ － ｚ) ｋ( )

α
. (２)

其中:ｐ 是生成函数的阶数. 如果原函数的初值条

件为零ꎬ式(１)的计算精度为 Ｏ(ｈｐ) [９] . 下面提出

一种构造生成函数的新方法.
定理 １　 当式(２)中的 α ＝ １ 时ꎬ生成函数为

Ｇｐ(ｚ) ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ . (３)

其中ꎬ系数 ｒｉ 满足

１ １ １ 􀆺 １
１ ２ ３ 􀆺 ｐ ＋ １
１ ２２ ３２ 􀆺 (ｐ ＋ １) ２

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
１ ２ｐ ３ｐ 􀆺 (ｐ ＋ １) ｐ
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ê
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０
１
２
⋮
ｐ
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

(４)
证明　 由式(２)和式(３)得

∑
ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ ＝ ∑

ｐ

ｋ ＝１

１
ｋ (１ － ｚ) ｋ . (５)

令式(５)中的 ｚ ＝ １ꎬ得到式(４)中的第一个

方程:

∑
ｐ

ｉ ＝０
ｒｉ ＝ ０ . (６)

用 ｚ 乘以式(５)的两边ꎬ再求关于 ｚ 的一次微

分ꎬ得

∑
ｐ

ｉ ＝０
( ｉ ＋ １)ｒｉｚｉ ＝ ∑

ｐ

ｋ ＝１

１
ｋ (１ － ｚ) ｋ －

ｚ∑
ｐ

ｋ ＝２
(１ － ｚ) ｋ－１ － ｚ . (７)

令式(７)中的 ｚ ＝ １ꎬ得到式(４)中的第二个

方程:

∑
ｐ

ｉ ＝０
( ｉ ＋ １)ｒｉ ＝ － １ . (８)

用 ｚ 乘以式(７)的两边ꎬ再求关于 ｚ 的一次微

分ꎬ得

∑
ｐ

ｉ ＝０
( ｉ ＋ １) ２ｒｉｚｉ ＝ ∑

ｐ

ｋ ＝１

１
ｋ (１ － ｚ) ｋ － ３ｚ∑

ｐ

ｋ ＝２
(１ －

ｚ) ｋ－１ ＋ ｚ２∑
ｐ

ｋ ＝３

１
ｋ － １(１ － ｚ) ｋ－２ － ３ｚ ＋ ｚ２ . (９)

令式(９)中的 ｚ ＝ １ꎬ得到式(４)中的第三个

方程:

∑
ｐ

ｉ ＝０
( ｉ ＋ １) ２ｒｉ ＝ － ２ . (１０)

重复以上过程可得矩阵方程(４)ꎬ定理得证.
当计算一阶微分时ꎬ可以直接应用定理 １ 构

造生成函数. 当微分(积分)的阶次 α≠１ 时ꎬ首先

应用定理 １ 构造 α ＝ １ 的生成函数ꎬ然后计算此生

成函数的 α 次幂ꎬ这样可以得到计算 α 阶微分或

积分的生成函数.

２　 基于 ＦＦＴ 算法的局限性

由于式(１)中的 ｗ 是生成函数的 Ｔａｙｌｏｒ 系

数ꎬ所以可以计算生成函数在原点的 Ｔａｙｌｏｒ 展开

式ꎬ求出对应的 Ｔａｙｌｏｒ 系数ꎬ然后应用式(１)计算

分数阶微分或积分ꎬ显然ꎬ这种算法的效率很低.
为了提高算法的速度ꎬ文献[７]提出了一种基于

ＦＦＴ 的算法ꎬ下面介绍此算法的计算过程.
将生成函数的 Ｔａｙｌｏｒ 展开式写成

Ｇα
ｐ(ｚ)＝∑

＋∞

ｋ ＝０
ｗｋｚｋ . (１１)

令式(１１)中的 ｚ ＝ ｅ － ｉφꎬ则有

Ｇα
ｐ(ｅ－ｉφ)＝∑

∞

ｋ ＝０
ｗｋｅ－ｉｋφ . (１２)

如果将两个函数的内积定义为

(ｅｉｎφꎬｅ－ｉｍφ)＝ １
２π∫

２π

０
ｅｉｎφｅ－ｉｍφｄφ＝ ０ꎬｍ ≠ ｎꎻ

１ꎬｍ ＝ ｎ .{
(１３)

则 ｅｉｎφꎬｅ － ｉｍφ是正交函数. 将下面的内积记为 ｗｋ:

(Ｇα
ｐ(ｅ －ｉφ)ꎬｅｉｋφ) ＝ １

２π∫
２π

０
Ｇα

ｐ(ｅ －ｉφ)ｅｉｋφｄφ ＝ ｗｋ .

(１４)
可知 ｗ 是式(１２)的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数ꎬ因此可用

ＦＦＴ 算法计算系数 ｗꎬ这样可以提高算法的速度.
以上的计算过程可以总结成下面的算法.

算法 １　 基于 ＦＦＴ 的算法

１) 选择算法的步长ꎬ计算原函数 ｙ( ｔ)在离散

点上的函数值ꎻ
２) 应用定理 １ 构造生成函数ꎬ应用 ＦＦＴ 算法

计算系数 ｗꎻ
３) 应用式(１)计算分数阶微分或积分.
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由于 ＦＦＴ 算法是近似计算ꎬ得到的系数 ｗ 并

不是准确值ꎬ因此会造成计算误差. 另外ꎬ算法 １
并没有考虑原函数的非零初值条件对计算精度的

影响ꎬ非零初值条件也会造成很大的计算误差. 下
面的例子将具体说明这一问题.

例 １　 应用基于 ＦＦＴ 的算法计算 ｅ － ｔ的 ０􀆰 ６ 阶

ＲＬ 微分ꎬ下面的解析解可以检验数值解的精度.
ＲＬ
０ Ｄ０􀆰 ６

ｔ ｅ － ｔ ＝ ｔ － ０􀆰 ６ε１ꎬ０􀆰 ４( － ｔ) . (１５)
其中ꎬε(􀅰)为 Ｍｉｔｔａｇ － Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数. 分别选择步长

ｈ ＝ ０􀆰 ０１ 和 ｈ ＝ ０􀆰 ００１ꎬ应用定理 １ 构造 ４ 阶生成

函数:
Ｇ － ０􀆰 ６

４ (ｚ) ＝ (２５ / １２ － ４ｚ ＋ ３ｚ２ － ４ｚ３ / ３ ＋ ｚ４ / ４) － ０􀆰 ６ .
(１６)

应用 ＦＦＴ 算法计算式(１６)的 Ｔａｙｌｏｒ 系数 ｗꎬ
然后应用式(１)计算 ＲＬ 微分的数值解. 将得到的

数值解和解析解绘制成曲线ꎬ如图 １ 所示ꎬ可见数

值解和解析解相差很大. 正如之前的分析ꎬ造成误

差的原因为:应用 ＦＦＴ 算法计算的 ｗ 不准确ꎻ原
函数 ｅ － ｔ的非零初值条件也会造成很大的计算

误差.

图 １　 数值解与解析解
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

３　 递推公式算法

为了解决系数 ｗ 不准确的问题ꎬ下面推导计

算 ｗ 的递推公式.
定理 ２　 生成函数:

Ｇα
ｐ(ｚ) ＝ (∑

ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ) α ꎬ (１７)

其 Ｔａｙｌｏｒ 展开式为

Ｇα
ｐ(ｚ) ＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｗｋｚｋ . (１８)

当 ｋ ＝ ０ 时ꎬ有 ｗ０ ＝ ｒα０ ꎻ当 ｋ > ０ 时ꎬ计算 ｗ 的

递推公式为

ｗｋ ＝ － １
ｒ０
∑

ｐ

ｉ ＝０
ｒｉ １ － ｉ １ ＋ α

ｋ( )ｗｋ－ｉ . (１９)

当 ｋ － ｉ < ０ 时ꎬ有 ｗｋ － ｉ ＝ ０.
证明 由式(１７)和式(１８)可得

(∑
ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ) α ＝ ∑

∞

ｊ ＝０
ｗｊｚｊ . (２０)

令式(２０)中的 ｚ ＝ ０ꎬ可以得到 ｗ０ ＝ ｒα０ .
对式(２０)的两边求关于 ｚ 的一阶微分ꎬ然后

乘以∑ｐ
ｉ ＝ ０ｒｉｚｉꎬ得

α∑
ｐ

ｉ ＝１
ｉｒｉｚｉ－１􀅰(∑

ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ) α ＝ ∑

ｐ

ｉ ＝０
ｒｉｚｉ􀅰∑

∞

ｊ ＝１
ｊｗｊｚｊ－１ .

(２１)
将式(２０)代入式(２１)ꎬ得

α∑
∞

ｊ ＝０
∑

ｐ

ｉ ＝１
ｉｒｉｗｊ－ｉ＋１ｚｊ ＝ ∑

∞

ｊ ＝０
∑

ｐ

ｉ ＝０
( ｊ － ｉ ＋ １)ｒｉｗｊ－ｉ＋１ｚｊ .

(２２)
在式(２２)中ꎬ当 ｊ － ｉ ＋ １ < ０ 时ꎬ有 ｗｊ － ｉ ＋ １ ＝ ０.
在式(２２)的两边ꎬｚｊ 项的系数相等ꎬ所以有

α∑
ｐ

ｉ ＝１
ｉｒｉｗｊ－ｉ＋１ ＝ ∑

ｐ

ｉ ＝０
( ｊ － ｉ ＋ １)ｒｉｗｊ－ｉ＋１ .

(２３)
将式(２３)中的 ｊ ＋ １ 替换成 ｋꎬ得

α∑
ｐ

ｉ ＝１
ｉｒｉｗｋ－ｉ ＝ ∑

ｐ

ｉ ＝０
(ｋ － ｉ)ｒｉｗｋ－ｉ . (２４)

当 ｋ － ｉ < ０ 时ꎬ有 ｗｋ － ｉ ＝ ０. 整理式(２４)ꎬ可得

递推式(１９)ꎬ定理得证.
为了消除非零初值条件产生的计算误差ꎬ应

用下面的方法将原函数转化成初值条件为零的函

数. 在算法中如果选择 ｐ 阶生成函数ꎬ则构造辅助

函数:

ｕ( ｔ) ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝０
ｃｉ ｔｉ . (２５)

为了使 ｕ( ｔ)和 ｙ( ｔ)在前 ｐ ＋ １ 个离散点上的

函数值相等ꎬ式(２５)中的系数 ｃ 需要满足

１ ０ ０ 􀆺 ０
１ ｈ ｈ２ 􀆺 ｈｐ

１ ２ｈ (２ｈ) ２ 􀆺 (２ｈ) ｐ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
１ ｐｈ (ｐｈ) ２ 􀆺 (ｐｈ) ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｃ０

ｃ１

ｃ２

⋮
ｃｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

ｙ(０)
ｙ(ｈ)
ｙ(２ｈ)

⋮
ｙ(ｐｈ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

(２６)
其中ꎬｈ 为算法的步长.

将 ｙ( ｔ)分解为 ｕ( ｔ) ＋ ｖ( ｔ)ꎬ由于 ｕ( ｔ)和ｙ( ｔ)
在前 ｐ ＋ １ 个离散点上的函数值相等ꎬ可以认为

ｕ( ｔ)具有和 ｙ( ｔ)相同的初值条件ꎬｖ( ｔ)具有零初

值条件ꎬ并且有
ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｙ( ｔ) ＝ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｕ( ｔ) ＋ ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｖ( ｔ) ꎬ (２７)

６０６ 东北大学学报(自然科学版) 　 　 　 第 ３９ 卷



　 　

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｙ( ｔ) ＝ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ( ｔ) ＋ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｖ( ｔ) . (２８)
由于 ｕ( ｔ)是幂函数的和ꎬ可直接推导出 ｕ( ｔ)

的分数阶微分(积分)的解析表达式:

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｕ( ｔ) ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝０

ｃｉΓ( ｉ ＋ １)
Γ( ｉ ＋ １ － α) ｔ

ｉ － α ꎬ (２９)

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ( ｔ) ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝｜ α｜

ｃｉΓ ( ｉ ＋ １)
Γ ( ｉ ＋ １ － α) ｔ

ｉ － α . (３０)

这样就可以得到下面的递推公式算法.
算法 ２　 递推公式算法

１) 选择算法的步长ꎬ计算原函数 ｙ( ｔ)在离散

点上的函数值ꎻ
２) 用定理 １ 构造生成函数ꎬ用定理 ２ 计算系

数 ｗꎻ
３) 根据式(２５)和式(２６)构造 ｕ( ｔ)ꎬ将 ｙ( ｔ)

分解为 ｕ( ｔ) ＋ ｖ( ｔ)ꎻ
４) 应用式(１) 计算 ｖ ( ｔ) 的分数阶微分或

积分ꎻ
５) 如果计算 ＲＬ 微积分ꎬ应用式(２９)计算

ｕ( ｔ)的 ＲＬ 微积分ꎻ如果计算 Ｃａｐｕｔｏ 微分ꎬ应用

式(３０)计算 ｕ( ｔ)的 Ｃａｐｕｔｏ 微分ꎻ
６) 应用式(２７)计算 ｙ( ｔ)的 ＲＬ 微积分ꎬ或者

应用式(２８)计算 ｙ( ｔ)的 Ｃａｐｕｔｏ 微分.
例 ２　 应用本文提出的算法重新计算例 １ 中

的 ＲＬ 分数阶微分. 为了比较两种算法的计算效

果ꎬ这里选择与例 １ 相同的步长 ｈ ＝ ０􀆰 ０１ꎬ构造 １
~ ５ 阶的生成函数ꎬ应用本文提出的算法计算数

值解ꎬ得到的计算误差如表 １ 所示.
由表 １ 可见ꎬ本文算法的计算精度明显高于

基于 ＦＦＴ 算法的计算精度. 当 ｈ ＝ ０􀆰 ０１ 时ꎬ本文

算法的计算误差可以控制在 １０ － １２的级别. 另外选

择大步长 ｈ ＝ ０􀆰 １ꎬ构造 ６ ~ １０ 阶的生成函数ꎬ然
后应用文本算法计算数值解ꎬ得到的计算误差如

表 ２ 所示. 可见ꎬ即使选择非常大的步长ꎬ本文的

算法仍然可以计算出精度很高的数值解.

表 １　 当 ｈ ＝０􀆰 ０１ 时的计算误差
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｗｈｅｎ ｈ ＝ ０􀆰 ０１

ｔ ｐ ＝ １ ｐ ＝ ２ ｐ ＝ ３ ｐ ＝ ４ ｐ ＝ ５

０􀆰 ５ １􀆰 ８Ｅ － ３ １􀆰 ２Ｅ － ５ ８􀆰 ９Ｅ － ８ ７􀆰 １Ｅ － １０ ５􀆰 ９Ｅ － １２
１􀆰 ０ １􀆰 ７Ｅ － ３ １􀆰 １Ｅ － ５ ８􀆰 ６Ｅ － ８ ６􀆰 ８Ｅ － １０ ５􀆰 ７Ｅ － １２
１􀆰 ５ １􀆰 ５Ｅ － ３ １􀆰 ０Ｅ － ５ ７􀆰 ５Ｅ － ８ ６􀆰 ０Ｅ － １０ ５􀆰 ０Ｅ － １２
２􀆰 ０ １􀆰 ３Ｅ － ３ ８􀆰 ６Ｅ － ６ ６􀆰 ４Ｅ － ８ ５􀆰 １Ｅ － １０ ４􀆰 ３Ｅ － １２
２􀆰 ５ １􀆰 １Ｅ － ３ ７􀆰 ４Ｅ － ６ ５􀆰 ５Ｅ － ８ ４􀆰 ４Ｅ － １０ ３􀆰 ７Ｅ － １２
３􀆰 ０ ９􀆰 ６Ｅ － ４ ６􀆰 ４Ｅ － ６ ４􀆰 ８Ｅ － ８ ３􀆰 ８Ｅ － １０ ３􀆰 ２Ｅ － １２
３􀆰 ５ ８􀆰 ４Ｅ － ４ ５􀆰 ６Ｅ － ６ ４􀆰 ２Ｅ － ８ ３􀆰 ４Ｅ － １０ ２􀆰 ９Ｅ － １２
４􀆰 ０ ７􀆰 ５Ｅ － ４ ５􀆰 ０Ｅ － ６ ３􀆰 ７Ｅ － ８ ３􀆰 ０Ｅ － １０ ２􀆰 ８Ｅ － １２
４􀆰 ５ ６􀆰 ８Ｅ － ４ ４􀆰 ５Ｅ － ６ ３􀆰 ４Ｅ － ８ ２􀆰 ７Ｅ － １０ ３􀆰 ０Ｅ － １２
５􀆰 ０ ６􀆰 ２Ｅ － ４ ４􀆰 １Ｅ － ６ ３􀆰 １Ｅ － ８ ２􀆰 ５Ｅ － １０ ３􀆰 ４Ｅ － １２

表 ２　 当 ｈ ＝０􀆰 １ 时的计算误差
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｗｈｅｎ ｈ ＝ ０􀆰 １

ｔ ｐ ＝ ６ ｐ ＝ ７ ｐ ＝ ８ ｐ ＝ ９ ｐ ＝ １０

０􀆰 ５ ３􀆰 １Ｅ － ９ ８􀆰 ２Ｅ － １１ ３􀆰 ０Ｅ － １２ １􀆰 ７Ｅ － １３ ４􀆰 ４Ｅ － １４
１􀆰 ０ ３􀆰 ７Ｅ － ８ ２􀆰 ９Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － １０ ２􀆰 ０Ｅ － １１ １􀆰 １Ｅ － １２
１􀆰 ５ ３􀆰 ７Ｅ － ８ ３􀆰 １Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － １０ ２􀆰 １Ｅ － １１ １􀆰 ５Ｅ － １２
２􀆰 ０ ３􀆰 ３Ｅ － ８ ２􀆰 ８Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － １０ １􀆰 ７Ｅ － １１ １􀆰 ６Ｅ － １２
２􀆰 ５ ２􀆰 ８Ｅ － ８ ２􀆰 ４Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － １０ ４􀆰 ３Ｅ － １１ ３􀆰 ９Ｅ － １１
３􀆰 ０ ２􀆰 ４Ｅ － ８ ２􀆰 １Ｅ － ９ １􀆰 ５Ｅ － １０ ２􀆰 ５Ｅ － １１ １􀆰 １Ｅ － １０
３􀆰 ５ ２􀆰 １Ｅ － ８ １􀆰 ８Ｅ － ９ ４􀆰 ５Ｅ － １１ ２􀆰 ０Ｅ － １０ ６􀆰 ９Ｅ － １０
４􀆰 ０ １􀆰 ８Ｅ － ８ １􀆰 ５Ｅ － ９ ２􀆰 ３Ｅ － １０ ５􀆰 ９Ｅ － １０ ８􀆰 ６Ｅ － ９
４􀆰 ５ １􀆰 ６Ｅ － ８ １􀆰 ４Ｅ － ９ ４􀆰 ９Ｅ － １０ １􀆰 ４Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － ８
５􀆰 ０ １􀆰 ５Ｅ － ８ １􀆰 ３Ｅ － ９ ２􀆰 ２Ｅ － １０ １􀆰 ０Ｅ － ８ ２􀆰 ２Ｅ － ７

　 　 为了比较本文算法与文献[８]中的算法ꎬ下
面列举一个计算 Ｃａｐｕｔｏ 微分的实例.

例 ３ 　 应用本文算法计算函数 ｅ２ｔ 的 α 阶

Ｃａｐｕｔｏ 微分在 ｔ ＝ １ 处的数值解ꎬ数值解的精度可

以用下面的解析解检验:
Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｅ２ｔ ＝ ２ｔ１ － αε１ꎬ２ － α(２ｔ) . (３１)
此例引用自文献[８]ꎬ这里选择与文献[８]相

同的 α 和步长ꎬ构造 ６ 阶生成函数ꎬ应用本文算法

计算数值解ꎬ计算误差如表 ３ 所示.

表 ３　 两种算法的计算误差
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｗｏ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

α ｈ 本文算法 文献[８]算法

０􀆰 ２ １ / １０ ６􀆰 ２１２４Ｅ － ６ ４􀆰 ９０２５Ｅ － ４
１ / ２０ １􀆰 ５４５５Ｅ － ７ ４􀆰 ４０９４Ｅ － ５
１ / ４０ ２􀆰 ９００６Ｅ － ９ ３􀆰 ８６３８Ｅ － ６
１ / ８０ ４􀆰 ９３７２Ｅ － １１ ３􀆰 ４２３２Ｅ － ７
１ / １６０ ８􀆰 ０６４７Ｅ － １３ ３􀆰 １４４０Ｅ － ８

０􀆰 ４ １ / １０ １􀆰 ６２３４Ｅ － ５ １􀆰 ６１５６Ｅ － ３
１ / ２０ ３􀆰 ７９８９Ｅ － ７ １􀆰 ５６８１Ｅ － ４
１ / ４０ ７􀆰 ００４８Ｅ － ９ １􀆰 ４４７８Ｅ － ５
１ / ８０ １􀆰 １８４１Ｅ － １０ １􀆰 ３１０３Ｅ － ６
１ / １６０ １􀆰 ９２５６Ｅ － １２ １􀆰 １８５１Ｅ － ７

０􀆰 ６ １ / １０ ３􀆰 １２６４Ｅ － ５ ４􀆰 ２３０９Ｅ － ３
１ / ２０ ６􀆰 ９０９９Ｅ － ７ ４􀆰 ５８２０Ｅ － ４
１ / ４０ １􀆰 ２５５０Ｅ － ８ ４􀆰 ６８３９Ｅ － ５
１ / ８０ ２􀆰 １０９３Ｅ － １０ ４􀆰 ６４７９Ｅ － ６
１ / １６０ ３􀆰 ４５１５Ｅ － １２ ４􀆰 ５４６９Ｅ － ７

０􀆰 ８ １ / １０ ５􀆰 ２５０２Ｅ － ５ １􀆰 ０１９０Ｅ － ２
１ / ２０ １􀆰 １０２４Ｅ － ６ １􀆰 ２５２５Ｅ － ３
１ / ４０ １􀆰 ９７８０Ｅ － ８ １􀆰 ４５２１Ｅ － ４
１ / ８０ ３􀆰 ３０９４Ｅ － １０ １􀆰 ６３３３Ｅ － ５
１ / １６０ ５􀆰 ６６１２Ｅ － １２ １􀆰 ８０８９Ｅ － ６

　 　 如果选择相同的步长ꎬ本文算法与文献[８]
的算法相比ꎬ计算误差减小了至少两个数量级. 当
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步长减小时ꎬ本文算法的误差减小得更为明显. 比
较结果说明ꎬ与文献[８]的算法相比ꎬ本文提出的

算法将计算精度提高了两个数量级以上.
文献[８]中的算法不能计算阶次在(０ꎬ１)区

间以外的 Ｃａｐｕｔｏ 微分ꎬ但本文算法可以计算这样

的 Ｃａｐｕｔｏ 微分. 另外ꎬ本文算法还可以计算分数

阶积分ꎬ下面给出计算实例.
例 ４　 计算函数 ｅ － ｔ的 ０􀆰 ６ 阶 ＲＬ 积分在区间

[０ꎬ５]内的数值解ꎬ可以应用下面的解析解检验

数值解的精度:
ＲＬ
０ Ｄ － ０􀆰 ６

ｔ ｅ － ｔ ＝ ｔ０􀆰 ６ε１ꎬ１􀆰 ６( － ｔ) . (３２)
选择步长 ｈ ＝ ０􀆰 ０１ꎬ构造 １ ~ ５ 阶的生成函

数ꎬ应用本文算法计算数值解ꎬ计算误差如表 ４ 所

示ꎬ可见计算结果也很精确.

表 ４　 计算误差
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ

ｔ ｐ ＝ １ ｐ ＝ ２ ｐ ＝ ３ ｐ ＝ ４ ｐ ＝ ５

０􀆰 ５ ５􀆰 ７Ｅ － ４ ３􀆰 ６Ｅ － ６ ２􀆰 ６Ｅ － ８ ２􀆰 ０Ｅ － １０ １􀆰 ６Ｅ － １２
１􀆰 ０ １􀆰 ５Ｅ － ３ ９􀆰 ５Ｅ － ６ ７􀆰 ０Ｅ － ８ ５􀆰 ５Ｅ － １０ ４􀆰 ５Ｅ － １２
１􀆰 ５ ２􀆰 ４Ｅ － ３ １􀆰 ６Ｅ － ５ １􀆰 ２Ｅ － ７ ９􀆰 ２Ｅ － １０ ７􀆰 ６Ｅ － １２
２􀆰 ０ ３􀆰 ３Ｅ － ３ ２􀆰 ２Ｅ － ５ １􀆰 ６Ｅ － ７ １􀆰 ３Ｅ － ９ １􀆰 １Ｅ － １１
２􀆰 ５ ４􀆰 １Ｅ － ３ ２􀆰 ７Ｅ － ５ ２􀆰 ０Ｅ － ７ １􀆰 ６Ｅ － ９ １􀆰 ３Ｅ － １１
３􀆰 ０ ４􀆰 ９Ｅ － ３ ３􀆰 ３Ｅ － ５ ２􀆰 ４Ｅ － ７ １􀆰 ９Ｅ － ９ １􀆰 ６Ｅ － １１
３􀆰 ５ ５􀆰 ７Ｅ － ３ ３􀆰 ７Ｅ － ５ ２􀆰 ８Ｅ － ７ ２􀆰 ２Ｅ － ９ １􀆰 ８Ｅ － １１
４􀆰 ０ ６􀆰 ４Ｅ － ３ ４􀆰 ２Ｅ － ５ ３􀆰 １Ｅ － ７ ２􀆰 ５Ｅ － ９ ２􀆰 １Ｅ － １１
４􀆰 ５ ７􀆰 ０Ｅ － ３ ４􀆰 ６Ｅ － ５ ３􀆰 ４Ｅ － ７ ２􀆰 ７Ｅ － ９ ２􀆰 ３Ｅ － １１
５􀆰 ０ ７􀆰 ６Ｅ － ３ ５􀆰 ０Ｅ － ５ ３􀆰 ７Ｅ － ７ ３􀆰 ０Ｅ － ９ ２􀆰 ５Ｅ － １１

４　 误差分析

对本文提出的算法进行误差分析ꎬ首先介绍

下面的引理ꎬ此引理引自文献[６] .
引理 １　 用式(１)计算函数 ｙ( ｔ) ＝ ｔｑ － １ (ｑ >

０)的分数阶微积分ꎬ则有

ＲＬ
０ Ｄα

ｔ ｙ(ｔ) ＝ １
ｈα∑

[ｔ / ｈ]

ｋ ＝０
ｗｋｙ(ｔ － ｋｈ) ＋Ｏ(ｈｐ) ＋Ｏ(ｈｑ) .

(３３)
由引理 １ 可知ꎬ式(１)的计算精度不仅与生

成函数的阶次有关ꎬ而且与原函数的初值条件有

关. 这里假设原函数 ｙ( ｔ)在原点处解析ꎬ可以写

出 ｙ( ｔ)在原点的 Ｔａｙｌｏｒ 展开式为

ｙ( ｔ)＝∑
＋∞

ｋ ＝０
ｃｋ ｔｋ . (３４)

本文算法将 ｙ( ｔ)分解为 ｕ( ｔ) ＋ ｖ( ｔ)ꎬ由 ｕ( ｔ)
和 ｖ( ｔ)的表达式可得

ｙ( ｔ)＝ｕ( ｔ)＋ ｖ( ｔ)＝∑
ｐ

ｋ ＝０
ｃｋ ｔｋ ＋ ∑

＋∞

ｋ ＝ｐ＋１
ｃｋ ｔｋ . (３５)

应用式(２９)和式(３０)可计算 ｕ( ｔ)的分数阶

微积分的精确值. 当应用式(１)计算 ｖ( ｔ)的分数

阶微积分时ꎬｖ( ｔ)具有零初值条件ꎬ即引理 １ 中的

ｐ ＝ ｑꎬ因此计算的精度只与生成函数的阶数有

关ꎬ而与原函数的初值条件无关. 所以递推公式算

法的计算精度为 Ｏ(ｈｐ) .

５　 结　 　 论

１) 基于 ＦＦＴ 算法误差较大的原因是应用了

不准确的生成函数系数ꎬ而且在计算中未考虑原

函数的非零初值条件对计算精度的影响.
２) 证明了计算生成函数系数的递推公式ꎬ并

设计了递推公式算法ꎬ此算法可以计算非零初值

条件下任意阶次的分数阶微分和积分.
３) 在相同的步长下ꎬ本文算法的计算精度高

于文献[８]的算法两个数量级以上. 即使选择大

步长 ｈ ＝ ０􀆰 １ꎬ本文算法的计算误差仍然可以控制

在 １０ － １０数量级.
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