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Ｐａｓｔｏｒ － Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 砂土模型静力参数
变形敏感性分析

李　 纯ꎬ 修占国ꎬ 王斐笠ꎬ 王秋鸿
(东北大学 资源与土木工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 基于广义塑性理论ꎬ针对 Ｐａｓｔｏｒ － Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ(Ｐ － Ｚ)砂土模型静力参数ꎬ划分为 ３ 个方面 ８ 个

参数ꎬ分别分析了各参数变化时对竖向位移的敏感性. 研究表明:模型各参数在 － ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ弹性模

量 Ｅ 的敏感性最大ꎬ竖向位移变化率可达 ６６􀆰 ０５％ ꎬ其次为内摩擦角 φ 和泊松比 μꎬ竖向位移变化率在 ± １０％
以内. 而与塑性模量相关的参数ꎬ竖向位移变化率均低于 ± １％ ꎬ当缺少实测数据时ꎬ可根据土工实验资料取

值. 研究结论可为 Ｐ － Ｚ 砂土模型在地基变形计算时参数的选取提供依据.
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　 　 １９８４ 年ꎬＺｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 和 Ｍｒｏｚ 提出了广义塑

性理论的基本框架[１] . Ｐａｓｔｏｒ － Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 模

型[２](Ｐ － Ｚ 模型)是基于广义塑性理论建立的土

体本构模型. Ｐ － Ｚ 模型可以模拟砂土在单调和循

环加载下的变形行为[３] . 随后ꎬ在不改变模型参

数数量的前提下ꎬＰａｓｔｏｒ 等[４] 提出了一个修正的

非线性 Ｐａｓｔｏｒ － Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ － Ｃｈｅｎ 模型ꎬ该模型

对不排水条件下饱和砂土的动力液化方面有较好

的预测能力[５] . 李宏恩等[２] 对 Ｐ － Ｚ 模型的静力

部分进行修正ꎬ引入模型参数ꎬ并对 Ｔｏｙｏｕｒａ 砂进

行试验分析.
Ｐ － Ｚ 模型大多用于模拟地震以及海浪作用

下的土体变形[６]ꎬ而对于地基土变形涉及较少.
实际工程中ꎬ地基土受竖向荷载作用产生变形ꎬ一
般不存在加载后再卸载的情况ꎬ因此ꎬ可将建筑物

对地基土的作用视为单调连续加载. 本文针对 Ｐ



　 　

－ Ｚ 模型中有关参数对地基变形的贡献进行敏感

性分析ꎬ表现为:与弹性状态相关的 ２ 个参数ꎬ弹
性模量 Ｅ 和泊松比 μꎻ定义临界状态的 ２ 个参数ꎬ
相对密实度 Ｄｒ 和内摩擦角 φꎻ定义塑性模量的 ４
个参数ꎬξꎬＨ０ꎬβ０ꎬβ１ . 通过讨论各参数在变形计算

中的敏感性ꎬ为地基计算参数的选取提供依据.

１　 静力作用下的 Ｐ － Ｚ 模型

Ｐ － Ｚ 模型定义于 ｐ － ｑ － θ 空间中ꎬ为了便于

数值计算ꎬ将其推广到三维笛卡尔坐标系[７] . 该
模型在模拟砂土变形时ꎬ采用非相关流动法则

( ｆ≠ｇ)ꎬ其屈服面方程( ｆ)和塑性势面方程(ｇ)为

ｆ ＝ ｑ －Ｍｆ × (１ ＋ １ / α) × (１ － ( ｐ
ｐｅ

) α)ꎬ

ｇ ＝ ｑ －Ｍｇ × (１ ＋ １ / α) × (１ － ( ｐ
ｐｇ

) α) .
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式中:ｐ ＝ Ｉ１ꎻｑ ＝ ３Ｊ２ ꎻＩ１ꎬＪ２ 分别为第一应力不

变量和第二偏应力不变量ꎻＭｇ 为临界状态线

(ＣＳＬ)的斜率ꎻα 为常数ꎻｐｅꎬｐｇ 为初始标准应力.
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Ｄｒ
＝ ６ｓｉｎφ
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式中:Ｄｒ 为土的相对密实度ꎻφ 为内摩擦角ꎻθ 为

Ｌｏｄｅ 角ꎻＪ３ 为第三偏应力不变量.
屈服面 ( ｆ) 和塑性势面 ( ｇ) 的加载方向矢

量为

ｎ ＝

∂ｆ
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∂ｆ
∂σ[ ]
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材料的应力增量 ｄσ 与应变增量 ｄε 的关

系为

ｄσ ＝ Ｃｅｐｄε . (５)
式中弹塑性矩阵 Ｃｅｐ在塑性力学中表示为

Ｃｅｐ ＝ Ｃｅ －
ＣｅｎｇＬ(ｎ) ＴＣｅ

ＨＬ ＋ (ｎ) ＴＣｅ(ｎｇＬ)
. (６)

对于初次加载ꎬ塑性模量 ＨＬ 可表示为

ＨＬ ＝Ｈ０ｐＨｆ(Ｈｖ ＋Ｈｓ) ꎬ (７)
Ｈｆ ＝ (１ － η / ηｆ) ４ꎬ
ηｆ ＝ (１ ＋ １ / α)Ｍｆꎬ
Ｈｖ ＝ １ － η / Ｍｇꎬ
Ｈｓ ＝ β０β１ｅｘｐ( － β０ξ) .
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式中:β０ꎬβ１ 均为材料参数ꎻ ξ为累计偏应变ꎻηｆ 为

应力比参数ꎻＨｖꎬＨｆ 为应力比对塑性模量的函数ꎻ

Ｈｓ 为偏应变硬化函数.
为便于数值计算ꎬ将式(４)从 ｐ － ｑ － θ 空间

转化为笛卡尔坐标系. ｎ 与 ｎｇＬ的计算方法相同ꎬ
只需将 ｆ 替换为 ｇ 即可.
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将式(５)展开可得
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假设土体变形通过 ｚ 方向体现ꎬ土体压缩模

量用增量表示为竖向应力增量与应变增量之比:

Ｅｓ ＝
ｄσｚ

ｄεｚ
. (１２)

式(１２)虽是弹性力学公式ꎬ但通过弹塑性矩

阵 Ｃｅｐ结合基本假定(ｄεｘ ＝ ｄεｙ ＝ ０)进行修正ꎬ使
其能够考虑土体的塑性变形. 只要求得弹塑性矩

阵 Ｃｅｐꎬ便得到修正的压缩模量值.
为了说明静力作用下 Ｐ － Ｚ 模型在计算地基

变形方面的合理性ꎬ本文针对数值算例进行简化

验证ꎬ计算模型如图 １ 所示.

图 １　 数值算例示意图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅ
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基底附加应力 ｐ０ ＝ １８９􀆰 ４ ｋＰａꎬ运用平面网格

划分技术[８] 计算有效应力的传递和地基土的变

形时ꎬ算例的参数基准值为:Ｅ ＝ ２８􀆰 ８ ＭＰａꎬμ ＝
０􀆰 ３ꎬＨ０ ＝ ８００ꎬφ ＝ ３６􀆰 ５°ꎬＤｒ ＝ ４２􀆰 ９％ ꎬ ξ ＝ ０􀆰 ７ꎬ
α ＝ ０􀆰 ４５ꎬβ０ ＝ ２ꎬβ１ ＝ ０􀆰 ２ꎬΨｓ ＝ ０􀆰 ２１. 土层总厚度

为 ４􀆰 ６ ｍꎬ计算出土层变形值ꎬ经修正系数 Ψｓ 修

正ꎬ最终结果为 ５􀆰 ７３０ ３ ｍｍ.
规范法计算最终变形值为 ６􀆰 ２７７ ｍｍꎬ与本文

计算结果相差 ０􀆰 ５４６ ７ ｍｍꎬ误差为 ８􀆰 ７１％ ꎬ相差

不大. 误差原因为:对于低压缩性土ꎬ规范法的计

算值远大于实际值. 同时ꎬ利用 Ｐ － Ｚ 模型计算

时ꎬ需考虑大量的模型参数ꎬ导致误差累计. 因此ꎬ
本文针对模型参数展开敏感性分析.

２　 参数敏感性分析

基于参数的基准值ꎬ分别从弹性参数、塑性模

量参数、临界状态参数 ３ 个方面讨论. 分别将参数

从 － ４０％ 变化到 ４０％ ꎬ计算土层厚 ０􀆰 ５ ｍ 的变形

值ꎬ该变形值可视土层最终变形指标.
２􀆰 １　 弹性参数分析

弹性模量 Ｅ 为材料抵抗弹性变形的指标ꎬ其
值越大ꎬ抵抗变形的能力越强. 图 ２ａ 为 Ｅ 变化时ꎬ
对应的竖向位移ꎬ随 Ｅ 的增大ꎬ竖向位移减小ꎬ且
Ｅ 较小时ꎬ竖向位移变化速率相对更快. 当 Ｅ 在

－ ４０％ ~４０％ 变化时ꎬ位移变化率在 － ２８􀆰 ４６％ ~
６６􀆰 ０５％ . 可见ꎬ其值的选取对竖向位移变化率高

度敏感ꎬ取值时应倍加谨慎.
泊松比 μ 是反映土体侧向与竖向变形比值的

参数. 由图 ２ｂ 知ꎬ土体竖向变形随 μ 的增大而减

小ꎬ当 μ→０􀆰 ５ 时ꎬ变形趋向于 ０ꎬ其变化呈现明显

的线性特征. 相对于参数 Ｅꎬ其敏感性小得多. 当
μ 在 － ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ其竖向位移变化率在

－ ５􀆰 ７５％ ~ ５􀆰 １５％ .

图 ２　 弹性参数与位移的关系
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
(ａ)—参数 Ｅ 与位移的关系ꎻ (ｂ)—参数 μ 与位移的关系.

２􀆰 ２　 临界状态参数分析

定义临界状态的 ２ 个参数为相对密实度 Ｄｒ

和内摩擦角 φ. Ｐ － Ｚ 模型中ꎬＭｇ 为相应临界状态

的模型参数. 由式(２) 知ꎬＭｇ 为内摩擦角 φ 和

Ｌｏｄｅ 角 θ 的函数ꎬＭｆ 可由 Ｄｒ 和 Ｍｇ 估计.
相对密实度 Ｄｒ 反映了土体松散度. 其值越

小ꎬ土体越松散ꎬ受载作用下变形越明显. 图 ３ａ 为

Ｄｒ 变化时竖向位移的值ꎬ当 Ｄｒ 在 － ４０％ ~ ４０％
变化时ꎬ竖向位移变化率在 － ２􀆰 ５２％ ~ １􀆰 ９４％ .

图 ３　 临界状态参数与位移的关系
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＣＳＬ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
(ａ)—参数 Ｄｒ 与位移的关系ꎻ
(ｂ)—参数 φ 与位移的关系.

图 ３ｂ 为内摩擦角 φ 变化时对竖向位移的影

响. 随 φ 的增大ꎬ变形呈线性减小ꎬ其变化符合一

般规律ꎬ呈现与参数 Ｄｒ 相似的变化趋势ꎬ但其敏

感程度却较 Ｄｒ 大. 当 φ 在 － ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ
竖向位移变化率在 － ８􀆰 ６３％ ~ ８􀆰 ６１％ .
２􀆰 ３　 塑性模量参数分析

４ 个与塑性模量相关的参数ꎬ分别为 ξꎬＨ０ꎬ
β０ꎬβ１ꎬ反映了土体在等向压缩时的塑性模量.

图 ４ａ 为累计偏应变 ξ 对竖向位移的影响. 式
(８)中ꎬξ 影响偏应变硬化函数 Ｈｓꎬ随 ξ 的增大ꎬ
竖向位移呈非线性减小ꎬ且变化幅度较小. 当 ξ 在

－ ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ其竖向位移变化率在

－ ０􀆰 １２％ ~ ０􀆰 ０６％ . 文献[９] 针对 ξ ＝ ０􀆰 ６ꎬ０􀆰 ７ꎬ
０􀆰 ８ 时分别进行砂土实验数据的拟合ꎬ结果表明ꎬ
当 ξ ＝ ０􀆰 ７ 时拟合结果更为贴近. 图 ４ｂ 为 Ｈ０ 变化

时ꎬ竖向位移的变化曲线ꎬＨ０ 增大ꎬ其竖向位移呈

线性减小趋势. 其敏感性相对 ξ 大ꎬ但总体较小.
当 Ｈ０ 在 － ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ其竖向位移变化

率在 － ０􀆰 ２３％ ~ ０􀆰 ２２％ .
图 ４ｃ 为参数 β０ 变化时ꎬ竖向位移变化趋势.

文献[１０]指出ꎬβ０ 的取值范围在 １􀆰 ５ ~ ５􀆰 ０. 由图

知ꎬβ０≤１􀆰 ５ 时ꎬ其竖向变形不变ꎬ随 β０ 增加ꎬ竖向

位移增大ꎬ且变化率逐渐增大. β０ ＝ ５ 时ꎬ竖向位

移增大 ０􀆰 １１％ . 当 β０ 在 － ４０％ ~ ４０％ 变化时ꎬ竖
向位移变化率在 － ０􀆰 ０１％ ~ ０􀆰 ０３％ . 图 ４ｄ 为参数

β１ 变化时ꎬ竖向位移变化趋势. 文献[１０]指出ꎬβ１

的取值范围在 ０􀆰 １ ~ ０􀆰 ２. 随 β１ 的增加ꎬ竖向位移

减小ꎬ其变化曲线与参数 Ｈ０ 相似ꎬ当 β１ 在 － ４０％
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~ ４０％ 变化时ꎬ竖向位移变化率在 － ０􀆰 ０６％ ~
０􀆰 ０６％ . 由式(７) ~ 式(８)知ꎬ参数 ξꎬＨ０ꎬβ０ꎬβ１ 通

过改变 ＨＬ 实现对 Ｃｅｐ 的影响ꎬ其参数敏感性均

较低.
为直观比较各参数的敏感性ꎬ将各参数变化

率与位移变化率同时比较. 图 ５ａ 为 ８ 个参数变化

时ꎬ对位移变化率的影响. 由图知ꎬ参数 Ｅ 的敏感

性最大ꎬ最大变化率可达 ６６􀆰 ０５％ . 其次为 φ 和 μꎬ
变化率均在 ± １０％ 以内. 其余 ５ 个参数的敏感性

均很小ꎬ变化率在 ± ３％ 以内. 将敏感性较低的 ７
个参数表示在图 ５ｂ 中ꎬ需要指出ꎬ与塑性模量相

关的参数ꎬ竖向位移变化率均低于 ± １％ . 当缺少

实测数据时ꎬ可根据实验资料取值.

图 ４　 塑性参数与位移的关系
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｌａｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
(ａ)—参数 ξ 与位移的关系ꎻ
(ｂ)—参数 Ｈ０ 与位移的关系ꎻ
(ｃ)—参数 β０ 与位移的关系ꎻ
(ｄ)—参数 β１ 与位移的关系.

图 ５　 各参数与位移的关系
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

依据参数敏感性分析结果ꎬ由于定义塑性模

量的相关参数对地基变形的敏感性很小ꎬ本文采

用地质资料统计和经验取值. 利用平面网格划分

技术对大型基础下层状砂土地基变形进行数值计

算ꎬ将计算值与规范方法计算值对比分析.

３　 计算算例

为了进一步说明参数敏感性分析结果在计算

中的合理性ꎬ选择«建筑地基技术规范»中给出的

计算算例为计算对象ꎬ计算模型如图 ６ 所示.
基底表面加载方式为 ｐ０ ＝ １８９􀆰 ４ ｋＰａ 均布荷

载. 基底平面尺寸长 Ｌ ＝ １１０􀆰 ２ｍꎬ宽 Ｂ ＝ １７􀆰 ６ｍꎬ
基底划分 ２０ × １２５ 个子域. 计算参数如表 １ 所示ꎬ
依据参数敏感性分析结果ꎬ塑性模量相关参数依

据文献[９ － １０]取值.

图 ６　 变形计算必要数据示意图
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｄａｔａｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

表 １　 地基土的主要物理力学参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｉｎ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｓｏｉｌ

土层
Ｅ

ＭＰａ 泊松比 μ 内摩擦角
(°)

黏聚力
ｋＰａ

密实度
％

粗砂 ２５ ０􀆰 ３０ ３５􀆰 ０ １􀆰 ３ ３９􀆰 ２
砾砂 ３０ ０􀆰 ２５ ３７􀆰 ０ ２􀆰 ５ ４３􀆰 ８
卵石 ４０ ０􀆰 ２０ ３９􀆰 ５ ５􀆰 ０ ３９􀆰 ７

粉质黏土 ５ ０􀆰 ３５ ６􀆰 ７ ３２􀆰 １

　 　 运用基底平面网格划分技术ꎬ结合基于 Ｐ － Ｚ
本构模型的压缩模量的计算方法ꎬ对该计算算例

进行变形计算ꎬ其计算结果如图 ７ 所示.
由图 ７ 知ꎬ即使基底表面作用均匀分布荷载ꎬ

其最终变形在空间上非均匀分布ꎬ这是由于附加

应力在水平和竖向两个方向同时传递和叠加造成

的. 采用规范法计算ꎬ将计算结果对比ꎬ如表 ２
所示.
　 　 粗砂层的计算差值为 ０􀆰 ０６３ ｍｍꎬ误差为

０􀆰 ８６％ ꎬ计算结果非常接近. 砾砂层的计算差值为

０􀆰 ２１６ ｍｍꎬ误差为 ４􀆰 ４２％ ꎬ误差较粗砂层大ꎬ但仍

然较小. 卵石层的计算差值为 １􀆰 ４２２ ｍｍꎬ误差为

１５􀆰 ２７％ ꎬ误差较大ꎬ原因在于该层深度为１９􀆰 ２ ｍꎬ
造成误差的持续积累. 粉质黏土层的计算差值为

１􀆰 ２７２ ｍｍꎬ误差为 ８􀆰 ６７％ ꎬ误差原因在于用砂土
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模型计算黏土的变形. 其计算结果的对比曲线及

误差如图 ８ 所示.

图 ７　 地基土的总变形
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｔｏｔａｌ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｓｏｉｌ
(ａ)—ｙ 轴方向截面曲线ꎻ (ｂ)—ｘ 轴方向截面曲线ꎻ

(ｃ)—变形空间分布图.

表 ２　 计算结果比较
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｖａｌｕｅｓ

土层
土层厚度

ｍ
本文模型计算值

ｍｍ
规范法计算值

ｍｍ
误差
％

粗砂 ４􀆰 ６ ７􀆰 ３２３ ７􀆰 ２６０ ０􀆰 ０６３
砾砂 ４􀆰 ４ ４􀆰 ６７０ ４􀆰 ８８６ ０􀆰 ２１６
卵石 １９􀆰 ２ １０􀆰 ７３２ ９􀆰 ３１０ １􀆰 ４２２

粉质黏土 ０􀆰 ８ １３􀆰 ４２５ １４􀆰 ６９７ １􀆰 ２７２

图 ８　 各层地基土竖向变形值
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｓｏｉｌ

４　 结　 　 论

１) 依据 Ｐ － Ｚ 模型本构理论ꎬ给出了弹塑性

矩阵的计算方法ꎬ并推导了可用于地基土变形计

算的压缩模量计算方法.

　 　 ２) 对模型参数进行敏感性分析ꎬ结果表明:
弹性模量 Ｅ 的敏感性最大ꎬ其次为内摩擦角 φ 和

泊松比 μ. 而与塑性模量相关的参数ꎬ敏感性很

低. 在计算分析缺少实测数据时ꎬ可依据资料取

值ꎬ并通过算例证明其可行性.
３) 依据敏感性分析结果ꎬ简化了模型参数的

标定过程. 计算结果表明:本文给出的计算方法与

规范法相比ꎬ计算结果相近. 且本文的计算方法克

服了规范法单点计算的缺陷ꎬ计算结果更加直观.
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