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摘　 　 　 要: 研究了具有预警状态的单模块可修复系统ꎬ将其动态变化过程用一组微分方程描述. 通过选取

适当的状态空间和系统算子的定义域ꎬ将方程化为 Ｂａｎａｃｈ 空间中的抽象柯西问题. 利用泛函分析和线性算子

半群理论证明了系统具有严格占优的单重的 ０ 本征值ꎬ说明系统的解满足渐近稳定性ꎬ并求出其稳态解. 随后

通过研究系统主算子的谱分布ꎬ证明了系统主算子的本质谱界为负. 最后讨论了系统主算子在紧扰动下的本

质谱界变化情况ꎬ结果表明系统的动态解是指数稳定的.
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　 　 单模块可修复控制系统的可靠性在生产过程

中起着非常重要的作用ꎬ其是否稳定关系着整个

生产流程能否正常运行.
本文研究的是一类具有预警状态的单模块分

布参数系统. 文献[１]建立了具有预警状态的单

模块可修复系统的模型ꎬ并用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换证明

了系统的解的存在性. 文献[２]利用算子半群理

论证明了系统存在唯一的非负解ꎬ从而证明了系

统解存在且唯一. 利用文献[２]的方法ꎬ文献[３ －
５]证明了各自对象解的存在唯一性. 文献[６ － ７]
分析了相关系统在一定条件下的系统算子本征值

分布. 文献[８]利用上述结论ꎬ证明了系统解的渐

近稳定性ꎬ即系统的动态解收敛于稳态解ꎬ系统的

瞬时可靠性收敛于系统的稳态可靠性. 但由于系

统算子难以整体分析ꎬ因此文献[８]对系统的动

态解收敛速度没有进行进一步讨论. 为讨论系统



　 　

解是否满足指数稳定性ꎬ文献[９]尝试将系统算

子进行拆分ꎬ单独讨论了一类可修复系统主算子

的性质. 文献[１０]讨论了一类排队论系统ꎬ在文

献[９]结论基础上利用算子半群的拟紧性、不可

约性以及系统算子的伴随算子性质证明了研究对

象满足时间依赖解的强收敛性和指数稳定性. 但
鉴于单模块可修复控制系统与排队论系统的区

别ꎬ即单模块可修复控制系统的修复目标是将系

统彻底修复ꎬ也就是修复到完好状态而不是预警

状态或其他故障状态ꎬ因此讨论系统算子生成的

强连续半群的性质十分复杂ꎬ文献[１０]的方法难

以对其进行讨论. 本文利用文献[９ － １０]中的部

分处理技巧和思想ꎬ在文献[８]的结论基础上首

先把系统算子分成两部分ꎬ利用线性算子半群理

论分析其主算子谱点分布ꎬ以及在紧扰动后本质

谱界的变化情况ꎬ得到一般情况下系统算子谱点

均位于左半开平面ꎬ且本征值 ０ 为单重本征值ꎬ进
而证明此系统是指数稳定的.

１　 系统模型描述

根据文献[１]ꎬ 该系统可能处于的状态共有

４ 个ꎬ分别用状态 ０ ~ ３ 表示. 用 ｔ 时刻系统处于每

一个状态的概率来作为系统的状态变量. 系统的

状态转化过程如图 １ 所示. 其中状态 ０ 指系统处

于完好状态ꎬ正常运行ꎻ状态 １ 为预警状态ꎬ即系

统有轻微故障ꎬ但可以运行. 一般认为系统性能在

状态１时可以达到完好状态的７０％ 以上ꎬ系统处

于此状态时即发出警报. 由于系统仍可运行ꎬ修复

过程可在不影响系统正常工作时进行ꎬ修复率为

常数ꎻ状态 ２ 表示系统由于故障而完全损坏或性

能低于完好状态的 ７０％ . 系统若处于此状态ꎬ只
能停止正常工作进行维修ꎬ随着修复时间的增加ꎬ
修复的可能性也在增大ꎻ状态 ３ 表示系统遇到不

可抗外部因素而损坏ꎬ发生可能性比状态 ２ 小ꎬ但
修复难度一般比状态 ２ 大ꎬ因此损坏率和修复率

都与状态 ２ 不同. λｓ(ｓ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５)表示系统各

状态的常数损坏率ꎻμꎬμ２ (ｘ)ꎬμ３ (ｘ)表示系统的

修复率ꎬｘ 表示维修时间. 设 ｐｉ( ｔ)( ｉ ＝ ０ꎬ１)表示 ｔ
时刻系统处于状态 ｉ 的概率ꎻｐｊ( ｔꎬｘ)( ｊ ＝ ２ꎬ３)表
示 ｔ 时刻系统处于状态 ｊ 且维修时间为 ｘ 的概率.
ｐｉ( ｔ)( ｉ ＝ ０ꎬ１)和ｐｊ( ｔꎬｘ)( ｊ ＝ ２ꎬ３)即为状态变量.

图 １　 系统状态转换图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｔｅ

根据文献[８]ꎬ此系统模型可以用如下方程

描述:
ｄｐ０( ｔ)

ｄｔ ＝ － (λ１ ＋ λ２ ＋ λ５)ｐ０( ｔ) ＋ μｐ１( ｔ) ＋∑
３

ｊ ＝２
∫∞
０
ｐｊ( ｔꎬｘ)μｊ(ｘ)ｄｘꎬ

ｄｐ１( ｔ)
ｄｔ ＝ － (λ３ ＋ λ４ ＋ μ)ｐ１( ｔ) ＋ λ１ｐ０( ｔ)ꎬ

∂ｐｊ( ｔꎬｘ)
∂ｔ ＋

∂ｐｊ( ｔꎬｘ)
∂ｘ ＝ － μｊ(ｘ)ｐｊ( ｔꎬｘ)( ｊ ＝ ２ꎬ３)ꎬ

ｐ２( ｔꎬ０) ＝λ４ｐ１( ｔ) ＋ λ５ｐ０( ｔ)ꎬ
ｐ３( ｔꎬ０) ＝λ３ｐ１( ｔ) ＋ λ２ｐ０( ｔ)ꎬ
ｐ０(０) ＝１ꎬｐｉ(０) ＝ｐ２(０ꎬｘ) ＝ｐ３(０ꎬｘ) ＝ ０( ｉ ＝ ０ꎬ１) .
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　 　 考虑到模型的实际背景ꎬ作如下假设:

０ ≤ μ(ｘ) <＋∞ꎬ０ ≤ ｘ < ＋∞ꎬ∫∞
０
μｊ(ξ)ｄξ ＝ ∞ꎬ

ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ ∫

ｘ

０
μｊ(ξ)ｄξ < ＋∞ .

并选取如下的状态空间:
Ｘ ＝ Ｃ２ × Ｌ１[０ꎬ∞ ) × Ｌ１[０ꎬ∞ ) .
对空间中任意元素 ｙ ＝ ( ｙ０ꎬ ｙ１ꎬ ｙ２ ( ｘ )ꎬ

ｙ３(ｘ))∈Ｘꎬ按如下方式定义其范数:
‖ｙ‖ ＝ ｜ ｙ０ ｜ ＋ ｜ ｙ１ ｜ ＋ ‖ｙ２‖Ｌ１ ＋‖ｙ３‖Ｌ１ .
因此空间(Ｘꎬ‖􀅰‖)显然是一个 Ｂａｎａｃｈ 空

间.
令 ａ０ ＝ λ１ ＋ λ２ ＋ λ５ꎻａ１ ＝ λ３ ＋ λ４ ＋ μꎬ则选取

算子 Ａ 和 Ｂ 及其定义域:
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Ａ ＝ ｄｉａｇ － ａ０ꎬ － ａ１ꎬ － ｄ
ｄｘ － μ２(ｘ)ꎬ － ｄ

ｄｘ － μ３(ｘ)æ

è
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ø
÷ꎬ

Ｄ(Ａ) ＝ {Ｐ∈Ｘ ｜
ｄｐｊ(ｘ)

ｄｘ ∈Ｌ１(Ｒ ＋ )ꎬｊ ＝ ２ꎬ３ꎻｐ２(０) ＝ λ４ｐ１( ｔ) ＋ λ５ｐ０( ｔ)ꎬｐ３(０) ＝ λ３ｐ１( ｔ) ＋ λ２ｐ０( ｔ)}ꎬ

Ｂ ＝

０ μ ∫∞
０
􀅰μ２(ｘ)ｄｘ ∫∞

０
􀅰μ３(ｘ)ｄｘ

λ１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
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ê
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.

取 Ｄ(Ｂ) ＝ Ｘ. 故式(１)可化成 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ
中的抽象柯西问题:

ｄＰ( ｔ)
ｄｔ ＝ (Ａ ＋ Ｂ)Ｐ( ｔ)ꎬｔ > ０ꎬ

Ｐ(０) ＝ (１ꎬ０ꎬ０ꎬ０) Ｔ .
} (２)

２　 系统的指数稳定性

２􀆰 １　 系统的稳态解

令(γＩ － Ａ － Ｂ)Ｐ ＝ ０ꎬ即

(γ ＋ ａ０)ｐ０ － μ１ｐ１ －∑
３

ｊ ＝２
∫∞
０
ｐｊ(ｘ)μｊ(ｘ)ｄｘ ＝ ０ꎬ

－ λ１ｐ０ ＋ (γ ＋ ａ１)ｐ１ ＝ ０ꎬ
ｄｐｊ(ｘ)

ｄｘ ＋ (γ ＋ μｊ(ｘ))ｐｊ(ｘ) ＝ ０ꎬｊ ＝ ２ꎬ３ꎬ

ｐ２(０) ＝ λ４ｐ１ ＋ λ５ｐ０ꎬ
ｐ３(０) ＝ λ３ｐ１ ＋ λ２ｐ０ .
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(３)
解式(３)可以得到

ｐｊ(ｘ) ＝ ｐｊ(０)ｅ－∫ｘ０ (γ＋μｊ(ξ))ｄξꎬｊ ＝ ２ꎬ３. (４)
将式(４)代入方程(３)得到

(γ＋ａ０)ｐ０ －μ１ｐ１－∑
３

ｊ ＝２
ｐｊ(０)∫∞

０
μｊ(ｘ) ×

ｅ－∫ｘ０ (γ＋μｊ(ξ))ｄξｄｘ ＝ ０.
因此方程(３)可以化为如下形式:

(γ ＋ ａ０)ｐ０ － μ１ｐ１ －∑
３

ｊ ＝２
ｐｊ(０)μｊꎬγ ＝ ０ꎬ

λ１ｐ０ － (γ ＋ ａ１)ｐ１ ＝ ０ꎬ
λ４ｐ１ ＋ λ５ｐ０ － ｐ２(０) ＝ ０ꎬ
λ３ｐ１ ＋ λ２ｐ０ － ｐ３(０) ＝ ０.

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

(５)

其中 μｊꎬγ ＝ ∫∞
０
μｊ(ｘ)ｅ－∫ｘ０ (γ＋μｊ(ξ))ｄξｄｘꎬｊ ＝ ２ꎬ３ .

方程(５)的系数行列式记为 Ｄ(γ)ꎬ则

Ｄ(γ) ＝

γ ＋ ａ０ － μ － μ２ꎬγ － μ３ꎬγ

λ１ － (γ ＋ ａ１) ０ ０
λ５ λ４ － １ ０
λ２ λ３ ０ － １

.

容易验证当 γ ＝ ０ 时ꎬＤ(γ) ＝ ０. 即 γ ＝ ０ 是系

统的本征值. 这时可解方程 (５) 的一组非零解

Ｐ ＝ (ｐ０ꎬｐ１ꎬｐ２(ｘ)ꎬｐ３(ｘ))为

ｐ１ ＝
λ１

ａ１
ｐ０ꎬ

ｐ２(ｘ) ＝ λ４λ１

ａ１
＋ λ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ｐ０ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξꎬ

ｐ３(ｘ) ＝ λ３λ１

ａ１
＋ λ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｐ０ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξ .

将上述解向量 Ｐ 作标准化处理ꎬ取

Ｎ ＝ １ ＋
λ１

ａ１
＋ λ４λ１

ａ１
＋ λ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξ ＋

λ３λ１

ａ１
＋ λ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξꎬ

得

ｐ^０ ＝ １
Ｎ ｐ０ꎬ

ｐ^１ ＝
λ１

ａ１Ｎ
ｐ０ꎬ

ｐ^２(ｘ) ＝ １
Ｎ

λ４λ１

ａ１
＋ λ５

æ
è
ç

ö
ø
÷ｐ０ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξꎬ

ｐ^３(ｘ) ＝ １
Ｎ

λ３λ１

ａ１
＋ λ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｐ０ｅ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξ .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(６)

取 Ｐ∗ ＝ ( ｐ^０ꎬｐ^１ꎬｐ^２(ｘ)ꎬｐ^３(ｘ)) .
由文献[８]如下定理成立.
定理 １[８]:
１) γ ＝ ０ 是系统的单重本征值.
２) {γ∈Ｃ ｜Ｒｅγ > ０ 或 γ ＝ ｉａꎬａ∈Ｒꎬａ≠０}⊂

ρ(Ａ ＋ Ｂ) .
其中ꎬρ(Ａ ＋ Ｂ)为算子 Ａ ＋ Ｂ 的正则集.

由定理 １ 知ꎬ由式(６)定义的 Ｐ∗为系统的稳

态解.
２􀆰 ２　 系统的谱分布

定理 ２　 对系统主算子 Ａꎬ令 ｃ ＝ ｍｉｎ{λ１ꎬμꎬ
ｃｊ}ꎬｊ ＝ ２ꎬ３ꎬ则当 Ｒｅγ > － ｃ 时必有 γ∈ρ(Ａ)ꎬ且

‖(γＩ － Ａ) － １‖≤ １
Ｒｅγ ＋ ｃ.
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　 　 证明　 当 Ｒｅγ > － ｃ 时ꎬ取 ｙ ＝ (ｙ０ꎬｙ１ꎬｙ２(ｘ)ꎬ
ｙ３(ｘ))ꎬＰ ＝ (ｐ０ꎬｐ１ꎬｐ２(ｘ)ꎬｐ３(ｘ))ꎬ令

(γＩ － Ａ)Ｐ ＝ ｙꎬ有
(γ ＋ ａ０)ｐ０ ＝ ｙ０ꎬ
(γ ＋ ａ１)ｐ１ ＝ ｙ１ꎬ
ｄｐ２(ｘ)

ｄｘ ＋ [γ ＋ μ２(ｘ)]ｐ２(ｘ) ＝ ｙ２(ｘ)ꎬ

ｄｐ３(ｘ)
ｄｘ ＋ [γ ＋ μ３(ｘ)]ｐ２(ｘ) ＝ ｙ３(ｘ)ꎬ

ｐ２(ｘ) ＝ λ４ｐ１ ＋ λ５ｐ０ꎬ
ｐ３(ｘ) ＝ λ３ｐ１ ＋ λ２ｐ０ .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(７)

由于 Ｒｅγ > － ｃꎬ故 γ≠－ ａｉꎬｉ ＝ ０ꎬ１. 解式(７)
得

ｐｉ ＝
ｙｉ

γ ＋ ａｉ
ꎬ

ｐ２(ｘ) ＝ λ４ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ５ｙ０

γ ＋ ａ０

æ
è
ç

ö
ø
÷ｅ－γｘ－∫ｘ０ μ２(ξ)ｄξ ＋

　 　 ∫ｘ
０
ｅ－γ(ｘ－τ) －∫ｘτ μ２(ξ)ｄξｙ２(τ)ｄτꎬ

ｐ３(ｘ) ＝ λ３ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ２ｙ０

γ ＋ ａ０

æ
è
ç

ö
ø
÷ｅ－γｘ－∫ｘ０ μ２(ξ)ｄξ ＋

　 　 ∫ｘ
０
ｅ－γ(ｘ－τ) －∫ｘτ μ３(ξ)ｄξｙ３(τ)ｄτ.

因此有

‖Ｐ‖ ＝ ∑
１

ｉ ＝０
｜ ｐｉ ｜ ＋ ∑

３

ｊ ＝２
｜ ｐｊ ｜≤∑

１

ｉ ＝０

ｙｉ

γ ＋ａｉ

＋

λ４ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ５ｙ０

γ ＋ ａ０
∫∞
０
ｅ －Ｒｅγｘ－∫ｘ０ μ２(ξ)ｄξｄｘ ＋

∫∞
０
ｄｘ∫ｘ

０
ｅ －Ｒｅγ(ｘ－τ) －∫ｘτ μ２(ξ)ｄξｙ２(τ)ｄτ ＋

λ３ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ２ｙ０

γ ＋ ａ０
∫∞
０
ｅ －Ｒｅγｘ－∫ｘ０ μ３(ξ)ｄξｄｘ ＋

∫∞
０
ｄｘ∫ｘ

０
ｅ －Ｒｅγ(ｘ－τ) －∫ｘτ μ３(ξ)ｄξｙ３(τ)ｄτ ≤ ∑

１

ｉ ＝０

ｙｉ

γ ＋ ａｉ

＋

λ４ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ５ｙ０

γ ＋ ａ０
∫∞
０
ｅ －(Ｒｅγ＋ｃ)ｘｄｘ ＋

∫∞
０
｜ ｙ２(τ) ｜ ｄｘ∫∞

τ
ｅ －(Ｒｅγ＋ｃ)(ｘ－τ) ｙ２(τ)ｄτ ＋

λ３ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ２ｙ０

γ ＋ ａ０
∫∞
０
ｅ －(Ｒｅγ＋ｃ)ｘｄｘ ＋

∫∞
０
｜ ｙ３(τ) ｜ ｄｘ∫∞

τ
ｅ －(Ｒｅγ＋ｃ)(ｘ－τ) ｙ３(τ)ｄτ ＝

∑
１

ｉ ＝０

ｙｉ

γ ＋ ａｉ

＋ １
Ｒｅγ ＋ ｃ

λ４ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ５ｙ０

γ ＋ ａ０

＋

１
Ｒｅγ ＋ ｃ

λ３ｙ１

γ ＋ ａ１
＋

λ２ｙ０

γ ＋ ａ０

＋ １
Ｒｅγ ＋ ｃ∑

３

ｊ ＝２
‖ｙｊ‖ ＝

１
Ｒｅγ ＋ ｃ

１
｜ γ ＋ ａ０ ｜

(Ｒｅγ ＋ ｃ ＋ λ５ ＋ λ２)[ ]｜ ｙ０ ｜ ＋

１
Ｒｅγ ＋ｃ

１
｜ γ ＋ａ１ ｜

(Ｒｅγ ＋ｃ ＋λ３ ＋λ４)[ ]｜ ｙ１ ｜ ＋

１
Ｒｅγ ＋ ｃ∑

３

ｊ ＝２
‖ｙｊ‖ꎬ

可以得到

‖Ｐ‖ ≤ １
Ｒｅγ ＋ ｃ(∑

１

ｉ ＝０
｜ ｙｉ ｜ ＋ ∑

３

ｊ ＝２
‖ｙｊ‖) ＝

１
Ｒｅγ ＋ ｃ‖ｙ‖ .

这就意味着对任意满足 Ｒｅγ > － ｃ 的 γꎬ
(γＩ － Ａ) － １:Ｘ→Ｘ 是有界的ꎬ所以 γ∈ρ(Ａ)ꎬ且满

足‖(γＩ － Ａ) － １‖≤ １
Ｒｅγ ＋ ｃ.

根据文献[１１]中的 Ｌｕｍｅｒ － Ｐｈｉｌｌｉｐｓ 定理ꎬ可
以得到如下推论.

推论 １　 系统的主算子 Ａ 生成一个 Ｃ０ 半群ꎬ
记为 Ｓ( ｔ) . 且存在某个 ω 满足 ｃ > ω > ０ꎬ使得

‖Ｓ( ｔ)‖≤ｅ － ωｔꎬｔ > ０.
注意到 Ｂ 是一个有限秩算子ꎬ因此一定是紧

算子. 根据算子半群的扰动理论ꎬ可以得到如下结

论.
定理 ３　 系统算子 Ａ ＋ Ｂ 生成一个 Ｃ０ 半群

Ｔ( ｔ) . 且满足‖Ｔ( ｔ)Ｐ(０) － 􀎮Ｐ(０)ꎬＱ􀎯Ｐ∗‖≤
Ｍｅ(Ｒｅγ１ ＋ δ) ｔꎬｔ > ０.
其中:Ｑ ＝ (１ꎬ１ꎬ１ꎬ１) Ｔ 为 Ｘ 的共轭空间 Ｘ∗中算

子(Ａ ＋ Ｂ)∗的 ０ 特征值对应的特征向量[１２]ꎻγ１

为系统算子 Ａ ＋ Ｂ 实部最大的非零特征值ꎻδ 与

Ｍ 为正常数ꎬ且满足 Ｒｅγ１ ＋ δ < ０.
证明　 由定理 ２ 可知ꎬ系统主算子 Ａ 的本质

谱界 Ｓｅｓｓ (Ａ) < － ｃ. 而由文献[１３]可知ꎬ紧算子

的扰动不改变半群的本质谱界ꎬ即 Ｓｅｓｓ(Ａ ＋ Ｂ) <
－ ｃ. 这就说明任意满足 Ｒｅγ∈( － ｃꎬ０)的谱点 γꎬ
γ 必是 Ａ ＋ Ｂ 的有限重孤立本征值.

取 γ１ 为系统算子 Ａ ＋ Ｂ 实部最大的非零特

征值. 设 Ｐ( ｔꎬ􀅰)为系统的动态解ꎬ则根据半群的

分解定理ꎬ有
Ｐ( ｔꎬ􀅰) ＝ Ｔ( ｔ) Ｐ(０) ＝ < Ｐ(０)ꎬＱ > Ｐ∗ ＋

Ｒ( ｔ)Ｐ(０)ꎬ
即‖ Ｔ ( ｔ) Ｐ ( ０ ) － 􀎮 Ｐ ( ０ )ꎬ Ｑ􀎯 Ｐ∗ ‖ ≤

Ｍｅ(Ｒｅγ１ ＋ δ) ｔ成立.

３　 仿真实验

在实际研究中ꎬ主要关注系统的可靠性ꎬ即系

统能够正常工作的概率. 此模型中的 ｐ０( ｔ)即为 ｔ
时刻处于完好状态的概率ꎬ一般称其为瞬时可靠

性( ＩＲ)ꎬ它是重点被关注的可靠性指标. 其下确
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界或最小值称为稳态可靠性(ＳＲ) .
系统实际运行过程中ꎬ从完好状态(状态 ０)

转移到预警状态(状态 １)的损坏率 λ１ 应该大于

其他损坏率. 而系统如果处于预警状态ꎬ说明系统

已经部分出现故障ꎬ因此从预警状态到常规故障

状态(状态 ２)的损坏率应该高于从完好状态直接

到常规故障状态的损坏率ꎬ即 λ４ > λ５ . 而系统由

于火灾和地震等意外造成故障的可能性较低ꎬ且
系统无论处于完好状态还是预警状态ꎬ系统发生

意外的可能性均等ꎬ即 λ２ ＝ λ３ . 系统处于预警状

态时对系统的修复为在线修复ꎬ即系统在运行状

态下适时维修ꎬ故常数修复率 μ 一般应小于系统

故障后离线维修的修复率均值. 而系统遭遇意外

造成的故障一般比常规故障更难修复ꎬ故 μ３ ( ｘ)
的均值应小于 μ２(ｘ)的均值.

基于上述分析ꎬ取 λ１ ＝ ０􀆰 ５ꎬλ２ ＝ ０􀆰 １ꎬλ３ ＝
０􀆰 １ꎬλ４ ＝ ０􀆰 ３ꎬ λ５ ＝ ０􀆰 ２ꎬ μ ＝ ０􀆰 ４ꎬ将 μ２ ( ｘ) 和

μ３(ｘ)取均值ꎬ令 μ２ ＝ ０􀆰 ８ꎬμ３ ＝ ０􀆰 ６.
图 ２ 中的仿真结果显示系统的瞬时可靠性

ｐ０( ｔ)以指数形式收敛到稳态解ꎬ且稳态解即为其

稳态可靠性. 瞬时可靠性 ｐ０( ｔ)在 ｔ∈(０ꎬ ＋ ∞ )上
一直保持单调递减ꎬ即有限时间内系统的瞬时可

靠性始终大于稳态可靠性.

图 ２　 系统的瞬时可靠性和稳态可靠性

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ
ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

４　 结　 　 论

为分析具预警状态的单模块可修复系统的稳

定性ꎬ本文将系统算子拆成两个算子之和. 利用线

性算子半群理论证明其中一个算子生成 Ｃ０ 半群ꎬ
且谱点均在左半平面. 而另一个算子为紧算子ꎬ因
此两个算子之和依然生成 Ｃ０ 半群. 根据半群紧扰

动理论可以证明 ０ 为系统算子的单重本征值ꎬ并

且虚轴左侧一个带状区域内只有有限个孤立本征

值. 从而利用算子半群的分解定理ꎬ证明系统的动

态解以指数形式收敛于系统的稳态解ꎬ即系统满

足指数稳定性. 后续工作将讨论当修复率变化时

系统瞬时可靠性的动态及稳态性能.
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ｏｆ ａ Ｍａｒｋｏｖｉａｎ ｄｅｔｅｒｉｏｒａｔｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎꎬ２００９ꎬ４５(２):１２９ － １４０.

[ ７ ]　 Ｌｉｕ Ｄ Ｘꎬ Ｊｉ Ｙ. Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｒｅｐａｉｒａｂｌｅ ｑｕａｌｉｔｙ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｗａｒｍ￣ｓｔａｎｄｂｙ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ
[Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１６ꎬ６:８ －
１４.

[ ８ ]　 Ｊｉ ＣꎬＬｉｕ Ｄ Ｘ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｋｉｎｄ ｏｆ ｒｅｐａｉｒａｂｌｅ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｓｔａｔｅ [ Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１６ꎬ６:４７ － ５１.

[ ９ ]　 任寒景ꎬ张玉峰ꎬ金光植ꎬ等. 含同原因故障和一个冷储备

部件的可修复系统主算子性质[ Ｊ] . 数学的实践与认识ꎬ
２０１５ꎬ４５(６):２５５ － ２６４.
( Ｒｅｎ Ｈａｎ￣ｊｉｎｇꎬ Ｚｈａｎｇ Ｙｕ￣ｆｅｎｇꎬ Ｊｉｎ Ｇｕａｎｇ￣ｚｈｉꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｏｆ ａ ｒｅｐａｉｒａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ
ｃｏｍｍｏｎ￣ｃａｕｓｅ ｆａｉｌｕｒｅ ａｎｄ ａ ｃｏｌｄ ｓｔａｎｄｂｙ ｕｎｉｔ [ Ｊ ] .
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｐｒａｃｔｉｃｅ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｙꎬ２０１５ꎬ４５ (６):２５５ －
２６４. )

[１０] Ｅｈｍｅｔ Ｋꎬ Ｇｕｐｕｒ Ｇ. Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｍ / Ｇ / １
ｑｕｅｕｅｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｉｎｇｌｅ ｗｏｒｋｉｎｇ ｖａｃａｔｉｏｎ [ Ｊ ] .
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２０１６ꎬ４４(１):１ － ３１.

[１１] Ｐａｚｙ Ａ. Ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ
ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ [ Ｍ ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ
１９８３.

[１２] Ｌｉｕ Ｄ ＸꎬＳｕｎ Ｓ Ｙ. Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｓｉｎｇｌｅ￣ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｒｅｐａｉｒａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｃｏｌｄ￣
ｓｔａｎｄｂｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ [ Ｊ ] . Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１５ꎬ５(５):５７ － ６２.

[１３] Ｌｉｕ Ｄ ＸꎬＳｉ Ｗ ＹꎬＹｉｎ Ｚ. Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｒｅｐａｉｒａｂｌｅ ｈｕｍａｎ￣ｍａｃｈｉｎｅ ｓｙｓｔｅｍ[ Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１４ꎬ４(３):８６ － ９３.
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