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在非黏性流体域中微悬臂梁振动的建模与仿真

马树军ꎬ 玄　 航ꎬ 孙嘉蔚ꎬ 杨　 磊
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 借用欧拉 －伯努利梁理论推导并计算出微悬臂梁在真空中的共振频率ꎬ根据非黏性理论经典模

型分别计算出微悬臂梁在不同密度的流体中的共振频率. 然后在有限元软件 ＡＮＳＹＳ(１６􀆰 ０)仿真环境下ꎬ采
用 ｓｏｌｉｄ４５ － ｆｌｕｉｄ３０ 和 ｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ 两种单元组合建立微悬臂梁在流体域中的三维模型并进行模态分析.
最后将仿真结果与相关研究者已发表的实验与理论数据进行对比ꎬ在此基础上通过实验来验证新型有限元

模型的正确性. 通过有限元和实验的方法进一步验证了非黏性流体的密度是影响微悬臂梁共振频率变化的

主要因素.
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　 　 ＭＥＭＳ/ ＮＥＭＳ(ｍｉｃｒｏ / ｎａｎｏ￣ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
ｓｙｓｔｅｍ)传感器技术由于其微型化、智能化、成本

低等优点ꎬ被认为是继微电子之后又一个对国民

经济和军事有重大影响的技术领域. 在生物医学

和机械工程等领域 ＭＥＭＳ 技术已经成为不可或

缺的技术之一[１] . 微悬臂梁又是 ＭＥＭＳ 传感器件

的关键元件ꎬ被广泛应用于液体、气体等流体环

境[２]ꎬ如微生物传感器(ｍｉｃｒｏ￣ｂｉｏｓｅｎｓｏｒｓ)、微型

开关 ( ｍｉｃｒｏ￣ｓｗｉｔｃｈｅｓ ) 和 微 型 共 振 器 ( ｍｉｃｒｏ￣

ｒｅｓｏｎａｔｏｒｓ)等[３] . 由于 ＭＥＭＳ 传感器主要工作在

流体环境ꎬ所以流体阻尼( ｆｌｕｉｄ ｄａｍｐｉｎｇ)会影响

关键元件———微悬臂梁的振动特性ꎬ因而研究微

悬臂梁在流体中的振动非常重要. 相关研究可以

通过微悬臂梁传感器在流体环境中共振特性的变

化ꎬ从而精确地计算出传感器所在流体的性能指

标[４ － ５] . 流体阻尼分为附加质量( ａｄｄｅｄ ｍａｓｓ)和

黏性阻尼(ｖｉｓｃｏｕｓ ｄａｍｐｉｎｇ) [６] . Ｓａｄｅｒ 指出当流体

的雷诺系数 Ｒｅ≫１ 时ꎬ其黏度可认为非常小ꎬ流体



　 　

可近似为非黏性流体[７ － ８] . 本文将对微悬臂梁在

非黏性流体中的共振特性进行研究ꎬ即研究附加

质量对微悬臂梁共振特性的影响. 在小黏性的流

体环境下本文可以用非黏性模型代替黏性模型来

提高计算效率. 目前国内外研究者在微悬臂梁浸

没于流体中振动方面着重于理论和实验. 例如

Ｘｉｅ 等[９]提出了非黏性流体的附加质量与微悬臂

梁共振频率偏移的关系. Ｓｈａｂａｎｉ 等[３]总结了微悬

臂梁在非黏性不可压缩流体中的共振频率的变化

情况. Ｒｅｚａｚａｄｅｈ 等[１０] 的研究表明在非黏性不可

压缩流体中ꎬ由于流体密度的增加导致了附加质

量(ａｄｄｅｄ ｍａｓｓ)的增加. 目前的研究成果在有限

元仿真模型方面缺乏足够的依据. 本研究将建立

一种新的流固耦合模型并进行实验ꎬ对该模型的

正确性进行验证. 新的模型在保证精度基础上大

大提高了计算效率ꎬ对微悬臂梁传感器今后的制

造和发展具有重要的参考价值和实际意义.

１　 理论模型

首先使用欧拉 －伯努利梁理论来分析并推导

悬臂梁的振动模型(见图 １) [１１] . 假设悬臂梁为等

截面细长直杆ꎬｙ ＝ ｙ(ｘꎬｔ)为曲线挠度ꎬＬꎬｂꎬｈ 分

别为梁的长、宽和厚度ꎬ线密度为 ρｌꎬ截面惯性矩

为 Ｉ(对于矩形梁 Ｉ ＝ ｂｈ３ / １２)ꎬ材料的弹性模量

为 Ｅ.

图 １　 悬臂梁模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

对微元进行受力分析和化简ꎬ得到悬臂梁的

运动方程为

∂４ｙ
∂ｘ４ ＋ １

ａ２
∂２ｙ
∂ｔ２

＝ ０ ꎬ (１)

ａ２ ＝ ＥＩ / ρｌꎬ (２)
β４≡ω２ / ａ２ . (３)

通解为

ｙ(ｘꎬｔ) ＝ Ｙ(ｘ)Ｇ( ｔ) ꎬ (４)

Ｙｉ ( ｘ ) ＝ Ａｃｏｓｈ ( βｉｘ ) ＋ Ｂｓｉｎｈ ( βｉｘ ) ＋
Ｃｃｏｓ(βｉｘ) ＋Ｄｓｉｎ(βｉｘ) ꎬ (５)

Ｇ( ｔ) ＝ Ｅｓｉｎ(ωｔ) ＋ Ｆｃｏｓ(ωｔ) . (６)
悬臂梁的边界条件为

Ｙ(０) ＝ ０ꎬＹ′(０) ＝ ０ꎬＹ″(Ｌ) ＝ ０ꎬＹ‴(Ｌ) ＝ ０ .
(７)

将式(７)代入式(５)化简得悬臂梁振动特征

方程为

ｃｏｓ(βｉＬ)ｃｏｓｈ(βｉＬ) ＋ １ ＝ ０ . (８)
模态振型为式 (９)ꎬ系数 ζ 见表 １.

Ｙｉ(ｘ) ＝ ｃｏｓｈ( βｉｘ) － ｃｏｓ( βｉｘ) ＋ ζｉ [ ｓｉｎｈ( βｉｘ) －
ｓｉｎ(βｉｘ)] . (９)

表 １　 β ｉＬ和 ζ ｉ

Ｔａｂｌｅ １　 β ｉＬ ａｎｄ ζ ｉ

阶数 ｉ １ ２ ３ ４ 􀆺 ｉ

βｉＬ １􀆰 ８７５ ４􀆰 ６９４ ７􀆰 ８５５ １０􀆰 ９９６ 􀆺 (２ｉ － １)π / ２
ζｉ ０􀆰 ７３４ １􀆰 １０９ ０􀆰 ９９９ １􀆰 ０００ 􀆺 １

　 　 求得振动角频率为

ωｉ ＝ (βｉＬ) ２ ＥＩ
ρｌＬ４ ꎬ (１０)

不同阶数的 βｉＬ 见表 １. 共振频率为

ｆｉ ＝ ωｉ / ２π . (１１)
由式(１１)和式(９)可计算出悬臂梁在真空中

每阶的共振频率和振型. 引用 Ｃｈｕ[１２] 的微悬臂梁

在非黏性流体中的模型理论ꎬ可以计算出微悬臂

梁在不同流体中的共振频率. 该模型应满足五点

基本假设:
１) 微悬臂梁在长度方向上是定截面的ꎻ
２) 微悬臂梁的长度 Ｌ 远大于宽度 ｂꎻ
３) 微悬臂梁的材料是各向同性的线性弹性

体ꎬ并且内部的摩擦影响可以被忽略ꎻ
４) 微悬臂梁振幅远小于在各个方向上的

长度ꎻ
５) 非黏性流体是不可压缩的.

ωｆｌｕｉｄ

ωｖａｃ
＝ [１ ＋ πρｂ

４ρｌｈ
] － １ / ２ . (１２)

其中:ωｆｌｕｉｄ和 ωｖａｃ分别是微悬臂梁在流体和真空

中的角频率ꎻ ρ 是流体密度ꎻ ρｌ 是悬臂梁的线

密度.

２　 仿真建模

本研究使用有限元仿真软件 ＡＮＳＹＳ(１６􀆰 ０)
建立 １ 个三维的微悬臂梁在流体中的非黏性模

型ꎬ如图 ２ 所示. 实体域与流体域的尺寸和材料参
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数都可以任意设定. 为了验证文献[８]的结果ꎬ本
文选 择 的 杨 氏 模 量、 泊 松 比 和 密 度 分 别 为

１７０ ＧＰａꎬ０􀆰 ３ꎬ２ ３２０ ｋｇ / ｍ３ꎬ微悬臂梁的尺寸为

１９７ μｍ × ２９ μｍ × ２ μｍꎬ 使用 ｓｈｅｌｌ６３ 单元和

ｆｌｕｉｄ３０ 三维流体单元分别做实体域与流体域.

图 ２　 流体域与实体域模型
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｏｍａｉｎｓ

在仿真微悬臂梁流固耦合时可以做二维模型

ｐｌａｎｅ４２ － ｆｌｕｉｄ７９[１３] 和 三 维 模 型 ｓｏｌｉｄ４５ －
ｆｌｕｉｄ３０[１４]ꎬ而本文的 ｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ 模型的计算

结果与 ｓｏｌｉｄ４５ － ｆｌｕｉｄ３０ 模型结果非常接近. 但
是ꎬ采用 ｓｈｅｌｌ６３ 单元可以减少计算时间. 特别地ꎬ
当网格划分非常精细的时候ꎬ用 ｓｈｅｌｌ６３ 单元代替

ｓｏｌｉｄ４５ 单元可以极大减少运算时间ꎬ提高工作效

率. 使用电脑(处理器:Ｉｎｔｅｌ(Ｒ) ｃｏｒｅ (ＴＭ) ｉ７ －
６７００ ＣＰＵ ＠ ３􀆰 ４ ＧＨｚꎬ８ ＧＢ 内存)计算 Ｃ２ 微悬

臂梁流固耦合模型ꎬ ｓｏｌｉｄ４５ － ｆｌｕｉｄ３０ 模型用时

９６ ｓꎬｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ 模型用时 ５９ ｓ.

３　 结果分析与讨论

３􀆰 １　 模型正确性的验证

本文对非黏性模型进行了大量的仿真验证ꎬ
例如 Ｓａｄｅｒ[７]通过改变流体性能参数(见表 ２)ꎬ从
而仿真出了微悬臂梁在丙酮、正丁醇、水和四氯化

碳中的共振频率ꎬ结果见表 ３.

表 ２　 在 ２０ ℃下各流体的参数
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｆｌｕｉｄ ａｔ ２０ ℃

流体 ρ / ( ｋｇ􀅰ｍ － ３) ｃ / (ｍ􀅰ｓ － １)

空气 １􀆰 １８ ３４０
丙酮 ７８５ １ １９２

正丁醇 ８０５ １ ２１２
水 ９９７ １ ４６０

四氯化碳 １ ５９０ ９２６

表 ３　 各种流体中 Ｃ２ 微悬臂梁共振频率
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｏｎａｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃ２ ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｉｎ ｅａｃｈ ｆｌｕｉｄ

流体域 ｆＳａｄｅｒ [１３] / ｋＨｚ ｆｓｏｌｉｄ４５ － ｆｌｕｉｄ３０ / ｋＨｚ 误差 / ％ ｆｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ / ｋＨｚ 误差 / ％

丙酮 ３１􀆰 ９０ ３１􀆰 １３ ２􀆰 ３８ ３１􀆰 ０７ ２􀆰 ６０

正丁醇 ３１􀆰 ６０ ３０􀆰 ８２ ２􀆰 ４６ ３０􀆰 ９０ ２􀆰 ２１

水 ２９􀆰 ００ ２８􀆰 １６ ２􀆰 ８９ ２８􀆰 １１ ３􀆰 ０７

四氯化碳 ２３􀆰 ７０ ２２􀆰 ９１ ３􀆰 １８ ２３􀆰 ０１ ２􀆰 ９１

　 　 从表 ３ 可知ꎬ新型有限元模型结果误差在

３％ 左右ꎬ可以认为仿真可靠性比较高. 本文再根

据 Ｃｈｕ[１２]的非黏性理论对 ｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ 模型

的正确性进行了验证ꎬ见图 ３.

图 ３　 ωｆｌｕｉｄ /ωｖａｃ与 ρ / ρｌ 的关系曲线
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ωｆｌｕｉｄ /ωｖａｃ ａｎｄ ρ / ρｌ

假设 ｙ ＝ ωｆｌｕｉｄ / ωｖａｃꎬｘ ＝ ρ / ρｌꎬ式(１２)变为

ｙ ＝ [１ ＋ πｂ
４ｈｘ]

－ １ / ２ . (１３)

该函数曲线为单调递减曲线(见图 ３ 黑色曲

线) . 图中的点分别代表微悬臂梁在不同流体中

第一阶共振频率的仿真结果ꎬ每一种流体对应的

结果都标在曲线上.
３􀆰 ２　 共振频率的变化

从图 ４ 中可以看出ꎬ由于四氯化碳的密度最

大ꎬ该流体对微悬臂梁共振频率的影响最大ꎬ可以

认为流体密度对微悬臂梁共振频率的变化有很大

影响.
３􀆰 ３　 共振模态的变化

图５为Ｓａｄｅｒ的Ｃ２微悬臂梁在不同流体中
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图 ４　 各种流体中微悬臂梁的共振频率
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｅｓｏｎａｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ｉｎ ｅａｃｈ ｆｌｕｉｄ

的前 ４ 阶模态ꎬ本文用 ＡＮＳＹＳ 软件进行模态分

析并用 Ｏｒｉｇｉｎ 软件对微悬臂梁的前四阶模态进

行归一化处理.
图 ５ａ ~图 ５ｄ 分别是微悬臂梁在真空、丙酮、

正丁醇、水和四氯化碳中前 ４ 阶共振模态. 可以看

到流体随着密度的增加ꎬ对微悬臂梁共振模态的

影响随之增加ꎬ并且随着阶数的增加ꎬ流体阻尼对

微悬臂梁的模态影响越来越大. 因此流体的密度

对微悬臂梁的共振模态有很大影响.

图 ５　 微悬臂梁在不同流体中共振模态
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｌｕｉｄ

(ａ)—一阶模态ꎻ (ｂ)—二阶模态ꎻ (ｃ)—三阶模态ꎻ (ｄ)—四阶模态.

４　 实　 　 验

本文的实验装置包括真空系统、激光位移测量

系统和显微观测系统. 直径为 ２１０ ｍｍ 圆柱形真空

腔内真空度可达 ０􀆰 １ Ｐａ. 激光测量装置是基恩士公

司的 ＬＫ －Ｇ５０００ 型位移传感器ꎬ分辨率能够达到

０􀆰 ００５ μｍꎬ采样频率最大能达到 ３９２ ｋＨｚ. 显微观测

装置为 Ｅ －Ｍ５ＩＩ 型全幅相机和 ５０ 倍物镜组成. 实
验原理和实验装置见图 ６ ~ 图 ８. 本套设备可以实

时测量在不同真空度下的微悬臂梁样品的振动位

移ꎬ然后通过 ＦＦＴ 变换ꎬ转变成频谱图. 图 ９ 为微悬

臂梁样品在不同压强下的一组频谱图.

图 ６　 实验原理图
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

本文通过实验验证有限元模型的正确性ꎬ从
表 ４ 中可以看出实验结果与有限元结果相差在

５％ 以内ꎬ可以认为实验较为成功ꎬ也验证了本文
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新型有限元模型的正确性.

图 ７　 实验装置
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｆａｃｉｌｉｔｙ

图 ８　 真空腔
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｖａｃｕｕｍ ｃｈａｍｂｅｒ

图 ９　 微悬臂梁样品在不同压强下的频谱

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ

表 ４　 微悬臂梁样品共振频率的实验与 ＦＥＭ结果对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ａｎｄ ＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

真空度 / ＭＰａ ｆＦＥＭ / Ｈｚ ｆ实验 / Ｈｚ 误差 / ％

０􀆰 １ ２ ９９８􀆰 ８ ２ ８７８􀆰 ６ ４􀆰 ０１
０􀆰 ０５ ３ ００３􀆰 ８ ２ ８９４􀆰 ０ ３􀆰 ６６
０􀆰 ０１ ３ ００６􀆰 １ ２ ９０１􀆰 ２ ３􀆰 ４９
０􀆰 ００１ ３ ００８􀆰 ５ ２ ９０８􀆰 ８ ３􀆰 ３１

０ ３ ０２８􀆰 ８ ２ ９７１􀆰 ６ １􀆰 ８９

５　 结　 　 语

本文新型有限元模型 ｓｈｅｌｌ６３ － ｆｌｕｉｄ３０ 相比

于传统的模型在保证精度的前提下将计算时间减

少了 ３９％ ꎬ通过对比其他研究者的理论数据证明

了新型有限元模型的可行性和高效性. 并用实验

的方法进一步证实了非黏性流体的密度是影响微

悬臂梁共振频率变化的主要因素这一结论.
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Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅꎬ１９６３.

[１３] Ｈｏｓｓａｉｎ ＡꎬＨｕｍｐｈｒｅｙ ＬꎬＭｉａｎ Ａ. Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ ｍｉｎｉ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｓｕｂｍｅｒｇｅｄ ｉｎ
ｖｉｓｃｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｕｓｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ [ Ｊ ] . Ｆｉｎｉｔｅ
Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ＆Ｄｅｓｉｇｎꎬ２０１２ꎬ４８(１):１３３９ － １３４５.

[１４] Ｚｈａｏ Ｌꎬ Ｈｕ Ｙꎬ Ｈｅｂｉｂｕｌ Ｒꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｎｓｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｍｉｃｒｏ￣ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｓｈａｐｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ａｎｄ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ[Ｊ] . Ｓｅｎｓｏｒｓ ＆Ａｃｔｕａｔｏｒｓ Ｂ:
Ｃｈｅｍｉｃａｌꎬ２０１７ꎬ２４５:５７４ － ５８２.
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