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不重叠多分层纤维增强复合梁固有频率分析及验证

许　 卓ꎬ 李　 晖ꎬ 薛鹏程ꎬ 闻邦椿
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 首先ꎬ针对复合梁各向异性的特点ꎬ利用子结构分析法分段表达各子梁的振型函数ꎬ明确复合梁

固有频率的求解原理ꎻ然后ꎬ基于 Ｍａｔｌａｂ 编写计算程序ꎬ提出不重叠多分层复合梁固有频率的分析流程ꎻ最
后ꎬ以 ＴＣ５００ 碳纤维 /树脂基复合梁为研究对象ꎬ搭建了复合梁固有频率测试系统ꎬ测试获得其未分层、单分

层和不重叠多分层损伤下的固有频率. 研究发现ꎬ随着分层数量增加ꎬ固有频率逐渐下降ꎬ且随着模态阶次升

高ꎬ对固有频率的影响愈发明显ꎻ同时ꎬ试验与计算结果的误差在 １􀆰 ０６％ ~ ５􀆰 ４９％ 之间ꎬ验证了所提出计算方

法的正确性.
关　 键　 词: 固有频率ꎻ纤维增强ꎻ复合梁ꎻ不重叠多分层ꎻ试验分析
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　 　 由于纤维增强复合材料具有比强度、比刚度

高及耐高温性能好等优点ꎬ同时还具有良好的稳

定性和阻尼特性ꎬ因此被广泛应用于航空、军工、
汽车以及其他高精技术领域. 但是ꎬ由于纤维增强

复合材料常使用在恶劣的工作环境中ꎬ因此容易

出现损伤故障ꎬ如分层、纤维断裂、整体开裂等. 在
众多的故障中ꎬ分层损伤是在复合材料中最常出

现的一种故障形式[１] . 分层损伤ꎬ会改变结构的

动力学特性ꎬ对固有频率、模态振型以及其他振动

特性产生影响. 因此研究分层损伤下复合材料结



　 　

构的振动特性具有学术和工程意义.
由于纤维增强复合材料结构分层损伤故障具

有代表性ꎬ目前已受到国内外学者的广泛关注.
Ｗａｎｇ 等[２]基于欧拉 － 伯努利梁理论对具有贯穿

分层结构的弹性梁进行了振动分析ꎬ但该方法不

适用于位于非中心区域的分层. 为解决这一问题ꎬ
Ｍｕｊｕｍｄａｒ 等[３]假设其拥有一致的剪切变形ꎬ提出

一个约束模型ꎬ该模型分层发生在中心与非中心

位置时ꎬ计算的结果与实验结果都有很好的一致

性ꎻ但此类模型无法解释实验所获模态振型中分

层出现的开口现象[４] . 为解决该问题ꎬＬｕｏ 等[５]基

于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论ꎬ通过引入逐段线性弹簧模

型的方法来模拟两分层面间的张开与闭合. 从而

很好 地 解 释 实 验 中 分 层 面 间 的 开 口 现 象.
Ｃｈａｋｒａｂｏｒｔｙ 等[６] 基于一阶剪切变形理论ꎬ利用有

限元法ꎬ对非对称复合梁的振动特性进行了分析ꎬ
Ｄｅｌｌａ 等[７]提出了两个重叠分层损伤梁的振动模

型ꎬ讨论了两分层重叠长度对固有频率的影响ꎬ但
未进行实验验证. Ｋａｒｇａｒｎｏｖｉｎ 等[８] 对分层梁在移

动恒力作用下的动力学特性进行了分析ꎬ获得了

该状态下复合梁的固有频率、模态振型和振动响

应. 国内方面ꎬ庄小燕等[９] 提出了一种含有分层

损伤层合结构的有限元模型ꎬ计算了该结构的频

率和模态阻尼. 吉桂秀等[１０]基于一阶剪切变形理

论ꎬ建立了含多个分层损伤层合结构自由振动的

有限元模型并提出了分析方法.
虽然人们对分层损伤纤维复合梁的振动特性

开展了大量的研究ꎬ但针对不重叠多分层损伤复

合梁固有频率理论与实验结合的研究相对较少.
复合材料由于其制备工艺ꎬ容易产生分层损伤ꎻ同
时ꎬ由于其具有的各向异性特点ꎬ更加大了固有特

性分析的难度. 因此ꎬ有必要针对纤维增强复合材

料结构在多分层故障下的固有特性问题进行更加

深入的研究.

１　 带有不重叠多分层损伤的纤维增
强复合梁固有频率的理论求解

　 　 建立图 １ 所示不重叠多分层损伤复合梁的模

型ꎬ模型的总长度为 Ｌꎬ宽度为 ｂꎬ厚度为 ｈꎬｊ 个不

重叠分层区域的长度分别为 Ｌｄ１ ~ Ｌｄｊ . 基于经典

梁理论ꎬ将该模型简化为由 ｎ 根子梁在分层边界

处相连接的模型ꎬ其中每根梁的厚度分别为 ｈｉ( ｉ
＝１ ~ ｎ) . 模型中分层区域中的两根子梁被认为

一直接触在一起ꎬ但相互之间可以产生滑动[３] .

图 １　 带有不重叠多分层损伤的纤维增强复合梁的理论模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｂｅｒ￣ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｎｏｎ￣ｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇ
ｄｅｌａｍｉｎａｔｉｏｎｓ

分层梁的振动控制方程通过欧拉 －伯努利梁

原理建立ꎬ其未分层区间子梁的控制方程为

Ｄｉ
∂４ｗｉ

∂ｘ４ ＋ｍｉ
∂２ｗｉ

∂ｔ２
＝ ０ . (１)

分层区间子梁的控制方程为

(Ｄ２ ＋３ｓ ＋Ｄ３ ＋３ｓ)
∂４ｗｉ

∂ｘ４
＋ (ｍ２ ＋３ｓ ＋ｍ２ ＋３ｓ

)
∂２ｗｉ

∂ｔ２
＝０ . (２)

式中:ｗｉ 和 ｍｉ 分别为第 ｉ 个子梁的挠度和质量ꎻ
Ｄ２ ＋ ｓ ＝Ｄ３ ＋ ｓꎻｓ ＝ ０ ~ ｊ － １ꎻＤｉ 为第 ｉ 个子梁的缩减

弯曲刚度ꎬ表示为

Ｄｉ ＝Ｄ( ｉ)
１１ －

(Ｂ( ｉ)
１１ ) ２

Ａ( ｉ)
１１

ꎬ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ) . (３)

其中:Ａ( ｉ)
１１ ꎬＢ( ｉ)

１１ 和 Ｄ( ｉ)
１１ 分别为第 ｉ 个子梁的拉伸刚

度、耦合刚度和弯曲刚度. 表达式分别为

Ａ( ｉ)
１１ ＝ ｂ∑

ｎｉ

ｋ ＝１
(Ｑｋ

１１) ｋ(ｚｋ － ｚｋ－１) ꎬ (４)

Ｂ( ｉ)
１１ ＝ ｂ

２ ∑
ｎｉ

ｋ ＝１
(Ｑｋ

１１) ｋ(ｚ２ｋ － ｚ２ｋ－１) ꎬ (５)

Ｄ( ｉ)
１１ ＝ ｂ

３ ∑
ｎｉ

ｋ ＝１
(Ｑｋ

１１) ｋ(ｚ３ｋ － ｚ３ｋ－１) . (６)

在式(４) ~式(６)中:ｎｉ 表示第 ｉ 个子梁的层数ꎻｚｋ
和 ｚｋ － １表示第 ｉ 个子梁的第 ｋ 层纤维与中层的距

离ꎻＱｋ
１１为子梁第 ｋ 层的刚度系数ꎬ其表达式为

　 Ｑｋ
１１ ＝ Ｑｋ

１１ ｃｏｓ４φ ＋ Ｑｋ
２２ ｓｉｎ４φ ＋ ２ (Ｑｋ

１２ ＋ ２Ｑｋ
６６ ) ×

ｃｏｓ２φｓｉｎ２φ . (７)

其中:Ｑ１１ ＝
Ｅ１１

１ － υ１２υ２１
ꎻＱ２２ ＝

Ｅ２２

１ － υ１２υ２１
ꎻＱ６６ ＝ Ｇ１２ꎻ

Ｑ１２ ＝ υ１２Ｑ２２ꎻυ２１ ＝
υ１２Ｅ２２

Ｅ１１
. Ｅ１１ꎬＥ２２ꎬ和 Ｇ１２分别为沿

纤维方向、垂直纤维方向和面内剪切杨氏模量ꎬ
υ１２和 υ２１分别为沿着纤维方向和垂直纤维方向的

泊松比.
在自由振动中ꎬ对于式(１)和式(２)的通解为

ｗｉ(ｘ) ＝Ｗｉ(ｘ)ｓｉｎ(ωｔ) . (８)
式中:ω 为复合梁的固有频率ꎻＷｉ(ｘ)为第 ｉ 个子
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梁的模态振形.
将式(８) 代入式 (１) 和式 (２) 并消除零解

ｓｉｎ(ωｔ) ＝ ０ꎬ可获得广义微分方程:

Ｗｉ(ｘ) ＝ Ｃｉｃｏｓ(λ ｉ
ｘ
Ｌ ) ＋ Ｓｉｓｉｎ(λ ｉ

ｘ
Ｌ ) ＋

ＣＨｉｃｏｓｈ(λ ｉ
ｘ
Ｌ ) ＋ ＳＨｉｓｉｎｈ(λ ｉ

ｘ
Ｌ ) . (９)

式中ꎬλ ｉ 在未分层区域的表达式为

λ４
ｉ ＝

ω２ｍｉ

Ｄｉ
Ｌ４ . (１０ａ)

在分层区域的表达式为

λ４
２ ＋ ３ｓ ＝

ω２(ｍ２ ＋ ３ｓ ＋ｍ３ ＋ ３ｓ)
(Ｄ２ ＋ ３ｓ ＋Ｄ３ ＋ ３ｓ)

Ｌ４ . (１０ｂ)

λ ｉ 为无量纲的频率ꎬ其中最小的特征值 λ 为梁的

无量纲基频. 式(９)中包含的 ４ｎ － ４ｊ 个未知参数

ＣｉꎬＳｉꎬＣＨｉ 和 ＳＨｉ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ)可以通过 ４ 个边界

条件和 ８ｊ 个连续性条件来确定.
１) 边界条件的确定. 在子梁 １ 边界ｘ ＝ ０ 处和

子梁 ｎ 边界 ｘ ＝ Ｌ 处的具体表达如下ꎬ式中的微分

表示 Ｗ 对 ｘ 的导数.
当在简支边界条件时ꎬＷｉ ＝ ０ꎬＷ″ｉ ＝ ０ꎻ
当在固支边界条件时ꎬＷｉ ＝ ０ꎬＷ′ｉ ＝ ０ꎻ
当在自由边界条件时ꎬＷｉ″ ＝ ０ꎬＷ‴ｉ ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

２) 连续性条件的确定. 如图 ２ 所示ꎬ以子梁

１、子梁 ２ 和子梁 ３ 为例ꎬ子梁 ２ 和子梁 ３ 考虑到

挠度和斜率的连续性条件ꎬ在 ｘ ＝ ｘ１ ＝ Ｌ１ 处的弯曲

和扭转运动的平衡条件为:Ｗ１ ＝Ｗ２ꎬＷ１′ ＝Ｗ２′.

图 ２　 ｘ ＝ Ｌ１ 处子梁 １ 与子梁 ２ 和 ３ 剪切力和弯曲位移
平衡条件

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ
ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｕｂ￣ｂｅａｍ １
ａｎｄ ｓｕｂ￣ｂｅａｍ ２ ａｎｄ ３ ａｔ ｘ ＝ Ｌ１

图 ２ 中ꎬ各分量关系:
Ｖ１ ＝ Ｖ２ ＋ Ｖ３ꎬ (１１)

Ｍ１ ＝Ｍ２ ＋Ｍ３ －Ｐ２(
ｈ１

２ －
ｈ２

２ ) ＋Ｐ３(
ｈ１

２ －
ｈ３

２ ) . (１２)

式中:Ｖ ｉ ＝ －ＤｉＷ‴ｉ ꎻＭｉ ＝ － ＤｉＷ″ｉ ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３) . 故
式(１１)可改写为

Ｄ１Ｗ‴１ ＝ (Ｄ２ ＋Ｄ３) Ｗ‴２ . (１３)
此外ꎬ轴向力 Ｐ ｉ 可以通过子梁间分层的伸

长 /缩短的相容性和轴向平衡获得. 这里

Ｐ３Ｌｄ

Ａ(３)
１１

－
Ｐ２Ｌｄ

Ａ(２)
１１

＝
ｈ１

２ [Ｗ′１(Ｌ１) －Ｗ′４(Ｌ１ ＋Ｌｄ)] ꎬ (１４)

Ｐ１ ＝ Ｐ２ ＋ Ｐ３ ＝ ０ . (１５)
整理得

Ｄ１Ｗ″１(Ｌ１) ＝ (Ｄ２ ＋Ｄ３)Ｗ″２(Ｌ１) －
ｈ２

１

４Ｌｄ

[Ｗ′１(Ｌ１) －Ｗ′４(Ｌ１ ＋ Ｌｄ)]
１

Ａ(２)
１１

＋ １
Ａ(３)

１１

. (１６)

同理ꎬ也可以获得ꎬ在 ｘ ＝ ｘ２ 至 ｘ ＝ ｘｎ － ｊ － １处考

虑挠度和斜率连续性条件的弯曲和扭转运动的平

衡条件. 通过在 ｘ０ 和 ｘｎ 点处获得的 ４ 个边界条

件和 ｘ１ ~ ｘｎ － ｊ － １处获得的 ８ｊ 个连续性条件ꎬ将所

获得的方程进行整理得

Ｑ􀅰Ｖ ＝ ０ . (１７)
式中:Ｑ 为各未知参数 ＣｉꎬＳｉꎬＣＨｉ 和 ＳＨｉ的系数

所构成的(４ｎ － ４ｊ) × (４ｎ － ４ｊ)的方阵ꎻＶ 为未知

参数 ＣｉꎬＳｉꎬＣＨｉ 和 ＳＨｉ所构成(４ｎ － ４ｊ) × １ 的矩

阵. 若要使方程(１７)成立ꎬ则有 ｜ Ｑ ｜ ＝ ０ꎬ求解即

可求出其固有频率 ω.

２　 不重叠多分层损伤下纤维增强复
合梁的固有频率分析流程

　 　 本文第 １ 节明确了子结构分析法分层梁固有

特性求解原理ꎬ本节中ꎬ基于 Ｍａｔｌａｂ 编写了相应

的程序ꎬ并提出了多分层损伤的复合梁固有频率

的分析流程ꎬ具体步骤如下:
１) 输入分层复合梁的几何参数和材料参数.

首先ꎬ需要给出分层复合梁的长、宽、厚、每层纤维

角度等几何参数ꎻ然后ꎬ输入沿纤维方向和垂直纤

维方向的弹性模量、剪切模量、泊松比和材料密度

等参数ꎬ为计算做好准备.
２) 基于子结构分析法ꎬ获得各子梁的无量纲

频率和振型表达式. 基于子结构分析法ꎬ将分层复

合梁简化成在分层边界处相连接的多根欧拉 －伯

努利子梁ꎬ分别获得每根子梁的缩减弯曲刚度ꎬ进
而获得各子梁的无量纲频率和振型表达式.

３) 根据多分层损伤的复合梁的边界条件和

连续性条件ꎬ列出求解方程组. 首先ꎬ在子梁 １ 和

子梁 ｎ 所对应的边界状态ꎬ确定边界条件方程ꎻ然
后ꎬ根据未分层区域的子梁与其相邻的分层区域

子梁的连续性条件、剪切力和弯曲位移平衡条件ꎬ
可获连续性条件方程ꎻ最后ꎬ将所获得的所有方程

组联立ꎬ准备进行求解.
４) 对方程进行整理ꎬ获得分层梁的固有频

率. 整理后的方程组可写成 Ｑ􀅰Ｖ ＝ ０ 的形式. 为使

方程有非零解ꎬ则 ｜Ｑ ｜ ＝ ０ꎬ求解可获得分层梁的

各阶固有频率 ω.
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３　 实验验证

以 ＴＣ５００ 碳纤维 /树脂基纤维复合梁为研究

对象ꎬ对其在未分层、单分层和不重叠多分层状态

下的固有频率进行了测试. 被测试件长 × 宽 × 高

的尺寸为 ２６０ ｍｍ × ３０ ｍｍ × ２􀆰 ３ ｍｍꎬ沿纤维方向

的弹性模量为 １３６ ＧＰａꎬ垂直纤维方向的弹性模

量为 ７􀆰 ９２ ＧＰａꎬ剪切模量为 ３􀆰 ３９ ＧＰａꎬ泊松比为

０􀆰 ３２ꎬ密度为 １ ７８０ ｋｇ / ｍ３ꎬ质量为 ３２ ｇꎬ材料的铺

层方式为正交铺设ꎬ即[(０ / ９０) ｓ / ０ / (９０ / ０) ｓ]ꎬ共
铺设 ２１ 层ꎬ每层具有相同的厚度和纤维体积分

数. 测试时复合梁安装状态为悬臂形式ꎬ其固定端

夹持长度为 ３０ ｍｍꎬ制作的两个分层长度分别为

６０ ｍｍ 和 ３５ ｍｍꎬ分层区域左端距离悬臂边的距

离分别为 １３０ ｍｍ 和 ６０ ｍｍꎬ距离上表面的距离

分别为 １ ｍｍ 和 １􀆰 ５ ｍｍ.
为验证本文提出不重叠多分层故障下复合梁

固有频率计算方法的正确性ꎬ搭建如图 ３ 所示的

实验系统.

图 ３　 复合梁固有频率测试系统
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｔｅｓｔ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

ｂｅａｍ

３􀆰 １　 未分层复合梁的固有频率测试

为比较分层前后复合梁固有频率的变化ꎬ先
对未分层状态下的复合梁进行测试. 首先ꎬ将未分

层的复合梁安装到图 ３ 所示的夹具中ꎻ安装完成

后ꎬ对被测复合梁以单点响应ꎬ多点激励的方式进

行测量ꎬ被测复合梁沿长度方向等分成 ２０ 段ꎬ共
２１ 个激励点ꎬ响应点设置在点 ４ 位置ꎬ各测点位

置如图 ３ 中的局部放大图所示. 测试时ꎬ使用 ＰＣＢ
力锤在每个激励点进行 ３ 次有效激励ꎬ并通过

ＬＭＳ 采集仪进行数据采集ꎬ最后通过 ＬＭＳ Ｔｅｓｔ.
ｌａｂ １４Ａ 分析软件对采集的信号进行存储和分析ꎬ

获得其前 ５ 阶固有频率.
３􀆰 ２　 单个分层时复合梁的固有频率测试

１) 单分层复合梁的制作. 为保证边界条件的

一致性ꎬ完成未分层复合梁固有频率测试后ꎬ在试

验装置上直接完成分层的制作. 首先ꎬ对设置好的

第一分层区域进行局部加热使胶体软化ꎻ在确认

胶体软化后ꎬ使用尖头刀片在预分层区域穿透并

将其扩展到指定长度ꎬ形成贯穿式的分层. 最后ꎬ
待胶体重新冷却ꎬ单分层复合梁即置备完成. 分层

部分的预制过程ꎬ如图 ４ 所示.

图 ４　 复合梁的分层区域制作过程
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｍａｋｉｎｇ ａ ｄｅｌａｍｉｎａｔｉｏｎ ａｒｅａ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

２) 单分层复合梁的固有频率测试. 单个分层

预制完成后ꎬ重复 ３􀆰 １ 节所使用测试方法ꎬ对单分

层复合梁进行固有频率的测试ꎬ获得单分层复合

梁的前 ５ 阶固有频率.
３􀆰 ３　 不重叠分层时复合梁的固有频率测试

１) 不重叠多分层的预制. 完成单分层复合梁

振动测试后ꎬ不改变被测复合梁边界状态ꎬ在第二

分层区进行局部加热ꎬ待胶体软化后ꎬ使用尖头刀

片ꎬ在预分层区域穿透并将其扩展到指定的长度ꎬ
形成贯穿式的分层. 最后ꎬ当胶体重新冷却ꎬ不重

叠分层复合梁即置备完成.
２) 不重叠多分层复合梁的固有频率测试. 不

重叠多分层预制完成后ꎬ重复 ３􀆰 １ 节所使用测试

方法ꎬ对不重叠分层复合梁进行振动测试ꎬ获得不

重叠分层复合梁的前 ５ 阶固有频率.
３􀆰 ４　 分层损伤对复合梁固有频率的影响规律

获得被测复合梁在上述情况下的固有频率

后ꎬ对数据进行整理和分析ꎬ将其测试频率和计算

频率同时列入表 １ 中. 为方便验证ꎬ将各情况下测

试频率和计算频率的误差值一并列入表 １.
通过表 １ 结果可以看出ꎬ随着分层数量增加ꎬ
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其固有频率逐渐降低ꎬ同时ꎬ基于子结构分析法所

获得固有频率的计算结果与试验结果的误差在

１􀆰 ０６％ ~ ５􀆰 ４９％ 之间ꎬ处于误差允许范围内ꎬ验证

了理论计算方法的正确性ꎬ从而可以证明ꎬ利用本

文所提出计算方法可以较好地实现复合梁在不重

叠多分层情况下固有频率的分析与预测. 为了便

于观察分层对固有频率的影响ꎬ将所得固有频率的

结果列入图５ 中ꎬ可以看出ꎬ分层对被测复合梁前３
阶的固有频率影响较小ꎬ但随着阶次的继续升高ꎬ
当分层数量增加时ꎬ固有频率出现了明显的降低.

表 １　 计算和试验获得的固有频率及误差
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ

ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

相关指标
模态阶次

１ ２ ３ ４ ５

未
分
层

测试频率
Ａ / Ｈｚ ４０􀆰 ２ ２６１􀆰 ３ ７１４􀆰 ８ １３９１􀆰 ０ ２ ２７７􀆰 ３

计算频率
Ｂ / Ｈｚ ４０􀆰 ９ ２５６􀆰 ２ ７２７􀆰 ３ １４０５􀆰 ７ ２ ３２３􀆰 ４

｜Ｂ － Ａ ｜Ａ
％ １􀆰 ７４ １􀆰 ９５ １􀆰 ７５ １􀆰 ０６ ２􀆰 ０２

单
分
层

测试频率
Ａ / Ｈｚ ３９􀆰 ４ ２６０􀆰 ５ ７１０􀆰 ５ １３１６􀆰 ４ ２ ２０５􀆰 ５

计算频率
Ｂ / Ｈｚ ４０􀆰 １ ２５０􀆰 ７ ７２２􀆰 ９ １３５７􀆰 ６ ２ ２５０􀆰 ３

｜Ｂ － Ａ ｜Ａ
％ １􀆰 ７８ ３􀆰 ７６ １􀆰 ７５ ３􀆰 １３ ２􀆰 ０３

不
重
叠
多
分
层

测试频率
Ａ / Ｈｚ ３８􀆰 ９ ２５８􀆰 ５ ７０４􀆰 ４ １２３９􀆰 １ ２ １７８􀆰 ９

计算频率
Ｂ / Ｈｚ ３９􀆰 ５ ２４４􀆰 ３ ７１５􀆰 ８ １２９３􀆰 ７ ２ ２３３􀆰 ２

｜Ｂ － Ａ ｜Ａ
％ １􀆰 ５４ ５􀆰 ４９ １􀆰 ６２ ４􀆰 ４１ ２􀆰 ４９

图 ５　 理论分析与实验测试获得的各阶固有频率
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ

４　 结　 　 语

本文采用理论与实验相结合的方式ꎬ对不重

叠多分层复合梁的固有频率进行了计算及验证.
结果 表 明ꎬ 计 算 频 率 与 实 验 频 率 间 误 差 在

１􀆰 ０６％ ~ ５􀆰 ４９％ 之间ꎬ验证了所提模型的正确性.
同时还可以看出ꎬ随着分层数量的增加ꎬ其固有频

率逐渐降低ꎬ并且分层对被测复合梁前 ３ 阶固有

频率的影响较小ꎬ但随着阶次的继续升高ꎬ当分层

数量增加时ꎬ固有频率明显降低.
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