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基于水平集法的三维非均质岩石
建模及水力压裂特性

李　 明ꎬ 史艺涛ꎬ 李　 鑫ꎬ 梁　 力
(东北大学 资源与土木工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 采用水平集法(ＬＳＭ)描述非均质岩石的静态材料边界特性ꎬ探讨分层特性、含有随机分布包裹

体特性和具有 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布特性的三种非均质岩石材料有限元建模方法ꎬ并与基于完全流 － 固耦合弹塑性理

论的弥散裂缝模型相结合进行水力压裂过程的模拟. 在水力压裂模型中通过 Ｃｏｒｅｙ 关系和相对渗透率计算

压裂液与原有液体混合的特性. 最后进行符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的非均质岩石材料的水力压裂传播特性的计算ꎬ
给出了等效开裂区域的发展过程、注水点处水压力与注水时间变化曲线和有效应力路径. 模拟结果表明ꎬ采
用水平集法能够有效地描述岩石材料的非均质特性ꎬ同时该法能够与弥散裂缝模型很好地结合ꎬ实现三维非

均质岩石的建模与水力压裂过程的模拟.
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　 　 大量的天然气和石油存在于裂隙储层中ꎬ水
力压裂技术是主要的提取手段之一. 水力压裂是

用水压将岩石层压裂ꎬ从而释放出其中的天然气

或石油. 数值计算方法是一种低成本高效率的预

测裂缝传播手段. 在水力压裂计算的三维分析

中ꎬ通常会消耗大量的计算资源ꎬ但可以更好地反



　 　

映裂缝发展特性ꎬ如ꎬ考虑流固耦合效应、岩石材

料的非线性效应以及裂缝扩展的动态效应[１]ꎻ考
虑压裂液的流变性、支撑剂在压裂缝中的运移、压
裂液与储层岩石的热交换以及压裂过程中的流固

耦合作用[２]等.
本文重点研究三维条件下非均质岩石的建模

方法以及应用弥散裂 缝 模 型 ( ｓｍｅａｒｅｄ ｃｒａｃｋ
ｍｏｄｅｌ)求解三维条件下的水力压裂过程ꎬ该模型

是除了粘结模型(ｃｏｈｅｓｉｖｅ ｚｏｎｅ ｍｏｄｅｌ) [３] 和扩展

有限单元法(ＸＦＥＭ) [４]以外的又一个有效的数值

计算手段. 弥散裂缝模型是通过修改破坏区域的

材料特性(如:刚度、渗透系数等)实现材料损伤

过程ꎬ其特点是计算中无需引入真正的裂缝ꎬ但同

时也不能得到明确的裂缝形状ꎬ该模型适用于岩

石材料的拉伸破坏过程的模拟[５] . 此法进行数值

计算的一个缺点是计算结果会受到网格形状的影

响[６] . 避免该问题的方法有引入特征长度和裂缝

带宽[７]或控制单元 ＡＲ 值[８] 等方法ꎬ本文采用后

者并通过引入水平集方程描述静态材料边界达到

不同的岩石模型均能使用相同的有限元网格[９] .
水平 集 法 ( ｌｅｖｅｌ ｓｅｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＬＳＭ) 是 由

Ｏｓｈｅｒ 等[１０]提出的追踪运动界面的方法. 此法已

经应用到多种数值计算中ꎬ如:扩展有限元法[１１]、
ＳＰＨ 法[１２] 和接触优化分析[１３] 等. 高一维方程的

使用增大了对计算机硬件的需求[１４] . 但是此法

与弥散裂缝模型结合后的优点是可以通过隐式方

法描述不同材料界面的特性ꎬ并保持有限元网格

不变.
本文应用水平集法实现三维条件下的非均质

材料建模方法ꎬ考虑材料分层、含有随机包裹体分

布和符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的非均质特性三种情况ꎬ
并与水力压裂计算的弥散裂缝模型结合ꎬ分析单

点注水条件下三维非均质岩石材料的水压裂缝传

播过程.

１　 静态材料边界描述

１􀆰 １　 传统有限元法建模

在建立含有材料边界的有限元模型时ꎬ传统

的有限元模型中单元边与材料边是必须重合的.
以含有随机大小椭球形包裹体分布的三维岩石有

限元模型为例ꎬ采用传统的有限元建模方法的有

限元网格如图 １ 所示. 可以看到包裹体与基岩的

材料界面不同时其网格特征是不同的. 当岩石材

料含有不同的包裹体分布时网格结构不同. 另一

方面ꎬ对于具有包裹体等不规则材料边界的岩石

模型划分网格时ꎬ控制有限元网格为规则六面体

是不可能的.

图 １　 含有包裹体分布的三维岩石传统有限元模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ＦＥＭ ｏｆ ３Ｄ ｒｏｃｋ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ

ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

１􀆰 ２　 水平集法描述材料边界

水平集法实现运动界面的追踪[１０]ꎬ是通过定

义高一维的零水平集函数 φ(ｘꎬｔ) ＝ ０ 来表示界面

的ꎬ如式(１)所示.
Ｌ( ｔ) ＝ {ｘ∈Ｒｄ:φ(ｘꎬｔ) ＝ ０} . (１)

其中:ｘ 为计算域内的点坐标向量ꎻｔ 表示时间.
考虑含有包裹体分布的三维岩石模型ꎬ当采

用水平集方法建模时ꎬ需记录所有包裹体的形状

特征ꎬ通过改变分布函数来实现非均质岩石模型

的不同特征ꎬ建模过程中无须重新划分有限元网

格. 当进行静态材料边界建模时ꎬ可以略去式(１)
中与时间相关的参数 ｔ. 具有 ｎ 个包裹体的水平

集函数可表示为

Ｌｉ ＝ {ｘ∈Ωｉ:φｉ(ｘ)≤１}　 ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) . (２)
其中:Ｌｉ 为第 ｉ 个包裹体的水平集方程ꎻΩｉ 为第 ｉ
个计算域ꎻφｉ(ｘ)为第 ｉ 个包裹体所满足的水平集

方程(如ꎬ椭圆形包裹体、圆形包裹体等[１１] ) . 当
Ｌｉ ＝ １时ꎬ点 ｘ 处于包裹体内和边界上ꎻ当 Ｌｉ ＝ ０
时ꎬ点 ｘ 位于包裹体外部.

２　 三维非均质岩石建模

在进行水力压裂特性分析时ꎬ非均质材料需

要考虑内部的非均匀特性ꎬ本文探讨三维条件下

的三种典型岩石模型的建模方法ꎬ即:岩石中分布

有任意大小的包裹体、岩石材料层状分布和非均

匀性符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的岩石材料.
２􀆰 １　 基于水平集法建模流程

本文采用有限元软件 ＡＢＡＱＵＳ 进行非均质
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岩石的有限元建模及水力压裂过程分析ꎬ计算中

主要使用了 ＳＤＶＩＮＩ 和 ＵＳＤＦＬＤ 两个用户子程

序. 前者用于读取生成计算域内的非均质材料特

性分布ꎬ后者依据前者的材料分布用弥散裂缝模

型计算水力压裂过程. 非均质岩石建模过程及水

力压裂分析流程如图 ２ 所示.

图 ２　 水平集法有限元建模及水力压裂计算流程
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ＬＳＭ

ａｎｄ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ

２􀆰 ２　 计算域选取

本文拟探讨 － ３ ０００ ｍ 处ꎬ某非均质岩层的有

限元模型建立方法及水力压裂过程的模拟. 计算

域选取边长为 １ ０００ ｍｍ 的立方体岩石单元进行

非均质特性建模方法的研究ꎬ分别考虑具有分层

分布、含有随机包裹体分布和符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

特性的三种情况模型. 计算简图和所用有限元网

格分别如图 ３ 和图 ４ 所示.

图 ３　 岩石材料计算域力学模型

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ

２􀆰 ３　 含有包裹体分布特性的岩石材料建模

在含有随机分布包裹体的岩石材料分析中ꎬ
以包含多个任意大小椭球形包裹体的岩石材料为

例ꎬ建立其有限元模型. 其中第 ｉ 个椭球形包裹

体与基岩材料边界所满足的水平集方程为

φｉ(ｘｊ) ＝ ∑
３

ｊ ＝１

ｘｊ － ｘｉｊ０

ａｊαｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷

２

－ １ . (３)

其中:ｘｉｊ０为第 ｉ 个包裹体的中心点坐标ꎻａｊ 为椭球

各轴长度最大值ꎻαｊ 为用于改变轴长的随机数.
当考虑椭球型包裹体与坐标轴间随机变化角度 θ
和 λ 时ꎬ需进行坐标变换后再应用式(３)进行判

断. 包裹体生成时通过控制各包裹体中心点之间

的距离实现两种模式ꎬ一种是可以重叠ꎬ另外一种

是不可重叠.

图 ４　 有限元网格
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ

当随机分布包裹体数量为 ４ꎬ９ꎬ１０ꎬ２７ꎬ１５０ 和

３００ 时有限元模型如图 ５ 所示. 可以看出ꎬ虽然包

裹体分布在不断地随机变化ꎬ但有限元网格均为

同一个. 精确的材料边界可以通过增加网格密度

的方式实现.

图 ５　 相同有限元网格下含包裹体分布的三维岩石模型
Ｆｉｇ􀆰 ５　 ３Ｄ ｒｏｃｋ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｒａｎｄｏｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ
(ａ)—Ｎ ＝ ４ꎻ (ｂ)—Ｎ ＝ ９ꎻ (ｃ)—Ｎ ＝ １０ꎻ

(ｄ)—Ｎ ＝ ２７ꎻ (ｅ)—Ｎ ＝ １５０ꎻ ( ｆ)—Ｎ ＝ ３００.
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２􀆰 ４　 具有分层特性岩石材料建模

对于分层材料ꎬ可以认为是符合特殊条件的

水平集方程ꎬ当只考虑材料沿着垂直方向( ｙ)变

化时ꎬｙ 处材料参数 φｉ 的水平集方程可表示为

φｉ(ｘꎬｙꎬｚ) ＝ ｆ(ｙ)ꎬｙｂｏｔｔｏｍ≤ｙ≤ｙｔｏｐ . (４)
其中ꎬ位置 ｙ 处的材料参数依据现场资料计算

得到.
当所考虑的岩石材料弹性模量具有图 ６ 所示

的分层分布特性时ꎬ采用水平集法建立分层有限

元模型的仍然可以使用图 ４ 所示的有限元网格.
此时ꎬ具有分层特性的岩石模型如图 ６ 所示.

图 ６　 三维分层特性岩石建模
Ｆｉｇ􀆰 ６　 ３Ｄ ｒｏｃｋ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｌａｙｅｒｅｄ ｆｅａｔｕｒｅｓ

２􀆰 ５　 非均质特性符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的岩石材料

建模

　 　 当岩石的细观物理属性满足 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

时ꎬ任意位置的材料属性是由满足此概率分布的

水平集方程即式(５)计算得到ꎬ此时材料边界为

一点.
φｉ(ｘꎬｙꎬｚ) ＝ λ( － ｌｎ(ｕ)) １ / ｋꎬ　 ０ < ｕ < １ . (５)

其中:λ > ０ 为分布的比例系数ꎻ变量 ｕ 为 ０ 到 １
符合均匀分布的随机数ꎻｋ 为形状参数.

当岩石试件的抗拉强度平均值为 ５ ＭＰａꎬ即
比例系数 λ ＝ ５ 和反应材料参数分布向平均值的

集中程度的形状参数 ｋ ＝ ５ 时ꎬ岩石材料的抗拉强

度概率密度曲线和有限元模型分别如图 ７ 和图 ８
所示. 可以看出ꎬ材料的随机分布特性在相同的

有限元网格中得以实现.

３　 水力压裂计算模型

本文采用的弥散裂缝模型[１５] 是基于完全

流 －固耦合理论ꎬ并假设开裂后的岩石单元渗透

率增大. 由于渗透率 κ 与渗透系数 Ｋ 呈线性关

系ꎬ故而在软件 ＡＢＡＱＵＳ 中通过修改渗透系数即

可. 开裂后渗透系数的改变与平均有效应力 σ′ｍ
和岩石抗拉强度 Ｒｍ 的关系ꎬ如式(６)和式(７)
所示:

Ｋ ＝ １ － ｈ
２ Ｋｉｎｉ ＋ １ ＋ ｈ

２ Ｋｕｐ . (６)

ｈ ＝ ｔａｎｈ[ξ(σ′ｍ － Ｒｍ)] . (７)
式中:Ｋｉｎｉ和 Ｋｕｐ分别为计算域内初始渗透系数和

开裂后最大渗透系数ꎬ本文取 Ｋｕｐ ＝ ０􀆰 １ ｍ / ｓꎻξ 为

影响渗透系数曲线变化的损伤系数.

图 ７　 抗拉强度概率密度分布
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ

图 ８　 三维非均质岩石模型抗拉强度分布
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ３Ｄ

ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｒｏｃｋ

当考虑两相流(压裂液和原液体)混合情况

时ꎬ采用相对渗透系数的计算方法考虑水力裂缝

内混合后流体的渗透系数 Ｋｍｉｘꎬ

Ｋｍｉｘ ＝
ｋｒＫ
μｍｉｘ

. (８)

其中:ｋｒ 为相对渗透率ꎬ计算中采用描述相对渗

透率与饱和度 Ｓｗ 的 Ｃｏｒｅｙ 关系得到[１６]ꎻμｍｉｘ为开

裂区域混合流体的黏度.

４　 三维水力裂缝传播特性

以符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的非均质岩石材料为例

进行水力裂缝过程计算. 算例中取地下 － ３ ０００ ｍ
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处ꎬ长度为 １ ｍ 的立方体为计算单元ꎬ初始应力状

态为垂直方向应力 σｖ ＝７０􀆰 ０ ＭＰａꎬ水平方向两个应

力分别为 σｈｍａｘ ＝ ６５􀆰 ０ ＭＰａ 和 σｈｍｉｎ ＝ ５６􀆰 ８ ＭＰａꎬ水
压力为 ４９􀆰 ０ ＭＰａ. 计算简图和所用有限元网格分

别如图 ３ 和图 ４ 所示. 拟注水点位置为模型中心

位置ꎬ注水速率为 ０􀆰 ００５ ｍｍ / ｓ.
当 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布中弹性模量 ( Ｅ)、泊松比

(μ)、抗拉强度(Ｒｍ)和渗透系数(Ｋ)的平均值分

别取值为 ３０ ＧＰａꎬ０􀆰 ３ꎬ５􀆰 ０ ＭＰａ 和 ６ × １０ － ９ ｍｍ / ｓ
时ꎬ形状参数 ｋ 取值分别为 ４ꎬ１５ꎬ５ 和 ０􀆰 ８ 时ꎬ材
料属性的三维分布情况如图 ９ 所示.

图 ９　 三维非均质材料特性分布
Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ３Ｄ

ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｒｏｃｋ
(ａ)—弹性模量ꎻ (ｂ)—泊松比ꎻ

(ｃ)—抗拉强度ꎻ (ｄ)—渗透系数.

４􀆰 １　 水力压裂区域开展过程

当注水时间达到 ５ ４００ ｓ 时ꎬ不同观测方向的

水力压裂等效开裂区域如图 １０ 所示. 水力裂缝

从注水开始到注水结束ꎬ水力裂缝从 １ ００５ ｓ 到

５ ４００ ｓ的动态发展过程如图 １１ 所示. 可以看出

水压裂缝的传播方向为垂直于小主应力方向所在

平面内.
４􀆰 ２　 注水点特性

注水点处的水压力变化曲线如图 １２ 所示ꎬ随
着注水时间的增加水压力达到峰值(产生水力裂

缝ꎬ此时水压力为 １２５ ＭＰａ)后降低到稳定状态

(在注水条件保持不变的情况下裂缝形成后保持

稳定状态ꎬ此时水压力约为 １０２ ＭＰａ)ꎬ该模拟结

果反映了岩石破坏过程中注水压力的变化特点.
注水点的应力路径变化特点与二维分析结果

基本一致ꎬ即:平均有效应力 ｐ 由压应力转为拉应

力达到岩石抗拉强度后出现水力压裂破坏ꎬ而有

效剪应力 ｑ 逐渐降低为零ꎬ如图 １３ 所示.

图 １０　 水力压裂等效开裂区域( ｔ ＝５ ４００ ｓ)
Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｚｏｎｅ( ｔ ＝５ ４００ ｓ)
(ａ)—开裂区域透视图ꎻ (ｂ)—开裂区域 ｘ － ｙ 方向视图ꎻ

(ｃ)—开裂区域 ｚ － ｙ 方向视图ꎻ (ｄ)—开裂区域 ｘ － ｚ 方向视图.

图 １１　 水力压裂等效开裂区域发展过程
Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｚｏｎｅ

图 １２　 注水点处水压力变化曲线
Ｆｉｇ􀆰 １２　 Ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｏｆ ｉｎｊｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ
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图 １３　 注水点所在单元有效应力路径
Ｆｉｇ􀆰 １３　 Ｓｔｒｅｓｓ ｐａｔｈ ａｔ ｉｎｊｅｃｔｉｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔ

５　 结　 　 论

１) 水平集法可以在保持有限元网格不发生

改变的情况下ꎬ有效地描述三维条件下岩石材料

的非均质特性.
２) 详细探讨了采用相同的有限元网格实现

具有随机包裹体分布特性、分层分布特性和非均

质特性符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的三维非均质岩石材料

的建模过程.
３) 通过对非均质特性符合 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的三

维岩石模型的水力压裂过程分析ꎬ可知水平集法

与弥散裂缝能够有效地结合ꎬ并得到符合工程实

际的水压裂缝动态发展过程.
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(Ｎａｔｕｒｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ２０１５ꎬ３６(９):１３３７ － １３４１. )

[ ９ ]　 Ｌｉ ＭꎬＧｕｏ Ｐ ＪꎬＳｔｏｌｌｅ Ｄꎬｅｔ ａｌ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ ｒｏｃｋ
ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｎｄ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１７ꎬ１５７:４０９ － ４２１.

[１０] Ｏｓｈｅｒ ＳꎬＳｅｔｈｉａｎ Ｊ Ａ. Ｆｒｏｎｔｓ ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ￣
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｐｅｅｄ: ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｈａｍｉｌｔｏｎ￣Ｊａｃｏｂｉ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ１９８８ꎬ７９
(１):１２ － ４９.

[１１] Ｓｕｋｕｍａｒ ＮꎬＣｈｏｐｐ Ｄ ＬꎬＭｏｅｓ Ｎꎬｅｔ ａｌ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｈｏｌｅｓ ａｎｄ
ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｂｙ ｌｅｖｅｌ ｓｅｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ￣ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
[ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２００１ꎬ１９０(４６):６１８３ － ６２００.

[１２] Ｍａｒｒｏｎｅ ＳꎬＣｏｌａｇｒｏｓｓｉ ＡꎬＴｏｕｚé Ｄ Ｌꎬｅｔ ａｌ. Ｆａｓｔ ｆｒｅｅ￣ｓｕｒｆａｃｅ
ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｌｅｖｅｌ￣ｓｅｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｉｎ ＳＰＨ ｓｏｌｖｅｒｓ[Ｊ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２０１０ꎬ ２２９ ( １０ ):
３６５２ － ３６６３.

[１３] Ｍｙｓｌｉｎｓｋｉ Ａ. Ｌｅｖｅｌ ｓｅｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ[Ｊ] . Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓꎬ
２００８ꎬ３２(１１):９８６ － ９９４.

[１４] Ｓｔｏｌａｒｓｋａ ＭꎬＣｈｏｐｐ Ｄ Ｌ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｔｈｅｒｍａｌ ｆａｔｉｇｕｅ ｃｒａｃｋｉｎｇ
ｉｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｃｉｒｃｕｉｔｓ ｂｙ ｌｅｖｅｌ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ [ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２００３ꎬ４１(２０):２３８１ － ２４１０.

[１５] Ｌｉ ＭꎬＧｕｏ Ｐ Ｊꎬ Ｓｔｏｌｌｅ Ｄꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ
ｆｒａｃｔｕｒｅ ｚｏｎｅ ｉｎ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｍｅａｒｅｄ
ｃｒａｃｋ ｍｅｔｈｏｄ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｕｒａｌ Ｇａｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１６ꎬ３５:７６１ － ７７４.

[１６] Ｃｏｒｅｙ Ａ Ｔ. Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｇａｓ ａｎｄ ｏｉｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｉｅｓ[Ｊ] . Ｐｒｏｄｕｃｅｒｓ Ｍｏｎｔｈｌｙꎬ１９５４ꎬ１９:３８ － ４１.
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