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三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中的圆纹曲面

钱金花ꎬ 付雪山
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 在三维闵可夫斯基(Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ)空间中定义了以类时曲线为脊线的圆纹(ｃａｎａｌ)曲面ꎬ并对温加

顿(Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ)圆纹曲面进行了分类. 与三维欧氏空间类似ꎬ首先以类时曲线的伏雷内(Ｆｒｅｎｅｔ)标架为基础ꎬ
结合圆纹曲面的几何定义ꎬ得到了伪正交标架下以类时曲线为脊线的圆纹曲面的参数方程. 然后ꎬ建立此类圆

纹曲面的基本理论ꎬ包括第一、第二基本量ꎬ高斯曲率和平均曲率等. 在此基础上ꎬ得到了高斯曲率和平均曲率

之间的关系ꎬ并对 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 圆纹曲面进行了详细的讨论. 得到了三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中以类时曲线为脊线

的 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 圆纹曲面是管道曲面或者旋转曲面的结论.
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　 　 １８５０ 年 Ｍｏｎｇｅ 将由单参数球面族沿脊线运

动生成的包络面定义为圆纹曲面[１] . 本文将欧氏

空间中的圆纹曲面推广到三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间.
将由单参数伪球面族 Ｓ２

１ 沿脊线运动生成的包络

面定义为圆纹曲面ꎬ并对 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 圆纹曲面进

行了分类. 本文主要讨论了以类时曲线为脊线的

圆纹曲面ꎬ用类似的方法可以讨论以类空曲线和

类光曲线为脊线的圆纹曲面的性质.

１　 预备知识

设 Ｅ３
１ 是三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间ꎬ其中的内积定

义为

‹ ꎬ › ＝ ｄｘ２
１ ＋ ｄｘ２

２ － ｄｘ２
３ .

设 Ｅ３
１ 中的任意非零向量 αꎬ若‹αꎬα› > ０ꎬ则

称 α为类空向量ꎻ若‹αꎬα› < ０ꎬ则称 α 为类时向

量ꎻ若‹αꎬα› ＝ ０ꎬ则称 α 为类光向量. 特别地ꎬ规
定零向量为类空向量[２] .



　 　

设 ｃ 是 Ｅ３
１ 中任意一条正则曲线. 若曲线 ｃ 的

切向量为类空向量(类时向量、类光向量)ꎬ则称 ｃ
为类空曲线(类时曲线、类光曲线) . 类似地ꎬ设
ｘ ＝ ｘ(ｕꎬｖ)是 Ｅ３

１ 中的任意正则曲面ꎬ若曲面 ｘ 的

法向量为类空向量(类时向量、类光向量)ꎬ则称

曲面 ｘ 为类时曲面(类空曲面、类光曲面) [３] .
引理 １[４] 　 设 ｃ(ｓ)是以 ｓ 为弧长参数的类时

曲线ꎬ则其满足如下 Ｆｒｅｎｅｔ 公式:
α′(ｓ) ＝ κ(ｓ)β(ｓ)ꎬ
β′(ｓ) ＝ κ(ｓ)α(ｓ) － τ(ｓ)γ(ｓ)ꎬ
γ′(ｓ) ＝ τ(ｓ)β(ｓ) .
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ý
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ïï
(１)

其中:α(ｓ)ꎬβ( ｓ)ꎬγ( ｓ)分别为曲线 ｃ( ｓ)的切向

量、主法向量和副法向量ꎻκ( ｓ)和 τ( ｓ)分别称为

ｃ(ｓ)的曲率和挠率函数.
定义 １[５] 　 设 ｐ 是 Ｅ３

１ 中的一固定点ꎬＣ > ０
是常数. 则 Ｅ３

１ 中的伪黎曼球定义为

Ｓ２
１(ｐꎬＣ) ＝ {ｘ∈Ｅ３

１:‹ｘ － ｐꎬｘ － ｐ› ＝ Ｃ２} .
类比欧氏空间中圆纹曲面的定义见文献[６

－ ７]ꎬ本文给出如下定义.
定义 ２　 设 Ｓ 是 Ｅ３

１ 中由伪球族 Ｓ２
１ 沿一条类

时脊线 ｃ(ｓ)运动所生成的圆纹曲面. 则曲面 Ｓ 可

表示为

ｘ(ｓꎬθ) ＝ ｃ(ｓ) ＋ ｒ(ｓ){ｒ′(ｓ)α(ｓ) ＋

　 １ ＋ ｒ′(ｓ) ２ ｃｏｓθβ(ｓ) ＋ １ ＋ ｒ′(ｓ) ２ ｓｉｎθγ(ｓ)} .
其中:曲线 ｃ(ｓ)称为圆纹曲面的脊线(中央线)ꎻ
ｒ(ｓ)称为圆纹曲面的半径函数ꎻｓ 为脊线的弧长

参数ꎻ{α(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)}为脊线的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架.
标注 １　 特别地ꎬ当脊线为直线时ꎬ其 Ｆｒｅｎｅｔ

标架可看作正交标架ꎬ圆纹曲面为旋转曲面ꎻ当半

径函数为常数时ꎬ圆纹曲面又称为管道曲面[８] .
标注 ２　 除非特殊说明ꎬ本文所讨论的都是

Ｅ３
１ 中以类时曲线为脊线的圆纹曲面ꎬ后续不再

赘述.
定义 ３[９ － １０] 　 若曲面的高斯曲率 Ｋ 和平均

曲率 Ｈ 满足 Φ(ＫꎬＨ) ＝ ０ꎬ其中 Φ 是雅克比函

数ꎬ则称其为 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 曲面.

２　 主要结论

根据定义 ２ꎬ为了方便ꎬ令 ｒ′( ｓ) ＝ ｔａｎφꎬ这里

φ ＝ φ(ｓ)为光滑函数ꎬ则曲面 Ｓ 可表示为

ｘ(ｓꎬθ) ＝ ｃ(ｓ) ＋ ｒ(ｓ){ ｔａｎφα(ｓ) ＋
ｓｅｃφｃｏｓθβ(ｓ) ＋ ｓｅｃφｓｉｎθγ(ｓ)} . (２)

其中:θ∈[０ꎬ２π)ꎻφ∈( － π
２ ꎬπ

２ ) .

下面计算圆纹曲面的两个基本量、高斯曲率

以及平均曲率.
首先ꎬ对式(２)分别关于 ｓꎬθ 求偏导数ꎬ结合

式(１)得

ｘｓ ＝
∂ｘ
∂ｓ ＝ ｘ１

ｓα ＋ ｘ２
ｓβ ＋ ｘ３

ｓγꎬ

ｘθ ＝
∂ｘ
∂θ ＝ ( － ｓｉｎθβ ＋ ｃｏｓθγ)ｒｓｅｃφ .
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(３)

其中:
ｘ１
ｓ ＝ ｓｅｃ２φ ＋ ｒｒ″ ＋ ｒκｓｅｃφｃｏｓθꎻ

ｘ２
ｓ ＝ ｒ′ｓｅｃφｃｏｓθ ＋ ｒτｓｅｃφｓｉｎθ ＋
ｒｒ′ｓｅｃφφ′ｃｏｓθ ＋ ｒｒ′κꎻ
ｘ３
ｓ ＝ ｒ′ｓｅｃφｓｉｎθ － ｒτｓｅｃφｃｏｓθ ＋
ｒｒ′ｓｅｃφφ′ｓｉｎθ.

于是ꎬ曲面 Ｓ 的第一基本量为

Ｅ ＝ ｒ２( － κ２ｓｅｃ２φｃｏｓ２θ ＋ ｒ′２κ２ ＋
τ２ｓｅｃ２φ － ２κｓｅｃφφ′ｃｏｓθ ＋
２ｒ′κτｓｅｃφｓｉｎθ － ｒ″φ′) －
２(ｒｒ″ ＋ ｒκｓｅｃφｃｏｓθ) － ｓｅｃ２φꎬ
Ｆ ＝ － ｒ２τｓｅｃ２φ － ｒ２ｒ′κｓｅｃφｓｉｎθꎬ
Ｇ ＝ ｒ２ｓｅｃ２φ.
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(４)

由式(４)得
　 ＥＧ － Ｆ２ ＝ － ｒ２(ｒｒ″ ＋ ｓｅｃ２φ ＋ ｒκｓｅｃφｃｏｓθ) ２ . (５)

根据式(３)ꎬ式(５)可得曲面 Ｓ 的法向量为

ｎ ＝ ｔａｎφα ＋ ｓｅｃφｃｏｓθβ ＋ ｓｅｃφｓｉｎθγ . (６)
显然􀎮ｎꎬｎ􀎯 ＝ １ꎬ所以有如下结论.
定理 １　 三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中以类时曲线

为脊线的圆纹曲面是类时曲面.
对式(６)分别关于 ｓꎬθ 求偏导数ꎬ可得

ｎｓ ＝ (ｒ″ ＋ κｓｅｃφｃｏｓθ)α ＋
(ｒ′κ ＋ (ｒ′φ′ｃｏｓθ ＋ τｓｉｎθ)ｓｅｃφ)β ＋
( － τｃｏｓθ ＋ ｒ′φ′ｓｉｎθ)ｓｅｃφγꎬ
ｎθ ＝ － (ｓｅｃφｓｉｎθ)β ＋ (ｓｅｃφｃｏｓθ)γ.

ü

þ

ý
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ïï

ï
ï

(７)

由式(３)ꎬ式(７)可得 Ｓ 的第二基本量为

Ｌ ＝ ｒ(κ２ｓｅｃ２φｃｏｓ２θ － ｒ′２κ２ －
τ２ｓｅｃ２φ ＋ ２κｓｅｃφφ′ｃｏｓθ ＋
ｓｅｃ２φφ′２ － ２ｒ′κτｓｅｃφｓｉｎθ) ＋
(ｒ″ ＋ κｓｅｃφｃｏｓθ)ꎬ
Ｍ ＝ ｒτｓｅｃ２φ ＋ ｒｒ′κｓｅｃφｓｉｎθꎬ
Ｎ ＝ － ｒｓｅｃ２φ.
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(８)

由曲面 Ｓ 的两个基本量ꎬ经过简单地计算ꎬ不
难得到下面的结论ꎬ具体证明略.

定理 ２　 设 Ｓ 是 Ｅ３
１ 中的圆纹曲面ꎬ则 Ｓ 的高

斯曲率 Ｋ 和平均曲率 Ｈ 可表示为

Ｋ ＝ Ｑ
ｒＰꎬ　 Ｈ ＝ ｓｅｃ２φ － ２Ｐ

２ｒＰ .
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其中ꎬ
Ｐ ＝ ｒｒ″ ＋ ｒκｓｅｃφｃｏｓθ ＋ ｓｅｃ２φꎬ
Ｑ ＝ ｒ″ ＋ κｓｅｃφｃｏｓθ.

并且它们满足

Ｈ ＝ － １
２ ( １

ｒ ＋ Ｋｒ) .

定理 ３ 　 设 Ｓ 是 Ｅ３
１ 中的圆纹曲面ꎬ则 Ｓ 是

Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 曲面的充要条件是它为管道曲面或者

旋转曲面.
证明　 首先ꎬ由定理 ２ꎬ通过计算得

Ｋｓ ＝ ｒ － ２Ｐ － ２( － ２ｒｒ′κ２ｓｅｃ２φｃｏｓ２θ ＋

(ｒκ′ － ｒ′κ)ｓｅｃ３φｃｏｓθ －
５ｒｒ′ｒ″κｓｅｃφｃｏｓθ － ４ｒｒ′ｒ″２ －
ｒ′ｒ″ｓｅｃ２φ ＋ ｒｒ‴ｓｅｃ２φ)ꎬ
Ｋθ ＝ － ｒ － １Ｐ － ２(κｓｅｃ３φｓｉｎθ)ꎬ
Ｈｓ ＝ ２ － １ｒ － ２Ｐ － ２(２ｒ２ｒ′κ２ｓｅｃ２φｃｏｓ２θ ＋

(２ｒｒ′κ － ｒ２κ′)ｓｅｃ３φｃｏｓθ ＋
５ｒ２ｒ′ｒ″κｓｅｃφｃｏｓθ ＋ ４ｒ２ｒ′ｒ″２ －
ｒ２ｒ‴ｓｅｃ２φ ＋ ２ｒｒ′ｒ″ｓｅｃ２φ ＋ ｒ′ｓｅｃ４φ)ꎬ
Ｈθ ＝ ２ － １Ｐ － ２(κｓｅｃ３φｓｉｎθ) .
根据 ＨｓＫθ ＝ＨθＫｓꎬ得到

ｒ′(Ｋ － ｒ － ２)Ｋθ ＝ ０ . (９)
由曲面 Ｓ 的正则性知 Ｋ≠ｒ － ２且 ｓｅｃφ≠０.

所以有下列两种情况:
１) 当 ｒ′ ＝ ０ꎬＫθ≠０ 时ꎬＳ 的半径函数 ｒ 为常

数ꎬ此时ꎬＳ 是管道曲面.
２) 当 Ｋθ ＝ ０ꎬｒ′≠０ 时ꎬ有 κ≡０ꎬ此时ꎬＳ 是旋

转曲面.
反之ꎬ若 Ｓ 是旋转曲面ꎬ则有 κ ＝ ０ꎬ代入定理

２ 中的公式ꎬ得

Ｋ ＝ ｒ″
ｒ(ｒｒ″ ＋ １ ＋ ｒ′２)

ꎬ

Ｈ ＝ － ２ｒｒ″ ＋ １ ＋ ｒ′２

２ｒ(ｒｒ″ ＋ １ ＋ ｒ′２)
.

由于 Ｋ 和 Ｈ 中均不含参数 θꎬ所以等式

ＨｓＫθ ＝ＨθＫｓ 显然成立.
另一方面ꎬ若 Ｓ 是管道曲面ꎬ则半径函数 ｒ 为

常数ꎬ代入定理 ２ 中的公式并求导ꎬ得

Ｋｓ ＝
κ′ｃｏｓθ
ｒＰ２ ꎬ　 Ｋθ ＝ － κｓｉｎθ

ｒＰ２ ꎬ

Ｈｓ ＝ － κ′ｃｏｓθ
２Ｐ２ ꎬＨθ ＝

κｓｉｎθ
２Ｐ２ .

等式 ＨｓＫθ ＝ＨθＫｓ 恒成立. 定理得证.

３　 结　 　 语

本文将三维欧氏空间中的圆纹曲面推广到

Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间. 定义了以类时曲线为脊线的圆

纹曲面ꎬ并对 Ｗｅｉｎｇａｒｔｅｎ 圆纹曲面进行了分类.
此项工作开创了 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间圆纹曲面研究的

先例ꎬ为其他类型圆纹曲面的研究奠定了坚实的

基础.
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