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基于 Ｇ － ＥＤＦ 的 ＤＡＧ 并行任务多核响应时间分析

韩美灵ꎬ 邓庆绪ꎬ 张天宇ꎬ 林宇晗
(东北大学 计算机科学与工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０１６９)

摘　 　 　 要: 由于未考虑 ＤＡＧ(ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈ)任务的自身结构ꎬ 基于 Ｇ － ＥＤＦ(ｇｌｏｂａｌ ｅａｒｌｉｅｓｔ ｄｅａｄｌｉｎｅ
ｆｉｒｓｔ)的 ＤＡＧ 并行任务模型的可调度性分析存在很大的悲观性ꎬ因此本文针对 ＤＡＧ 任务集在多处理器系统

中采用 Ｇ － ＥＤＦ 调度策略下的响应时间分析进行了研究. 首先针对 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 任务实例执行的情况提出更加

精确的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 工作量估算方法. 基于该 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 工作量估算方法提出一种基于完成时间的问题窗口工作

量估算方法. 最后ꎬ结合上述两个改进策略提出了基于 Ｇ － ＥＤＦ 的 ＤＡＧ 任务响应时间分析方法. 仿真实验表

明ꎬ所提出的方法较目前已知的调度策略方法可调度性至少提高 １５％ ꎬ最高可达 ２５％ .
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　 　 随着半导体技术的发展ꎬＣＭＯＳ 晶体管尺寸

不断变小ꎬ在一个模组中可以集成更多的核. 例
如ꎬ因特尔公司的 Ｉｎｔｅｌ Ｘｅｏｎ Ｐｈｉ 协处理器可以多

达 ６０ 个核左右[１] . 芯片在硬件设计上朝着越来越

多核体系结构发展ꎬ然而目前的软件和调度策略

并不能充分地利用多核的性能. 例如:一个应用程

序的执行时间是 １００ 个时间单位ꎬ无论系统中的

核个数是多少ꎬ应用程序都必须在 １００ 个时间单

位后完成执行. 假如该应用程序可以同时在 １００
个处理器上执行ꎬ那么仅需 １ 个时间单位便可

完成.
多核实时调度领域中常用的并行模型主要

有:Ｆｏｒｋ － Ｊｏｉｎ 模型[２]、同步并行模型[３ － ６] 以及

ＤＡＧ ( ｄｉｒｅｃｔｅｄ ａｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈ ) 模 型[７ － １２] . 由 于

ＤＡＧ 并行模型对节点并行约束较少ꎬ因此针对

ＤＡＧ 并行模型的研究呈上升趋势. 由于任务内的



　 　

并行关系导致顺序执行任务模型的调度策略并不

适用于并行任务模型.
本文针对 ＤＡＧ 模型分析 ＤＡＧ 任务集在多

核处理器上的响应时间. 响应时间分析是实时嵌

入式系统中判定任务可调度性的重要手段. 目前ꎬ
并行任务的可调度性分析已初步取得了一些成

果ꎬ但针对 Ｇ － ＥＤＦ(ｇｌｏｂａｌ ｅａｒｌｉｅｓｔ ｄｅａｄｌｉｎｅ ｆｉｒｓｔ)
的响应时间分析的工作却相对欠缺. 文献[６]针

对同步并行模型ꎬ提出一种基于干涉量的响应时

间分析方法. 然而该方法和同步并行模型有很大

的相关性ꎬ并不适用于 ＤＡＧ 并行模型. 文献[１０]
提出基于 ＤＡＧ 模型的响应时间分析方法ꎬ然而

该方法却忽略了 ＤＡＧ 模型的特有结构. 文献

[１２]针对 ＤＡＧ 并行模型基于 Ｇ － ＥＤＦ 的可调度

性分析提出一种基于松弛时间的 Ｇ － ＥＤＦ 调度

策略ꎬ该方法为了获得分析效率而盲目过量估计

特定窗口的任务执行情况ꎬ导致分析结果过于

悲观.
本文针对以上问题ꎬ首先提出一种更加准确

的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 工作量的估算方法. 其次ꎬ根据被分

析任务实际完成的时间计算问题窗口的最大工作

量. 最后ꎬ结合两种新提出的工作量估算策略分析

被分析任务的最差响应时间. 本文通过仿真实验ꎬ
验证了本文提出的分析方法的性能优于文献

[１２]中提出的算法. 下文中将文献[１２]中提出的

算法简称为 ＤＡＧ － Ｇ － ＥＤＦꎬ把新提出的基于改

善 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 工作量的 Ｇ － ＥＤＦ 响应时间分析方

法简称为 ＩＭＰ －Ｇ － ＥＤＦ － ＲＴＡ.

１　 问题模型

本文讨论的问题是在 Ｍ 个同构单位速率处

理器组成的处理器平台上分析具有 ｎ 个 ＤＡＧ 任

务组成的任务集ꎬ采用 Ｇ － ＥＤＦ 调度策略进行调

度时的可调度性. 任务集表示为 τ ＝ {τ１ꎬ􀆺ꎬτｎ} . １
个 ＤＡＧ 任务 τｉ 表示为(ＧｉꎬＤｉꎬＴｉ) . 其中ꎬＧｉ 表

示有向无环图ꎬＤｉ 表示任务 τｉ 的相对截止期ꎬＴｉ

表示任务 τｉ 的两个连续实例的最小释放时间间

隔也称为周期. Ｇｉ ＝ (Ｖ ｉꎬＥ ｉ)ꎬＶ ｉ 为 Ｇｉ 所有节点

的集合ꎬＥ ｉ 为 Ｇｉ 所有边的集合. 每个节点 θｉꎬｕ∈Ｖ ｉ

的最差执行时间 (ＷＣＥＴ: ｗｏｒｓｔ ｃａｓｅ ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ
ｔｉｍｅ)表示为 ｅｉꎬｕ . Ｅ ｉ 中的 １ 条有向边(θｉꎬｕꎬθｉꎬｖ)表
示节点 θｉꎬｖ必须在节点 θｉꎬｕ完成后才能开始执行.
节点 θｉꎬｕ进入就绪状态当且仅当其所有直接前继

完成了执行.
ＤＡＧ 任务 τｉ 的 １ 条路径定义为 Ｇｉ 的 １ 个节

点序列 θｉꎬ１ꎬ􀆺ꎬθｉꎬｆꎬ该节点序列中连续的 ２ 个节

点之间存在 １ 条有向边ꎬ即(θｉꎬｊꎬθｉꎬｊ ＋ １)∈Ｅ ｉꎬ１≤
ｊ < ｆ. 路径的长度定义为路径上所有节点的

ＷＣＥＴ 之和. Ｇｉ 的关键路径定义为最长路径ꎬ表
示为 ＬＣｉ . 任务 τｉ 的 ＷＣＥＴ 表示为 Ｃｉ:

Ｃｉ ＝ ∑ ｖ∈Ｖｉ
ｅ(ｖ) .

ＤＡＧ 任务 τｉ 会释放无限多的实例ꎬ每个实

例的响应时间定义为从其释放到其完成之间的时

间间隔. 任务 τｉ 的响应时间定义为所有实例的最

差响应时间(ＷＣＲＴ: ｗｏｒｓｔ ｃａｓｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｉｍｅ):
Ｒ ｉ ＝ｍａｘ( ｆｉ － ｒｉ) . 显然枚举所有实例是无法实现

的ꎬ因此常用方法是估算一个任务的 ＷＣＲＴ. 本
文只考虑限制截止期任务的情况ꎬ即:Ｄｉ≤Ｔｉ . 显
而易见ꎬＬＣｉ 严格不大于 Ｄｉ 时任务 τｉ 才能被调

度ꎬ但 Ｃｉ≤Ｄｉ 不是必须的. 任务 τｉ 的利用率表示

为 Ｕｉꎬ且定义 Ｕｉ ＝ Ｃｉ / Ｔｉ . 而任务集的利用率用 Ｕ

表示ꎬ且定义 Ｕ ＝ ∑ τｉ∈τ
Ｕｉ .

任务的优先级按照 ＥＤＦ 进行分配ꎬ即每个已

经释放且未完成的任务实例的最小绝对截止期优

先调度的策略进行调度. 本文假设处理器时钟是

单位时间的ꎬ即所有的任务相关参数都是正整数.

２　 最新研究方法及其悲观性分析

本节首先介绍常用的多核处理器分析方法的

基础理论[１０]ꎬ然后对文献[１２]提出的 Ｇ － ＥＤＦ
分析方法进行介绍ꎬ最后分析该方法的悲观性. 本
文以任务 τｋ 作为被分析任务进行阐述.
２􀆰 １　 问题窗口和工作量

定义 １(问题窗口)设被分析任务 τｋ 在 ｒｋ 处

释放在 ｆｋ 处完成执行ꎬ则窗口[ ｒｋꎬｆｋ]称为任务 τｋ

的问题窗口.
任务集中的任何一个除了 τｋ 以外的任务在

问题窗口内产生的工作量可以由两种类型的实例

组成:ｃａｒｒｙ － ｉｎ 任务实例(该类实例在问题窗口

前释放ꎬ但截止期在问题窗口内)和 ｂｏｄｙ 任务实

例(释放和截止期都在问题窗口内的实例) . 每个

任务 τｉ 只有一个 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 任务实例称之为 ＪＣＩ
ｉ ꎬ

而 ｂｏｄｙ 任务实例有多个.
引理 １(最坏执行情况)当 ｄｉ ＝ ｄｋ 时ꎬ任务 τｉ

在问题窗口[ｒｋꎬｆｋ]内的工作量最大.
如图 １ 所示ꎬ该引理的正确性是显而易见的.

任务 τｉ 的 ｂｏｄｙ 实例在窗口[ ｒｋꎬ ｆｋ]内的个数最

多为
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Ｎｂ
ｉ ＝ Ｌｋ －Ｄｉ

Ｔｉ
＋ １ ꎬ

Ｌｋ ＝ ｆｋ － ｒｋ .

图 １　 任务 τｉ 的最坏执行情况
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｗｏｒｓｔ ｃａｓｅ ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔａｓｋ τｉ

图 １ 仅仅为了示意任务的释放和执行ꎬ因此

用 １ 个矩形表示 ＤＡＧ 任务的执行是合理的. 任
务 τｉ 在长度为 Ｌｋ 的问题窗口内的工作量组成为

Ｎｂ
ｉ 个 ｂｏｄｙ 实例和 １ 个 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例. 因此ꎬ

ｃａｒｒｙ － ｉｎ 执行的窗口长度为最差ꎬ即
ＬＣＩ

ｉ ＝ (Ｌｋ －Ｄｉ) － (Ｎｂ
ｉ － １) × Ｔｉ .

文献[４]证明了当 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 的实例执行模式

为处理器个数是无限多的模式执行时 ｃａｒｒｙ － ｉｎ
的工作量最大ꎬ下文按此结论进行分析.
２􀆰 ２　 基本分析方法及其悲观性

为了忽略 ＤＡＧ 任务的结构特性ꎬ文献[１０]
把 ＤＡＧ 任务按照所有 ＷＣＥＴ 平均分配到所有处

理器上执行的模式进行分析ꎬ如图 ２ 所示.

图 ２　 基本分析方法示例
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｂａｓｅｌｉｎｅ ｍｅｔｈｏｄ

在该模式下任务的可调度性判定条件为

Ｒｋ ＝ ＬＣｋ ＋ １
Ｍ(Ｃｋ － ＬＣｋ ＋∑ τｉ∈τ ＼τｋ

Ｉｈｐｉꎬｋ) ꎬ

Ｉｈｐｉꎬｋ ＝ Ｎｂ
ｉ × Ｃｉ ＋ｍｉｎ(ｍａｘ(０ꎬ(Ｒｋ －

Ｄｉ))ｍｏｄＴｉꎬ
Ｃｉ

Ｍ) ×Ｍ .

该方法忽略 ＤＡＧ 执行结构会在问题窗口内

代入更多的干涉量. 为了改善这一悲观性ꎬ文献

[１２]提出了目前最新的研究方法.
２􀆰 ３　 ＤＡＧ －Ｇ －ＥＤＦ 调度方法及悲观性

文献[１２]的基本思路是:在计算ｃａｒｒｙ － ｉｎ的
工作量时ꎬ考虑每个任务的松弛时间ꎬ从而减少

ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例执行窗口的长度. 该方法下的

ｃａｒｒｙ － ｉｎ长度最差为

ＬＣＩ
ｉ ＝ｍａｘ(０ꎬ(Ｄｋ －Ｄｉ) － (Ｎｂ

ｉ － １) × Ｔｉ － Ｓｉ) .
式中 Ｓｉ 表示任务 τｉ 的最差松弛时间. 然而该方法

依然存在悲观性:首先ꎬ通过对窗口和任务的执行

观察发现ꎬ在可调度的前提下每个任务的完成不

晚于其截止期ꎬ则问题窗口长度不大于 Ｄｋꎬ因此

按照 Ｄｋ 分析的松弛时间太过悲观ꎻ其次ꎬｃａｒｒｙ －
ｉｎ 任务实例执行在最坏情况下ꎬｃａｒｒｙ － ｉｎ 工作量

的估算可以更加精确. 针对这两点的悲观性ꎬ下文

提出 ＩＭＰ －Ｇ － ＥＤＦ － ＲＴＡ 分析方法.

３　 ＩＭＰ － Ｇ － ＥＤＦ － ＲＴＡ 分析

为了解决上文中的悲观性ꎬ首先提出 ｃａｒｒｙ －
ｉｎ 实例工作量的估算方法. ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例执行窗

口定义为从问题窗口开始时刻到该实例完成执行

的时间窗口. 然后提出问题窗口内每个任务的最

大工作量的计算. 最终提出被分析任务的上界.

表 １　 算法 １
Ｔａｂｌｅ １　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ １ Ｗｏｕｔ
ｉ (Ｌｏｕｔ

ｉ )
１:Ｗ(Ｌｏｕｔ

ｉ )← ∑
τｊ∈τ ＼τｉ

Ｗ(τｊꎬＬｏｕｔ
ｉ )

２:Ｗ(τｊꎬＬｏｕｔ
ｉ )←「Ｌｏｕｔ

ｉ

Ｔｊ
⌉ × Ｃｊ

３:Ｌｅｆｔｏｕｔ←ｍａｘ(０ꎬＬｏｕｔ
ｉ － 「Ｗ(Ｌｏｕｔ

ｉ )
Ｍ ⌉)

４:ｉｆ Ｌｅｆｔｏｕｔ > ０ ｔｈｅｎ
５:　 　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｔｈｒｅａｄ Θｉꎬｕ∈Ｖｉ ｄｏ
６:　 　 　 　 ｓ[ｕ]←０ꎬｆ[ｕ]←ｓ[ｕ] ＋ ｅ(ｕ)
７:　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
８:　 　 ＧＴ

ｉ ←(ＶｉꎬＥＴ
ｉ )

９:　 　 ｔｏｐｏｌｏｈｉｃａｌｌｙ ｓｏｒｔｅｄ ｔｈｅ ｔｈｒｅａｄ ｉｎ ＧＴ
ｉ

１０:　 　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｔｈｒｅａｄ Θｉꎬｕ∈Ｖｉ ｄｏ
１１:　 　 　 　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｔｈｒｅａｄ Θｉꎬｖ∈ Ｃｈｉｌｄｒｅｎ [Ｕ] ｄｏ
１２:　 　 　 　 　 　 ｓ[ｖ]←ｆ[ｕ]ꎬｆ[ｖ]←ｓ[ｖ] ＋ ｅ(ｕ)
１３:　 　 　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
１４:　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
１５:　 　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｔｈｒｅａｄ Θｉꎬｕ∈Ｖｉ ｄｏ
１６:　 　 　 　 ｉｆ ｆ[ｕ]≤Ｌｅｆｔｏｕｔ ｔｈｅｎ
１７:　 　 　 　 　 　 Ｗｏｕｔ

ｉ ←Ｗｏｕｔ
ｉ ＋ ｅ(ｕ)

１８:　 　 　 　 ｅｌｓｅ
１９:　 　 　 　 　 　 ｉｆ ｓ[ｕ]≤Ｌｏｕｔ

ｉ ａｎｄ ｆ[ｕ] > Ｌｅｆｔｏｕｔ ｔｈｅｎ
２０:　 　 　 　 　 　 Ｗｏｕｔ

ｉ ←Ｗｏｕｔ
ｉ ＋ｍａｘ(０ꎬＬｅｆｔｏｕｔ － ｓ[ｕ])

２１:　 　 　 　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
２２:　 　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
２３:　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
２４:ｅｌｓｅ
２５:　 　 Ｗｏｕｔ

ｉ ←０
２６:ｅｎｄ ｉｆ
２７:ｒｅｔｕｒｎ Ｗｏｕｔ

ｉ

３􀆰 １　 Ｃａｒｒｙ － ｉｎ工作量估计技术

假设 τｉ的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例窗口长度为 ＬＣＩ
ｉ ꎬ则

从该实例释放到问题窗口开始的长度至少为
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Ｌｏｕｔ
ｉ ＝ｍａｘ(０ꎬＴｉ － ＬＣＩ

ｉ － (Ｔｉ － Ｒ ｉ))ꎬ如图 ３ 所示.
在该窗口内 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例的执行受到高优先级

任务实例的干涉ꎬ每个任务的干涉量最多是

Ｗ(Ｌｏｕｔ
ｉ ) ＝ ∑

τｊ∈τ ＼τｉ

Ｗ(τｊꎬＬｏｕｔ
ｉ ) ꎬ

Ｗ(τｊꎬＬｏｕｔ
ｉ ) ＝ Ｌｏｕｔ

ｉ

Ｔｊ

× Ｃｊ .

图 ３　 Ｃａｒｒｙ － ｉｎ实例窗口的组成
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｒｒｙ￣ｉｎ ｗｉｎｄｏｗ

任务 τｉ 的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 任务实例在时间窗口

Ｌｏｕｔ
ｉ 内执行的工作量至少为 Ｗｏｕｔ

ｉ (Ｌｏｕｔ
ｉ )ꎬＷｏｕｔ

ｉ (Ｌｏｕｔ
ｉ )

可由算法 １ 计算. 算法 １ 的基本思路是:在窗口长

度为 Ｌｏｕｔ
ｉ 内的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例的工作量根据窗口

提供的计算能力减去高优先级任务实例在最坏情

况下执行的工作量ꎬ则剩余的可用于 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实

例执行ꎬ再结合 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例节点的结构特性进

行估算. 在算法 １ 中 ｓ[ｕ]和 ｆ[ｕ]分别表示节点 ｕ
的开始执行的时间和完成执行的时间.

引理 ２　 任务 τｉ 的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 任务实例ꎬ在时

间窗口 ＬＣＩ
ｉ 内执行的工作量最多为 ＷＣＩ

ｉ (ＬＣＩ
ｉ )ꎬ

ＷＣＩ
ｉ (ＬＣＩ

ｉ )＝ Ｃｉ －Ｗｏｕｔ
ｉ (ｍａｘ(０ꎬＴｉ － ＬＣＩ

ｉ － (Ｔｉ － Ｒ ｉ))) .
证明　 一个任务实例的最大工作量是 Ｃｉꎬ已

知在 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例窗口开始前至少已经完成了

Ｗｏｕｔ
ｉ (ｍａｘ(０ꎬＴｉ － ＬＣＩ

ｉ － (Ｔｉ － Ｒ ｉ)))ꎬ剩下的工作

量需要在 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 执行窗口内完成ꎬ最多是 Ｃｉ －
Ｗｏｕｔ

ｉ (ｍａｘ(０ꎬＴｉ － ＬＣＩ
ｉ － (Ｔｉ － Ｒ ｉ))) .

该方法的优越性主要体现在在 ＬＣＩ
ｉ 长度的时

间窗口里不一定都在执行 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例. 而该窗

口内 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 最晚可以执行到的时刻可以根据

该实例承受的最大干涉去估计ꎬ从而减少 ｃａｒｒｙ －
ｉｎ 实例的干涉.
３􀆰 ２　 工作量的估算

本节提出一种更加精确的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例执

行窗口长度计算方法. 首先ꎬ假设任务 τｋ 从释放

到完成执行的长度为 Ｘｋ . 显而易见ꎬＸｋ≤Ｄｋ . 在 τｋ

问题窗口内ꎬ任务 τｉ 的 ｂｏｄｙ 实例的计算发生了

变化ꎬ由于任务 τｋ 在 Ｘｋ 内完成了执行ꎬ则只有在

Ｘｋ 内的工作量才能干涉任务 τｋ 的执行. 任务 τｉ

的 ｂｏｄｙ 任务实例最多为

Ｐｂ
ｉ (ＸｋꎬＬｋ) ＝ ｍａｘ(０ꎬＰ ｉ(ＸｋꎬＬｋ))

Ｔｉ
ꎬ

Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ) ＝ｍｉｎ(Ｘｋ － ＬＣｉꎬＬｋ －Ｄｉ) .

Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ) < ０ 表示任务 τｉ 没有 ｂｏｄｙ 实例ꎬ
则 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 长度为 ＬＣＩ

ｉ (ＸｋꎬＬｋ)ꎬ如图 ４ 所示.

图 ４　 Ｐｉ(ＸｋꎬＬｋ) <０ 情况下ꎬｃａｒｒｙ － ｉｎ实例执行窗口
的长度

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｃａｒｒｙ￣ｉｎ ｗｉｎｄｏｗ ｗｈｅｎ Ｐｉ(ＸｋꎬＬｋ) <０

而当 Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ)≥０ 需要在 Ｐ ｉ (ＸｋꎬＬｋ)长度

上减去 ｂｏｄｙ 实例的周期长度再减去松弛时间ꎬ剩
余的是 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 的长度 ＬＣＩ

ｉ ( Ｘｋꎬ Ｌｋ )ꎬ如图 ５
所示.

图 ５　 Ｐｉ(ＸｋꎬＬｋ)≥０ 情况下ꎬｃａｒｒｙ － ｉｎ实例执行窗口
的长度

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｃａｒｒｙ￣ｉｎ ｗｉｎｄｏｗ ｗｈｅｎ Ｐｉ(ＸｋꎬＬｋ)≥０

因此ꎬ

ＬＣＩ
ｉ (ＸｋꎬＬｋ) ＝

ｍａｘ(０ꎬｍｉｎ(Ｘｋꎬｍｉｎ(ＬＣｉꎬβ)))ꎬ
ｉｆ Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ) < ０ꎻ
ｍａｘ(０ꎬｍｉｎ(ＬＣｉꎬｍａｘ(０ꎬα)))ꎬ
ｉｆ Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ)≥０.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中:
β ＝ Ｌｋ － (Ｄｉ － Ｒ ｉ)ꎻ

α ＝ Ｐ ｉ(ＸｋꎬＬｋ)ｍｏｄＴｉ － (Ｔｉ － Ｒ ｉ) .
综上ꎬ每个任务 τｉ 在被分析任务 τｋ 长度为

Ｌｋ 的问题窗口内的工作量为

Ｗｉꎬｋ(ＸｋꎬＬｋ) ＝ Ｃｉ × Ｐｂ
ｉ (ＸｋꎬＬｋ) ＋

ＷＣＩ
ｉ (ＬＣＩ

ｉ (ＸｋꎬＬｋ)) .
被分析任务 τｋ 除了关键路径上的节点ꎬ其他

节点的执行会干涉关键路径上节点的执行ꎬ总的

干涉量之和为

Ｗｋꎬｋ(ＸｋꎬＬｋ) ＝ Ｃｋ － ＬＣｋ .
该分析方法从任务 τｋ 可能的完成时刻进行

分析ꎬ避免由于窗口过大造成的干涉量的悲观估

计ꎬ因此本文的分析结果优于文献[１２]的分析

方法.
３􀆰 ３　 ＩＭＰ －Ｇ －ＥＤＦ －ＲＴＡ方法

本文分析了任何一个任务 τｉ 在已知被分析

任务的问题窗口长度内的工作量. 根据问题窗口

的定义 Ｌｋ≤Ｄｋꎬ 最悲观情况下 Ｌｋ ＝ Ｄｋ . 显然 Ｘｋ
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的取值满足 Ｌｋ≤Ｘｋ≤Ｄｋ .
已知 Ｘｋ 和 Ｌｋ 的情况下ꎬ所有可以干涉任务

τｋ 执行的工作量总和定义为 Ωｋ(ＸｋꎬＤｋ):

Ωｋ(ＸｋꎬＤｋ) ＝ ∑
τｉ∈τ

Ｗｉꎬｋ(ＸｋꎬＬｋ) .

定理 １　 Ｒｋ 是式(１)从 Ｘ ＝ ＬＣｋ 开始迭代的

最小不动解ꎬ

Ｘ ＝ ＬＣｋ ＋
Ωｋ(ＸｋꎬＤｋ)

Ｍ ꎬ (１)

则 Ｒｋ 是任务 τｋ 的 ＷＣＲＴ 上界.
证明　 根据上文的分析ꎬ该定理显然正确.

４　 实验分析

采用仿真实验ꎬ验证当参数不同时本文所提

算法的性能. 基于 Ｗｉｎ ７ 系统下的 ｐｙｔｈｏｎ ３􀆰 ６􀆰 ５
进行仿真实验.
４􀆰 １　 任务集的随机生成

本文采用文献[１３]提出的 ＤＡＧ 任务集生成

方法随机生成任务集. 每个任务 τｉ 各个参数按照

以下方式生成:１)周期 Ｔｉ 采用均匀分布取值ꎬ范
围为[１００ꎬ１ ０００]ꎬ截止期 Ｄｉ ＝ Ｔｉꎻ２)任务 τｉ 的节

点个数也采用均匀分布从[３０ꎬ４０]内取值ꎻ３)１ 个

ＤＡＧ 最多有 Ｎｉ (Ｎｉ － １) / ２ 条边ꎬ为了表示随机

性ꎬ每个 ＤＡＧ 任务边的数量用参数 Ｐｒ × (Ｎｉ ×
(Ｎｉ － １)) / ２ 表示ꎬ当 Ｐｒ ＝ １ 时表示 ＤＡＧ 图是全

连接的ꎬ当 Ｐｒ ＝ ０ 时表示图中没有边ꎻ４)对于 τｉ

每个节点的 ＷＣＥＴ 从 [１ꎬ Ｔｉ / Ｎｉ ] 范围内随机

生成.
基本分析方法表示为 Ｂａｓｅ － ｌｉｎｅꎻ 最新算法

表示为 ＤＡＧ － Ｇ － ＥＤＦꎻ本文提出的算法称为

ＩＭＰ －Ｇ － ＥＤＦ. 通过接受率和提升率来对比三个

算法.
接受率(Ａｃｃ. Ｒａｔｉｏ):算法 Ａ 的接受率定义

为可以被算法 Ａ 调度的任务集数量和全部被调

度的任务集数量的比值.
提升率( Ｉｍｐ. Ｒａｔｉｏ):算法 Ａ 和 Ｂａｓｅ － ｌｉｎｅ 比

较的提升率定义为该算法比 Ｂａｓｅ － ｌｉｎｅ 算法增加

的可调度性的平均比率.
４􀆰 ２　 仿真结果

实验 １ 对比三个算法的可调度性随利用率变

化的趋势. 基本参数设计:图 ６ 中曲线的每一个点

表示在该利用率下算法接受率ꎬ 而图 ７ 中的曲线

每个点表示该利用率下对应算法的提升率. 利用

率本文采用了规范化利用率ꎬ即 Ｕｍ ＝ Ｕ / Ｍ. 每个

任务的并行度也可用参数 Ｐｒ 表示ꎬＤＡＧ 任务中

边越多ꎬ表示节点需要满足的制约关系越多ꎬ并行

度越低. 因此仿真实验时取 Ｐｒ∈(０􀆰 １ꎬ１] . 该实验

包括两个结果ꎬ对应不同的处理器个数的结果.
仿真实验取 Ｍ ＝ ８ꎬ实验步骤如下:
１) 对利用率进行分段ꎬ从 ０ 到 １ 取 １５ 个利

用率段ꎬ每一个利用率段表示为(ＵｍｉｎꎬＵｍａｘ] .
２) 针对每个利用率段ꎬ首先生成一个具有两

个任务的任务集ꎻ该任务集中的利用率范围为

(ＵｍｉｎꎬＵｍａｘ]ꎻ 其他参数采用 ４􀆰 １ 节中任务各个参

数的生成方法生成.
３) 如果任务集的利用率 Ｕ > Ｕｍａｘꎬ抛弃该任

务集回到 ２) .
４) 先判定该任务集的可调度性ꎬ然后根据调

度后的结果进行操作ꎬ如果新算法不能调度该任

务集则回到 ２)ꎬ否则增加一个任务回到 ３) .

图 ６　 三个算法的接受率比较
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ａｃｃｅｐｔａｎｃｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图 ７　 算法的提升率
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ ｒａｔｉｏ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

图 ６ 的实验结果表明本文提出的算法在接受

率层面较 ＤＡＧ － Ｇ － ＥＤＦ 算法有所提升ꎬ且在

Ｕｍ 取值为 ０􀆰 ５ 时接受率提高了 ２５％ . 图 ７ 的实

验结果表明在 ＷＣＲＴ 上的改进最高可达 ３０％ .
为了观察相同并行度不同处理器个数下的任

务可调度性变化的趋势ꎬ固定 Ｐｒ ＝ ０􀆰 ５ꎬ对处理器

个数为[２ꎬ１６]上任务集利用率为[３􀆰 ９ꎬ４􀆰 １]上任

务集的可调度性的变化规律进行了实验. 实验中
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每个采样点取样 ５ ０００ 个任务集ꎬ任务的各项参

数根据 ４􀆰 １ 节的介绍获取. 实验结果如图 ８ 所示ꎬ
在处理器个数比较多的情况下两个算法的可调度

性趋于 １ꎬ因为任务集的利用率远小于处理器个

数. 在处理器个数相对较少时ꎬ本文算法的接受率

明显高于 ＤＡＧ － Ｇ － ＥＤＦ 算法和 Ｂａｓｅ － ｌｉｎｅ 算

法ꎬ本文所提算法的接受率最多高于 ＤＡＧ － Ｇ －
ＥＤＦ ３０％ .

图 ８　 处理器参数 Ｍ不同时的接受率实验
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｏｆ ａｃｃｅｐｔａｎｃｅ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ ｔｈｅ ｖａｒｙｉｎｇ Ｍ

５　 结　 　 论

１) 本文分析了 ＤＡＧ 并行任务模型 Ｇ － ＥＤＦ
可调度性分析的基本现状及悲观性.

２) 结合造成 ＤＡＧ 并行任务模型 Ｇ － ＥＤＦ 可

调度性分析悲观的原因ꎬ提出一种新的基于窗口

长度的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 实例工作量估算方法.
３) 结合新的 ｃａｒｒｙ － ｉｎ 估算方法ꎬ提出一种

更加精确的问题窗口工作量估算方法.
４) 为了验证本文算法的性能ꎬ进行了随机仿

真实验ꎬ实验结果表明本文提出的算法最高可提

升目前最好算法的 ２５％ 的性能.
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