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基于改进型泊松 －玻尔兹曼方程的电渗流
建模与分析

胡　 晟ꎬ 吕江涛ꎬ 司光远
(东北大学秦皇岛分校 控制工程学院ꎬ 河北 秦皇岛　 ０６６００４)

摘　 　 　 要: 建立了双电层的离子分布模型ꎬ基于经典 Ｐｏｉｓｓｏｎ － Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ( ＰＢ) 方程和改进型 ＭＰＢ
(ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ)方程对不同浓度和激励电压的离子分布进行了理论研究. 结果发现在电压高于

０􀆰 ４ Ｖꎬ且自由离子浓度小于 １０ － ４ ｍｏｌ / Ｌ 时ꎬ双电层内部的扩散层厚度存在较大的误差. 这直接导致了基于

Ｄｅｂｙｅ 长度模拟电渗流运动与实际观测不符ꎬ主要因为 Ｄｅｂｙｅ － Ｈüｃｋｅｌ 公式具有线性关系不适用于仿真高电

压条件下的电渗流运动. 因此借助非线性 ＭＰＢ 方程求解扩散层厚度ꎬ更能精确得到正、负电极宽度为

５００ μｍꎬ间距为 ２５ μｍꎬ在 ± １ Ｖꎬ５００ Ｈｚ 电信号产生的最大电渗流速度为 １ ０３４􀆰 ３１ μｍ / ｓ.
关　 键　 词: 交流电渗流ꎻ双电层ꎻＰＢ 方程ꎻＭＰＢ 方程ꎻ有限元法

中图分类号: ＴＨ ７０３ꎻ Ｏ ３５７􀆰 ３　 　 　 文献标志码: Ａ　 　 　 文章编号: １００５ － ３０２６(２０１９)０３ － ０４４７ － ０５

Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｓｉｓ Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｍｏｄｉｆｉｅｄ
Ｐｏｉｓｓｏｎ￣Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
ＨＵ Ｓｈｅｎｇꎬ ＬＹＵ Ｊｉａｎｇ￣ｔａｏꎬ ＳＩ Ｇｕａｎｇ￣ｙｕａｎ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ａｔ Ｑｉｎｈｕａｎｇｄａｏꎬ Ｑｉｎｈｕａｎｇｄａｏ ０６６００４ꎬ Ｃｈｉｎａ.
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ: ＨＵ Ｓｈｅｎｇꎬ Ｅ￣ｍａｉｌ: ｈｕｓｈｅｎｇ＠ ｎｅｕｑ. ｅｄｕ. ｃｎ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｖｏｌｔａｇｅ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｔｈｅ ｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒ(ＥＤＬ)ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ￣Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ(ＰＢ)
ａｎｄ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ￣Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ(ＭＰＢ) ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｓｏｍｅ ｅｒｒｏｒｓ ｅｘｉｓｔ ｉｎ
ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ＥＤＬ ｉｆ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｖｏｌｔａｇｅ ｉｓ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ０􀆰 ４ Ｖ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｏｎ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｉｓ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ １０ － ４ ｍｏｌ / Ｌ. Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｄｅｂｙｅ ｌｅｎｇｔｈ
ｉｓ ｎｏｔ ｉｎ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｍａｉｎｌｙ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ Ｄｅｂｙｅ￣Ｈüｃｋｅｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｉｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ａｎｄ ｎｏｔ ｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈｅｒ
ｖｏｌｔａｇｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｂｙ ｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ＭＰＢ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓꎬ ｔｈｅ ｍａｘｉｍａｌ
ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ｃｏ￣ｐｌａｎａｒ ｍｅｔａｌ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ５００ μｍ ａｎｄ ｔｈｅ
ｇａｐ ｏｆ ２５ μｍ ｉｓ １ ０３４􀆰 ３１ μｍ / ｓ ａｔ ± １ Ｖ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ５００ Ｈｚ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ＡＣ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｓｉｓꎻ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒ (ＥＤＬ)ꎻ ＰＢ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ＭＰＢ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

　 　 伴随微纳米加工技术的迅猛发展ꎬ芯片实验

室( ｌａｂ － ｏｎ － ａ － ｃｈｉｐ)已经广泛应用于体外细胞

在线分析[１]、抗癌药物基础研发[２ － ３]、生态环境即

时监控[４]和临床医学诊断[５] 等生化领域. 必须指

出ꎬ上述研究领域都离不开被控粒子的微操控与

空间转移. 其中ꎬ在芯片实验室微尺度环境下实现

微粒(如:细胞、ＤＮＡ 和蛋白质等)的输运ꎬ主要

依靠微流控技术ꎬ如今该技术的实施方法相对较

多ꎬ如微流体作用力、光镊(ｏｐｔｉｃａｌ ｔｗｅｅｚｅｒｓ)、光泳

(ｐｈｏｔｏｐｈｏｒｅｓｉｓ)、电泳(ｅｌｅｃｔｒｏｐｈｏｒｅｓｉｓ)、交流电渗流

(ＡＣ ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｓｉｓ ) 和 声 泳 ( ａｃｏｕｓｔｏｐｈｏｒｅｓｉｓ )
等[６ －７]物理方法. 相较而言ꎬ交流电渗流方法的使



　 　

用领域较为广泛ꎬ主要因为交流电渗流具有较好

的电学可控性和较大空间尺度的输送特性. 光镊

能够精准操控微 /纳粒子ꎬ然而当被控对象的平移

距离超过 １００ μｍ 或更大时ꎬ需要实时调整光源的

工作距离ꎬ由此提高了透镜对焦的研发成本. 另外ꎬ
毛细电泳( >１ ０００ Ｖ/ ｍ) [８] 和光场 ( > １００ ｋＷ /
ｃｍ２) [９]产生的热量都相对过高ꎬ极容易造成生物

样本的热创伤ꎬ给后期细胞药物分析带来严重的

干扰.
对比交流电渗流存在的优点后ꎬ合理研究交

流电渗流的流体运动规律ꎬ以及微 /纳粒子富集现

象将是一件十分重要的基础性研究工作. 然而ꎬ当
前关于交流电渗流的数学建模一般忽略纳米厚度

的双电层(ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒꎬＥＤＬ)影响ꎬ部分

学者将芯片与溶液交界处边界条件近似性地等效

为有效滑移速度( ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｓｌｉｐ ｖｅｌｏｃｉｔｙ) . 特别金

属电极尺寸缩小到纳米量级ꎬ或者激励电压过大

都与实验观测相悖. 主要因为双电层的阳离子与

阴离子在 Ｇｏｕｙ － Ｃｈａｐｍａｎ(ＧＣ)模型中被理想化

地看作与几何形状无关的点电荷ꎬ改进后的

Ｐｏｉｓｓｏｎ － Ｂｏｌｔｚｍａｎ 方程在 ＧＣ 模型中又增加了

Ｓｔｅｒｎ 层ꎬ更为客观地描述了阴离子和阳离子分

布. 根据溶液离子分布得到的 Ｚｅｔａ 电势能够更准

确地描述电渗流速度场.

１　 理论模型

微槽与纳米管中的电渗流现象主要归因于外

加激励电压驱动带电离子滑移运动加以实现ꎬ相
应的物理机理可采用库仑力来描述ꎬ即 Ｆ ＝ Ｅ􀅰ｑꎬ
Ｆ 表示离子受力强度和方向ꎬＥ 为外界激励电场

强度ꎬｑ 为离子的电量. 一般情况ꎬ传统的水溶液

都保持电中性ꎬ换句话说溶液内不存在一定密度

ρ 的自由电荷. 然而从纳米尺度出发ꎬ以金属电极

为例ꎬ施加一定电压信号ꎬ在电极 /溶液交界处会

发生新的电化学平衡. 电极排斥同性电荷ꎬ使其远

离电极表面ꎻ 反之ꎬ 吸引异性电荷到其表面.
Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 最早提出了上述物理模型ꎬ并且他将两

边牢牢束缚的电荷形象地称为双电层(ＥＤＬ)ꎬ如
图 １ａ 所示. Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 模型描述了电极 /电解液界

面效应ꎬ但是并没有考虑离子扩散与迁移等实际

影响ꎬ以及溶液偶极子与电极形成的相互作用. 因
此 Ｇｏｕｙ 和 Ｃｈａｐｍａｎ 改进了双电层模型ꎬ使阴 /阳
离子具有空间可移动性ꎬ对此保留了扩散和静电

力分析特征. 离子的分布称之为扩散层ꎬ如图 １ｂ
所示. 在 ＧＣ 模型中ꎬ浓度为 ｃｉ 的 ｉ 离子被看作点

电荷ꎬ且满足 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 分布ꎬ如式(１)所示:

ｃｉ ＝ ｃｉ∞ ｅｘｐ － ｚｉｅψ
ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１)

式中:ｚｉꎬｃｉ∞ 分别代表 ｉ 离子的化合价与本体浓

度ꎻＴ 为溶液温度ꎻｅ 为单位电子电量(ｅ ＝ １􀆰 ６０ ×
１０ － １９ Ｃ)ꎻ ｋＢ 为玻尔兹曼常数 ( ｋＢ ＝ １􀆰 ３８１ ×
１０ － ２３ ｍ２􀅰ｋｇ􀅰Ｋ － １􀅰 ｓ － ２) . 如图 １ 所示ꎬψ 为电势ꎬ
随着逐渐远离电极ꎬψ 逐渐趋于零. ＧＣ 模型依托

ＰＢ 方程如式(２)所示:

Δ􀅰( － ε０εｒ

Δψ) ＝ ２ｚｅＮＡｃ∞ ×

ｓｉｎｈ ｚｅψ
ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (２)

其中:ε０ 为真空介电常数(８􀆰 ８５ × １０ － １２ Ｆ / ｍ)ꎻεｒ

为相对介电常数. 一般的对称性电解液(如ꎬ氯化

钾、氯化钠和硫酸镁)ꎬ它们的化合价满足 ｚ１ ＝
－ ｚ２ ＝ ｚꎬ又因为溶液呈现中性ꎬ所以 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ｃ∞ .
ＮＡ 代 表 阿 伏 伽 德 罗 常 数 ( ＮＡ ＝ ６􀆰 ０２２ ×
１０２３ｍｏｌ － １) .

图 １　 电极与电解液交界面阳离子与阴离子的分布示
意图(虚线代表了阳极附近双电层的电势分布)

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ａｎｉｏｎｓ
ａｎｄ ｃａｔｉｏｎｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅ/ ｅｌｅｃｔｒｏｌｙｔｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ
(ｔｈｅ ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅｓ ｓｔａｎｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎ ｔｈｅ ＥＤＬ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｅｌｅｃｔｒｏｄｅ)

(ａ)—Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 模型ꎻ (ｂ)—Ｇｏｕｙ － Ｃｈａｐｍａｎ 模型ꎻ
(ｃ)—Ｇｏｕｙ － Ｃｈａｐｍａｎ － Ｓｔｅｒｎ 模型.

当静电场能量远低于热能( ｜ ψ ｜ ≪ ｜ ψＴ ｜ ＝
ｋＢＴ
ｚｅ ꎬ一般室温 Ｔ 取值为 ２９８ Ｋ)ꎬ以单价对称离子

溶液为例(ｚ ＝ １)ꎬψＴ 等于 ２６ ｍＶ. 那么 Ｄｅｂｙｅ 与
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Ｈüｃｋｅｌ 将上述的 ＧＣ 表达式(２)近似为线性公

式ꎬ如下所示:

Δ􀅰(ε０εｒ

Δψ) ＝
２ｚ２ｅ２ＮＡｃ∞

ｋＢＴ
ψ . (３)

以一维模型描述溶液的电势变化ꎬ那么求解

常微分方程可得对应 ψ 的解析式如式(４)所示:

ψ(ｚ) ＝ ζｅ － ｚ
ｋ － １ . (４)

式中:ζ 代表 Ｚｅｔａ 电势ꎻ ｋ － １ 常称作 Ｄｅｂｙｅ 厚度

(λＤ)ꎬ用于估算双电层的厚度. 从式(５)可以看出

Ｄｅｂｙｅ 长度的厚度仅与溶液的电化学特性有关:

ｋ － １ ＝
ε０εｒｋＢＴ
２ｚ２ｅ２ｃ∞

. (５)

后期ꎬ学者 Ｓｔｅｒｎ 将 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 与 ＧＣ 模型重

新进行了整合ꎬ修正了双电层的物理结构ꎬ如图

１ｃ 所示. 在 ＧＣ 模型基础上ꎬ重新增加了 Ｓｔｅｒｎ 层

(紧束层)ꎬ该物理层与 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 层类似ꎬ不具有

自由可移动电荷. 同时还保留了扩散层的离子游

移现象ꎬ那么相应的静电表达式应改写为

Δ􀅰(ε０εｒ

Δψ) ＝
０ꎬ　 　 　 Ｓｔｅｒｎ 层内ꎻ

２ｚｅＮＡｃ∞ × ｓｉｎｈ ｚｅψ
ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ扩散层内.{

(６)

２　 双电层仿真与分析

通过上述双电层的物理模型描述ꎬ于是对不

同激励电压或浓度的溶液进行理论研究. 求解式

(２) ~式(３)与式(６)需要有效的数值分析方法

(如:改进欧拉法或龙格 － 库塔法)ꎬ但是必须指

出当方程非一维模型时ꎬ上述方程的求解将极其

复杂. 本文采用 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 软件ꎬ基于

有限元分析方法求解上述物理公式ꎬ并且后续还

用于求解 Ｎａｖｉｏｒ － Ｓｔｏｋｅｓ 流体方程ꎬ仿真并得到

相应的电渗流流场. 双电层的求解域和边界条件

可参考图 ２ꎬ求解域满足 ＧＣ 或 ＧＣＳ 方程ꎬ上、下

边界条件满足绝缘边界条件(∂ψ∂ｎ ｓ
＝ ０ꎬｎ 代表边

界的单位法线矢量ꎬｓ 为边界)ꎻ左边界电压为 ψＥꎬ
即激励电压ꎻ右边界电压为零. 温度 Ｔ 为 ２９８ Ｋ 为

恒定常数ꎬ且相对介电常数 εｒ ＝ ８０. 如图 ３ 所示ꎬ
初始电压 ψＥ(小于 ψＴ≈２６ ｍＶ)设为 ２５ ｍＶꎬ初始

设定溶液为单价电解液(如 ＫＣｌ 或 ＮａＣｌ)ꎬ那么

化合价 ｚ ＋ ＝ ｜ － ｚ － ｜ ＝ １. 从曲线变化可发现ꎬ激励

电压相对较弱的条件下ꎬ Ｇｏｕｙ － Ｃｈａｐｍａｎ 和

Ｄｅｂｙｅ － Ｈüｃｋｅｌ(ＤＨ)变化趋势相同ꎬ呈指数曲线

衰减. 但 是 正、 负 离 子 溶 度 较 高 的 条 件 下

( < ０􀆰 １ ｍｏｌ / Ｌ)ꎬ电势 ψ 的衰减速度更快ꎬ因为大

量的负离子迅速使正电势急剧减小.

图 ２　 求解域与边界条件物理方程示意图
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

图 ３　 ＧＣ模型和 ＤＨ模型的对比结果
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｇｏｕｙ￣Ｃｈａｐｍａｎ ａｎｄ

Ｄｅｂｙｅ￣Ｈüｃｋｅｌ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ

根据式(５)可求解得到 Ｄｅｂｙｅ 厚度(λＤ)与

离子浓度(ｃ０∞ )的关系曲线ꎬ如图 ４ 所示. 与上述

ψ 分布结论一致ꎬ同样可证实溶液离子浓度过高ꎬ
双电 层 的 厚 度 逐 渐 降 低. 同 时 根 据 式 ( １ )
Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 的离子分布描述ꎬ能够求解出 ＧＣ 和

ＤＨ 扩散层的厚度. 必须指出ꎬ针对图 ４ 的激励电

压增至０ 􀆰 ４Ｖ后 ꎬ此时的ＤＨ线性模型明显与

图 ４　 基于德拜解析式、ＧＣ和 ＤＨ模型的双
电层厚度求解

Ｆｉｇ􀆰 ４　 ＥＤＬ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｄｅｂｙｅ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ
ＧＣ ａｎｄ ＤＨ ｍｏｄｅｌｓ
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ＧＣ 得出的扩散层厚度不一致. 无论考虑 ＧＣ 或

ＤＨ 模型ꎬ它们求得的双电层厚度都比 λＤ 厚度

偏大.
受限于激励电压大小的取值(ψ < ψＴ)ꎬＧＣ 和

ＤＨ 模型都不能精确求解较大电压的带电离子分

布. ＧＣ 和 ＤＨ 模型主要以 ＰＢ 方程作为前提假

设ꎬ然而该方程理想性地把带电离子看作点电荷

存在ꎬ在现实物理空间中忽略了离子的几何特性.
以 Ｃｌ － 离子在金属阳极周围为例ꎬ此时的 Ｃｌ － 离

子初始浓度为 １ ｍｏｌ / Ｌ. 在普通室温条件下ꎬ当激

励电压增大至 １０ Ｖ 时ꎬ采用式(１)得到的 Ｃｌ － 离

子的浓度应为 １􀆰 ３４ × １０１７２ ｍｏｌ / Ｌ. 一般 ＮａＣｌ 溶液

中的氯离子平均半径约为 ２８２􀆰 ０１ ｐｍꎬ那么 １ ｎｍ２

面积内将会有数以万计的氯离子分布于阳极表

面ꎬ而此结果完全有悖于氯离子的真实几何形状.
对于 ＰＢ 方程的不足ꎬ需要对该表达式进行适当

的物理修改ꎬ在此重新引入 Ｓｔｅｒｎ 层. 改进型 ＰＢ
方程如式(７)所示ꎬ然而该数学公式具有非连续

性ꎬ不符合物理求解需要. 通过适当地修改后ꎬ改
进型 ＰＢ 方程如下所示:

ｃｉ ＝
ｃｉ∞ ｅｘｐ － ｚｉｅψ

ｋＢＴ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ＋ ２νｓｉｎｈ２ ｚｉｅψ
２ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷

. (７)

对比式(１)ꎬ式(７)中引入了 ν 因子ꎬ其等于

２
ｃ０∞

ｃｍａｘ
(ｃｍａｘ为离子富集于电极表面的最大浓度ꎬ以

Ｃｌ － 为例ꎬ其最大浓度为 １１７􀆰 ２ ｍｏｌ / Ｌ) . 由此 ＧＣＳ
模型引入改进型 ＰＢ 方程的求解域表达式应满足

式(８) . 采用式(１)和式(７)ꎬ图 ５ 显示 ｃ０∞ 初始为

０􀆰 ０１ ｍｏｌ / Ｌꎬ随着电压的不断增大也使阳极表面

的负离子浓度不断增加. 然而式(７)得出的结果

显示表面 Ｃｌ － 浓度维持在一个恒定值ꎬ即便激励

电压 ψＥ 怎么增大都不受影响.

Δ􀅰( － ε０εｒ

Δψ) ＝ ２ｚｉｅ ×

ＮＡｃ∞ ｓｉｎｈ ｚｉｅψ
ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ＋ ２νｓｉｎｈ２ ｚｉｅψ
ｋＢＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷

. (８)

３　 电渗流仿真与分析

如上所述ꎬＭＰＢ 方程能够更好地描述双电层

内部的离子分布ꎬ本文的电渗流建模首先通过式

(８)求解得出双电层的厚度 ＬＥＤＬꎬ即可得到对应

的单位面积电容率 ＣＥＤＬ ＝ ε０εｒ􀏦ＬＥＤＬ . 不同于纳

米尺度下的电场求解ꎬ电渗流一般在微米尺度下

进行研究ꎬ电解液保持电中性ꎬ所以电势 Ｖ∗ (∗
代表复数)满足式(９):

Δ􀅰( － (σ ＋ ωε０εｒ)

ΔＶ∗) ＝ ０ . (９)

图 ５　 ＰＢ与 ＭＰＢ方程的表面浓度对比图
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｒａｔｉｏ

ｂｅｔｗｅｅｎ ＰＢ ａｎｄ ＭＰＢ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

式中:ω 为激励电压角频率ꎻσ 为溶液电导率. 金
属电极 /溶液界面交界处应满足式(１０):

(σ ＋ ｉωε０εｒ)
∂Ｖ∗

∂ｎ ＝ － ｉωＣＥＤＬΔψＥＤＬ . (１０)

式中 ΔψＥＤＬ ＝ ψＥ － Ｖ. 对于微流控芯片而言ꎬ其雷

诺数 Ｒｅ 相对较小( < １０ － ３)ꎬ可以忽略惯性分量ꎬ
则 Ｎａｖｉｏｒ － Ｓｔｏｋｅｓ 方程可改写为

Δｐ － η Δ２ｕ ＝ ０ . (１１)
式中:ｐ 为溶液压强ꎻｕ 为流场速度矢量ꎻη 代表溶

液黏滞系数(１０ － ３Ｐａ􀅰ｓ) .
在微米尺度下(远大于纳米尺度)ꎬ相应双电

层间距近似为 ０ꎬ那么双电层界面的电渗流速度

满足式(１２):

ｕｓｌｉｐ ＝ －
ε０εｒ

４η Λ
∂ ｜ψ － ψＥ ｜ ２

∂ｘ . (１２)

式中ꎬΛ 为双电层内部电容比值(
Ｃｓｔｅｒｎ

Ｃｓｔｅｒｎ ＋ Ｃｄｉｆｆｕｓｅ
ꎬ

Ｃｓｔｅｒｎ和 Ｃｄｉｆｆｕｓｅ分别为 Ｓｔｅｒｎ 和扩散层电容)ꎬ取值

约等于 ０􀆰 ２５[１０] . 电场与流场的求解域和边界条件

如图 ６ 所示ꎬ其余电场边界条件满足第二类纽曼

边界条件(ｎ􀅰 Δψ ＝ ０) . 流体周围边界为非滑移边

界条件(ｕ ＝ ０) . ＡＣ 电渗流的两侧激励金属电极

宽度为 ５００ μｍꎬ间距 ２５ μｍꎬ激励电压频率为

５００ Ｈｚ. 本文仿真的溶液电导率 σ 为 ２􀆰 １ ｍＳ / ｍꎬ
根据科尔劳施无限稀释摩尔电导率可推得初始

ＫＣｌ 的离子浓度 ｃ∞
０ 应为 １􀆰 ４ × １０ － ４ ｍｏｌ / Ｌ[１１] . 式

(８) 可得 ＬＥＤＬ为 ８９􀆰 ８２ ｎｍꎬ该值比线性 Ｄｅｂｙｅ 长
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度 ２５􀆰 ９５ ｎｍ 更宽. 通过以上的偏微分方程求解得

出芯片中的电渗流运动ꎬ如图 ７ 所示.

图 ６　 电场与流场求解域与边界条件示意图
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｓｏｌｖｅｄ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｆｏｒ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｆｌｕｉｄｉｃ ｆｉｅｌｄｓ

图 ７　 德拜与 ＭＰＢ方程求解的电渗流运动
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｏｓｍｏｔｉｃ ｆｌｏｗｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｄｅｂｙｅ ａｎｄ

ＭＰＢ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
(ａ)—基于 Ｄｅｂｙｅ 公式模拟电渗流ꎻ
(ｂ)—基于 ＭＰＢ 公式模拟电渗流.

４　 结　 　 论

基于 ＭＰＢ 方程描述了电渗流内部双电层的

正 /负离子分布模型ꎬ该模型不受溶液离子浓度和

外界激励电压大小的影响ꎬ 可以更加准确地得到

扩散 层 厚 度. 当 稀 释 的 ＫＣｌ 溶 液 电 导 率 为

２􀆰 １ ｍＳ / ｍꎬ且左、右激励电压为 ± １ Ｖ 时ꎬ求解得

到的电渗流最大速度为 １ ０３４􀆰 ３１ μｍ / ｓꎬ液体对流

范围较宽ꎬ相比传统线性 Ｄｅｂｙｅ 求解更接近实验

观测.
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