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数值流形位移法在岩体裂缝扩展中的应用

王述红ꎬ 邱　 伟ꎬ 高红岩ꎬ 张紫杉
(东北大学 资源与土木工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 基于三角形网格ꎬ对裂缝扩展过程中流形单元变化情况进行了深入研究ꎬ从几何网格的角度对

数值流形方法的连续与非连续统一处理方式进行解读. 采用一阶覆盖函数ꎬ推导出数值流形算法的权函数表

达式ꎬ建立局部位移函数. 通过数值流形计算程序ꎬ得出裂缝尖端位移ꎬ并计算尖端应力强度因子. 通过经典的

中心裂纹板模型ꎬ对数值流形位移法求得的尖端应力强度因子进行验证ꎬ算例的数值解和解析解吻合度较高ꎬ
证明数值流形法计算裂缝扩展的准确性ꎬ为裂纹扩展过程中尖端应力强度因子的求解提供了新的数值解法.
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　 　 当岩体中有未贯穿岩体的结构面存在时ꎬ在
受到工程扰动的情况下ꎬ很容易造成结构面扩展

开裂ꎬ形成次生结构面ꎬ进一步切割岩体ꎬ形成规

模较大的非连续块体ꎬ该过程为连续到非连续的

变形破坏[１] . 由于其复杂性ꎬ现有的主流数值分

析软件ꎬ例如有限元在对裂缝扩展问题分析时ꎬ需
要不断更新网格ꎬ使得前处理工作复杂. 为了能够

统一求解连续和非连续变形问题ꎬＳｈｉ[２ － ４] 提出了

数值流形方法ꎬ利用数学覆盖和物理覆盖两套覆

盖系统构建单元网格ꎬ并独立定义位移函数ꎬ各覆

盖位移函数通过权函数逼近求解整体场函数[５] .
国内外众多学者对数值流形位移法及相关程序不

断改进ꎬ将其成功应用于岩体大变形破坏分析以

及裂缝扩展模拟等相关研究中.
本文利用数值流形方法覆盖技术ꎬ构建裂缝

尖端位移函数ꎬ用于求解尖端位移ꎬ结合尖端位移

场求解应力强度因子ꎬ实现裂缝扩展的判据表征.



　 　

１　 裂缝尖端位移求解

采用数值流形的方法对岩体裂纹扩展进行分

析ꎬ首先同样需要进行网格划分ꎬ建立两套覆盖系

统[６] . 在裂缝扩展过程中ꎬ数学网格保持不变ꎬ裂
缝扩展不断剖分数学网格ꎬ从而不断形成新的物

理网格[７ － ８] . 本文采用三角形数学网格构建数学

覆盖ꎬ对岩体平面单裂纹扩展进行计算分析. 裂缝

扩展过程中流形单元的变化见图 １.

图 １　 裂缝扩展过程中流形单元的变化
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｈａｎｇｉｎｇ ｏｆ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｕｎｉｔｓ ｄｕｒｉｎｇ ｃｒａｃｋ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ
(ａ)—裂缝未扩展ꎻ (ｂ)—裂缝开始扩展ꎻ
(ｃ)—裂缝进一步扩展ꎻ (ｄ)—裂缝贯穿.

图 １ａ 中为连续的块体材料ꎬ块体边界对数学

覆盖进行切割ꎬ形成物理网格ꎬ各物理网格相互叠

加形成流形单元[９] . 块体中产生一条单裂缝ꎬ当
发生扩展时ꎬ对应的流形单元也将发生变化ꎬ如图

１ｂ ~图 １ｄ. 块体中产生的裂缝对块体进行了部分

切割ꎬ裂缝路径范围内的流形单元产生了新的节

点ꎬ因此裂缝切割形成的流形元可以产生不同的

位移如图 １ｂ、图 １ｃ 所示. 当裂缝完全贯穿块体之

后ꎬ块体被分割成不连续的两部分ꎬ裂隙路径范围

内的任一流形单元分别具有不同的节点ꎬ形成的

两个新的块体可以独立自由移动ꎬ如图 １ｄ 所示.
将三角形单元各节点位移场定义如下:

ｕ１ ＝ ａ１ ＋ ｂ１ｘ１ ＋ ｃ１ｙ１ꎬ
ｕ２ ＝ ａ１ ＋ ｂ１ｘ２ ＋ ｃ１ｙ２ꎬ
ｕ３ ＝ ａ１ ＋ ｂ１ｘ３ ＋ ｃ１ｙ３ꎬ
ｖ１ ＝ ａ２ ＋ ｂ２ｘ１ ＋ ｃ２ｙ１ꎬ
ｖ２ ＝ ａ２ ＋ ｂ２ｘ２ ＋ ｃ２ｙ２ꎬ
ｖ３ ＝ ａ２ ＋ ｂ２ｘ３ ＋ ｃ２ｙ３ .
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(１)

用权函数 Ｗ( ｘꎬｙ)表示流形元单元的权函

数ꎬ则各节点对应的权函数为

[Ｗ１(ｘꎬｙ)　 Ｗ２(ｘꎬｙ)　 Ｗ３(ｘꎬｙ)] ＝

[１　 ｘ　 ｙ]

１ ｘ１ ｙ１

１ ｘ２ ｙ２

１ ｘ３ ｙ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－ １

. (２)

以图 １ａ 中流形单元 １１ꎬ２１ꎬ３１ 为例ꎬ该流形单

元具有三个数学覆盖 Ｖ１ꎬＶ２ꎬＶ３ꎬ同时具有三个物

理覆盖 １１ꎬ２１ꎬ３１ . 设物理覆盖上的位移函数分别

为常函数(ｕ１ꎬｖ１)ꎬ(ｕ２ꎬｖ２)ꎬ(ｕ３ꎬｖ３)ꎬ对应权函数

分别为 Ｗ１(ｘꎬｙ)ꎬＷ２ ( ｘꎬｙ)ꎬＷ３ ( ｘꎬｙ)ꎬ权函数由

坐标系可直接求出. 则该流形单元的位移函数可

表示为

ｕ(ｘꎬｙ)
ｖ(ｘꎬｙ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ [Ｗ１ 　 Ｗ２ 　 Ｗ３]

Ｄ１

Ｄ２

Ｄ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

. (３)

式中:Ｗｉ(ｘꎬｙ) ＝
Ｗｉ(ｘꎬｙ) ０

０ Ｗｉ(ｘꎬｙ)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎻ

Ｄｉ ＝
ｕｉ

ｖｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

２　 应力强度因子算法

应力强度因子是用来表征裂纹端部应力场特

征的物理量ꎬ也是用来描述应力在裂纹端部的奇

异性. 断裂力学认为ꎬ当裂纹尖端的应力强度因子

达到材料的断裂韧度时ꎬ裂纹将发生扩展[１０ － １１] .
因此对块体裂纹扩展的研究ꎬ首先应计算裂纹尖

端的强度因子. 本文采用计算方法求应力强度

因子.
对于平面裂纹扩展问题ꎬ一般情况下ꎬⅠꎬⅡ

两种裂纹同时存在ꎬ二者对应的裂纹尖端的应力

强度因子分别为 ＫⅠꎬＫⅡ . 综合相关文献ꎬ给出

ＫⅠꎬＫⅡ两种混合型裂纹扩展问题的位移场计算

公式:

ｕ ＝
ＫΙ

８Ｇ
２ｒ
π [(２ｋ － １)ｃｏｓ θ

２ － ｃｏｓ ３θ２ ] ＋

ＫΠ

８Ｇ
２ｒ
π [(２ｋ ＋ ３)ｓｉｎ θ

２ ＋ ｓｉｎ ３θ
２ ]ꎬ

ｖ ＝
ＫΙ

８Ｇ
２ｒ
π [(２ｋ ＋ １)ｓｉｎ θ

２ － ｓｉｎ ３θ
２ ] ＋

ＫΠ

８Ｇ
２ｒ
π [ － (２ｋ － ３)ｃｏｓ θ

２ － ｃｏｓ ３θ２ ] .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(４)

式中:Ｇ ＝ Ｅ
２(１ ＋ μ)ꎬＧ 为剪切模量ꎻｋ ＝ ３ － μ

１ ＋ μꎬμ 为

泊松比.
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利用数值流形方法求得裂纹尖端位移场的分

布ꎬ结合线弹性断裂力学应力强度因子的解析公

式ꎬ从而求出应力强度因子.

３　 算例分析

简单的有限大平板中心裂纹模型如图 ２ 所

示. 根据应力强度因子手册ꎬ应力强度因子解析解

计算式为

ＫΙ ＝ Ｃσ πａ . (５)
式中ꎬＣ 为相对无限大平板计算公式的修正系数ꎬ

Ｃ ＝ ｓｅｃ πａ
２ｂ .

以有限大平板中心裂纹模型作为边界条件ꎬ
创建数值流形法计算模型. 采用三角形单元ꎬ模型

上下均布荷载 σ ＝ ２ ＭＮ / ｍ(采用无限密集的集

中荷载来实现)ꎬ取材料的弹性模量 Ｅ ＝ ２ ×
１０５ ＭＰａꎬ泊松比 μ ＝０􀆰 ２５. 模型宽度 ２ｂ ＝６ ｍꎬ裂纹

长度 ２ａ ＝２ ｍꎬ材料的断裂韧度 ＫＩＣ ＝ １ ＭＮ􀅰ｍ１ / ２ .
模型建立完成后ꎬ需要求解裂缝尖端位移. 首先将

平面直角坐标系转化成极坐标系ꎬ引入以裂纹端

点为原点的坐标系ꎬ也称裂纹前缘坐标系ꎬ如图 ２
所示. 对于长度为 ２ａ 的裂纹ꎬ对于指定一点( ｘꎬ
ｙ)ꎬ对应的极坐标是( ｒꎬθ)ꎬ如图 ２ 所示ꎬ坐标转

化公式如下:
ｘ ＝ ｒｃｏｓθꎬｙ ＝ ｒｓｉｎθꎻ

ｒ２ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ꎬｔａｎθ ＝ ｙ
ｘ .

} (６)

图 ２　 有限大中心裂纹模型及裂缝尖端坐标系
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｎｉｔｅ ｃｅｎｔｒａｌ ｃｒａｃｋ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ
(ａ)—有限大中心裂纹模型ꎻ (ｂ)—裂缝尖端坐标系.

长度为 ２ａ 的裂纹在数值流形方法中的位置

如图 ３ 所示ꎬ以裂纹右侧为研究对象ꎬ经过极坐标

转化ꎬ计算出随裂缝扩展时的尖端位移ꎬ见表 １.

图 ３　 数值流形模型
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｏｄｅｌ

(ａ)—数学网格覆盖ꎻ (ｂ)—流形元划分.

表 １　 坐标及位移统计表
Ｔａｂｌｅ １　 Ｔａｂｌｅ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

直角坐标 极坐标
ｙ 方向尖端位移 / ｍ

σ ＝ １ ＭＮ/ ｍ σ ＝ ２ ＭＮ/ ｍ

(３􀆰 ５ꎬ５) (６􀆰 １０ꎬ０􀆰 ９６) ０􀆰 ０００ ８０１ ０􀆰 ００１ ６０１
(３􀆰 ６ꎬ５) (６􀆰 １６ꎬ０􀆰 ９４) ０􀆰 ０００ ８０１ ０􀆰 ００１ ６０１
(３􀆰 ７ꎬ５) (６􀆰 １９ꎬ０􀆰 ９３) ０􀆰 ０００ ８０６ ０􀆰 ００１ ６０９
(３􀆰 ８ꎬ５) (６􀆰 ２８ꎬ０􀆰 ９２) ０􀆰 ０００ ８０６ ０􀆰 ００１ ６０９
(３􀆰 ９ꎬ５) (６􀆰 ３４ꎬ０􀆰 ９０) ０􀆰 ０００ ８０５ ０􀆰 ００１ ６０９
(４􀆰 ０ꎬ５) (６􀆰 ４０ꎬ０􀆰 ８９) ０􀆰 ０００ ８０５ ０􀆰 ００１ ６０９
(４􀆰 １ꎬ５) (６􀆰 ４６ꎬ０􀆰 ８８) ０􀆰 ０００ ８０６ ０􀆰 ００１ ６０９
(４􀆰 ２ꎬ５) (６􀆰 ５２ꎬ０􀆰 ８７) ０􀆰 ０００ ８０５ ０􀆰 ００１ ６０８
(４􀆰 ３ꎬ５) (６􀆰 ５９ꎬ０􀆰 ８６) ０􀆰 ０００ ８３２ ０􀆰 ００１ ６６１
(４􀆰 ４ꎬ５) (６􀆰 ６６ꎬ０􀆰 ８４) ０􀆰 ０００ ８３２ ０􀆰 ００１ ６６１
(４􀆰 ５ꎬ５) (６􀆰 ７２ꎬ０􀆰 ８３) ０􀆰 ０００ ８３２ ０􀆰 ００１ ６６１

　 　 在得到尖端位移后ꎬ根据式(４)ꎬ计算裂缝扩

展过程ꎬ此过程通过 Ｍａｔｌａｂ 程序计算实现ꎬ各裂

缝宽度下的 ＫⅠ值ꎬ对于纯Ⅰ型裂纹ꎬＫⅠ ＝ ０ꎬＧ ＝
８ × １０４ ＭＰａꎬｋ ＝ ０􀆰 ７８.

令 ｍ ＝ ２ｒ
π [(２ｋ ＋ １)ｓｉｎ θ

２ － ｓｉｎ ３θ
２ ]ꎬ

则

ＫΙ ＝
８Ｇ × ｖ

ｍ . (７)

根据式(７)分别求得裂纹扩展过程中的裂纹

尖端强度因子ꎬ见表 ２.
由表 ２ 可知ꎬ随着裂缝不断扩展ꎬ宽度不断增

加ꎬ尖端应力强度因子随之不断增大ꎬ裂缝稳定扩

展ꎬ最终裂纹贯通. 保持数学覆盖不变ꎬ对表征裂

缝的物理网格不断更新ꎬ实现裂缝扩展ꎬ见图 ４.
在拉伸荷载固定的条件下ꎬ随着裂缝宽度 ａ

的变化ꎬ采用数值解法求得的 ＫⅠ值与解析解求

得的 ＫⅠ值误差成规律性变化ꎬ即在裂缝宽度较

小和较大时ꎬ二者误差较大ꎬ可能是因为裂缝较小

或较大时ꎬ数值流形网格大小(数学网格精度)与
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裂缝宽度不匹配.

表 ２　 Ⅰ 型裂纹应力强度因子随裂缝宽度变化
(σ ＝２ ＭＮ / ｍ)

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ Ⅰ
ｃｒａｃｋ ｗｉｔｈ ｃｒａｃｋ ｗｉｄｔｈ(σ ＝２ ＭＮ / ｍ)

宽度
ｍ

数值解
ＭＰａ􀅰ｍ１ / ２

解析解
ＭＰａ􀅰ｍ１ / ２

误差
％

０􀆰 ５ ２􀆰 ７２４ ９ ２􀆰 ５５０ ４ ６􀆰 ８４
０􀆰 ６ ２􀆰 ８９９ ４ ２􀆰 ８１５ ６ ２􀆰 ９７
０􀆰 ７ ３􀆰 ０８９ ３ ３􀆰 ０６９ ５ ０􀆰 ６４
０􀆰 ８ ３􀆰 ２９６ ４ ３􀆰 ３１７ ３ ０􀆰 ６３
０􀆰 ９ ３􀆰 ５２３ ０ ３􀆰 ５６２ ７ ０􀆰 ３９
１􀆰 ０ ３􀆰 ７７１ ７ ３􀆰 ８０９ ３ １􀆰 １１
１􀆰 １ ４􀆰 ０４５ ６ ４􀆰 ０５９ ８ ０􀆰 ３５
１􀆰 ２ ４􀆰 ３４８ ４ ４􀆰 ３１７ ３ ０􀆰 ７２
１􀆰 ３ ４􀆰 ６８４ ６ ４􀆰 ５８４ ８ ２􀆰 １７
１􀆰 ４ ５􀆰 ０５９ ７ ４􀆰 ８６５ ５ ３􀆰 ９９
１􀆰 ５ ５􀆰 ４８０ ４ ５􀆰 １６３ ０ ６􀆰 １４

图 ４　 中心裂纹扩展示意图
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｅｎｔｒａｌ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

(ａ)—裂纹未扩展ꎻ (ｂ)—裂纹开始扩展ꎻ
(ｃ)—裂纹进一步扩展ꎻ (ｄ)—裂纹贯穿.

当裂纹宽度 ａ ＝ １ ｍ 时ꎬ其直角坐标为(４ꎬ
５)ꎬ转化为极坐标(６􀆰 ４０３ １ꎬ０􀆰 ８９６ １) . 结合数值

流形法计算得到的尖端裂纹位移ꎬ通过设置测量

点ꎬ求得尖端位移ꎬ在不同荷载情况下求得 ＫⅠ数

值解ꎬ如表 ３ 所示.
对比分析数值计算结果和应力强度因子手册

计算得到的 ＫⅠ解析解ꎬ二者基本接近ꎬ误差均在

１％ 范围内. 随着荷载的不断增大误差逐渐稳定在

０􀆰 ４５％ 左右ꎬ充分体现出基于数值流形位移法计

算尖端应力强度因子的精确度和稳定性.

表 ３　 Ⅰ 型裂纹应力强度因子随拉伸荷载变化
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ Ⅰ ｃｒａｃｋ

ｗｉｔｈ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ
荷载

ＭＮ􀅰ｍ － １
数值解

ＭＰａ􀅰ｍ１ / ２
解析解

ＭＰａ􀅰ｍ１ / ２
误差
％

０􀆰 ５ ０􀆰 ９５２ ３ ０􀆰 ９５２ ３ ０􀆰 ００
１􀆰 ０ １􀆰 ８９７ ６ １􀆰 ９０４ ６ ０􀆰 ３７
１􀆰 ５ ２􀆰 ８４５ ２ ２􀆰 ８５６ ９ ０􀆰 ４１
２􀆰 ０ ３􀆰 ７９２ ８ ３􀆰 ８０９ ３ ０􀆰 ４３
２􀆰 ５ ４􀆰 ７４０ ４ ４􀆰 ７６１ ５ ０􀆰 ４４

　 　 针对误差分析结果ꎬ增加网格精度至 １２ꎬ同
时提高拉荷载至 ５ ＭＮ / ｍꎬ得到图 ５ 所示的模拟结

果. 通过结果可以看出ꎬ提高荷载和数学网格精度

对裂缝扩展的连贯性和程序的收敛性均有所提高.

图 ５　 右侧裂缝扩展开裂示意图
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ

(ａ)—右侧单裂缝模型ꎻ (ｂ)—裂缝扩展开裂.

４　 结　 　 论

本文在数值流形法的基础上ꎬ对单裂缝扩展

过程进行模拟ꎬ展现出裂缝扩展过程中的流形单

元变化ꎬ并建立单元的位移函数ꎬ求解尖端位移.
通过经典的中心裂纹板模型ꎬ对数值流形位移法

求得尖端应力强度因子进行验证ꎬ发现随着裂缝

宽度不断增加ꎬ尖端应力强度因子随之不断增大ꎻ
宽度一定时采用数值解法求得的 ＫⅠ值与解析解
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求得的 ＫⅠ值误差成规律性变化ꎬ在不同荷载情

况下求得 ＫⅠ数值解和应力强度因子手册计算得

到的 ＫⅠ解析解的误差均在 １％ 范围内ꎬ数值解和

解析解吻合度较高ꎬ说明以数值流形法为基础求

解裂纹尖端应力强度因子是一种新型的有效

方法.

参考文献:

[ １ ]　 Ｗａｎｇ Ｓ ＨꎬＮｉ Ｐ Ｐ. Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｌｏｃｋ ｔｈｅｏｒｙ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｎ
ｓｐａｔｉａｌ ｂｌｏｃｋ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｒｏｃｋ ｓｌｏｐｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ
ａｎａｌｙｓｉｓ [ Ｊ ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｍｅｔｈｏｄｓꎬ２０１４ꎬ１１(１):７ － ４９.

[ ２ ]　 Ｓｈｉ Ｇ Ｈ. Ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｃ] / / Ｔｈｅ
９ｔｈ Ａｒｍｙ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ. Ｍｉｎｎｅａｐｏｌｉｓꎬ１９９１:５７ － ７６.

[ ３ ]　 Ｓｈｉ Ｇ Ｈ. Ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ [Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｒｓｔ
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｆｏｒｕｍ ｏｎ ＤＤＡ ａｎｄ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ
Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｍｅｄｉａ. Ｂｅｒｋｅｌｅｙꎬ１９９６:５２ － ２０４.

[ ４ ]　 Ｓｈｉ Ｇ Ｈ. Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ [Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ
ｔｈｅ Ｓｅｃｏｎｄ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ. Ｋｙｏｔｏꎬ１９９７:１ － ３５.

[ ５ ]　 王水林ꎬ葛修润. 流形元方法在模拟裂纹扩展中的应用
[Ｊ] . 岩石力学与工程学报ꎬ１９９７ꎬ１６(５):４０５ － ４１０.
(Ｗａｎｇ Ｓｈｕｉ￣ｌｉｎꎬＧｅ Ｘｉｕ￣ｒｕｎ. Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ
ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｃｋ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ１９９７ꎬ１６(５):４０５ － ４１０. )
[ ６ ]　 Ｌｉｕ Ｚ Ｊꎬ Ｚｈｅｎｇ Ｈ. Ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ

ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｃｏｖｅｒｓ [ Ｊ ] . Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ２０１６ꎬ５９(４):５１５ － ５３０.

[ ７ ]　 Ｚｈｅｎｇ Ｈꎬ Ｘｕ Ｄ Ｄ. Ｎｅｗ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｉｓｓｕｅｓ ｏｆ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｒａｃｋ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ
ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１４ꎬ９７(１３):９８６ － １０１０.

[ ８ ]　 Ｚｈｅｎｇ ＨꎬＬｉｕ ＦꎬＤｕ Ｘ Ｌ. Ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｒｉｓｉｎｇ
ｆｒｏｍ ｓｔａｔｉｃ ｇｒｏｗｔｈ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｒａｃｋｓ ａｎｄ ＭＬＳ￣ｂａｓｅｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ [ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２０１５ꎬ２９５:１５０ － １５７.

[ ９ ]　 Ｙａｎｇ Ｙ ＴꎬＺｈｅｎｇ Ｈ. Ａ ｔｈｒｅｅ￣ｎｏｄｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｉｔｔｅｄ ｔｏ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｎｏｄａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｆｏｒ
ｃｒａｃｋ ａｎａｌｙｓｉｓ[ Ｊ] . Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２０１６ꎬ
１６２:５１ － ７５.

[１０] 任中俊ꎬ陈跃欣. 有限大平板中心裂纹应力强度因子分析
[Ｊ] . 矿业工程研究ꎬ２０１３(２８):１ － ３.
( Ｒｅｎ Ｚｈｏｎｇ￣ｊｕｎꎬ Ｃｈｅｎ Ｙｕｅ￣ｘｉｎ. Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｃｅｎｔｒｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ [ Ｊ] . Ｍｉｎｅｒａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ ２０１３(２８):１ － ３. )

[１１] 徐慧ꎬ伍晓赞ꎬ程仕平ꎬ等. 复合裂纹的应力强度因子有限
元分析[Ｊ] . 中南大学学报(自然科学版)ꎬ２００７ꎬ３８(１):７９
－ ８３.
(Ｘｕ ＨｕｉꎬＷｕ Ｘｉａｏ￣ｚａｎꎬＣｈｅｎ Ｓｈｉ￣ｐｉｎｇꎬｅｔ ａｌ. Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｉｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｍｏｄｅ ｃｒａｃｋ
[ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｓｏｕｔｈ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ( Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ)ꎬ２００７ꎬ３８(１):７９ － ８３. )

􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒

(上接第 ５５１ 页)

参考文献:

[１] 　 Ｓｐｅｃｈｔ Ｄ Ｆ. Ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ￣
ｒｅｄｉｓｃｏｖｅｒｅｄ[Ｊ] . Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ１９９３(６):１０３３ － １０３４.

[２] 　 Ｎｅｅｌａｋａｎｔａｍ Ｖ ＶꎬＴａｐａｂｒａｔａ Ｒ. Ｏｐｔｉｍｕｍ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ Ｙａｇｉ￣Ｕｄａ
ａｎｔｅｎｎａｓ ｕｓｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ [ Ｊ ] . ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎ ｏｎ Ａｎｔｅｎｎａｓ ａｎｄ Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎꎬ ２００４ꎬ ５２ ( ７ ):
１８１１ － １８１８.

[３] 　 Ｍｏｔｉｉａｎ ＳꎬＡｇｈａｂａｂａｉｅ ＭꎬＳｏｌｔａｎｉａｎ￣Ｚａｄｅｈ Ｈ. Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ( ＰＳＯ) ｏｆ ｐｏｗｅｒ ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｇｎｉｔｉｖｅ ｒａｄｉｏ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｂｒｏａｄｂａｎｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ａｎｄ
ｍｕｌｔｉｍｅｄｉａ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ[Ｃ] / / ＩＥＥＥ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ ｏｎ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ. Ｎｅｗ Ｏｒｌｅａｎｓ:ＩＥＥＥ Ｘｐｌｏｒｅꎬ２０１１:５５８ － ５６２.

[４] 　 Ｊａｍｅｓ ＫꎬＥｂｅｒｈａｒｔ Ｒ Ｃ. Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ [ Ｃ] / /
ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ. Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋꎬ１９９５:１９４２ － １９４８.

[５] 　 Ｅｂｅｒｈａｒｔ Ｒ Ｃꎬ Ｓｈｉ Ｙ. Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ:
ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓꎬ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ [ Ｃ ] / / ＩＥＥＥ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ. Ｓｅｏｕｌ: ＩＥＥＥ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ２００２:８１ － ８６.

[６] 　 Ｆｕｅｒｓｔｅｎａｕ Ｄ ＷꎬＰｈａｔａｋ Ｐ ＢꎬＫａｐｕｒ Ｐ Ｃꎬｅｔ ａｌ. Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｇｒｉｎｄｉｎｇ ｏｆ ｃｏａｒｓｅ / ｆｉｎｅ(ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ) ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ ａ ｂａｌｌ
ｍｉｌｌ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｉｎｅｒａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇꎬ２０１１ꎬ
９９:３２ － ３６.

[７] 　 Ｍａｔｉｊａｓｉｃ Ｇꎬ Ｋｕｒａｊｉｃａ Ｓ. Ｇｒｉｎｄｉｎｇ ｋｉｎｅｔｉｃｓ ｏｆ ａｍｏｒｐｈｏｕｓ
ｐｏｗｄｅｒ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌ￣ｇｅｌ ｐｒｏｃｅｓｓ[ Ｊ] . Ｐｏｗｄｅｒ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ
２０１０ꎬ１９７:１６５ － １６８.

[８] 　 Ｂａｚｉｎ ＣꎬＯｂｉａｎｇ Ｐ. Ｓｈｏｕｌｄ ｔｈｅ ｓｌｕｒｒｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｉｎ ａ ｇｒｉｎｄｉｎｇ
ｍｉｌｌ ｂｅ ａｄｊｕｓｔｅｄ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｇｒｉｎｄｉｎｇ ｍｅｄｉａ ｓｉｚｅ [ Ｊ] .
Ｍｉｎｅｒａｌｓ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ２００７ꎬ２０:８１０ － ８１４.

[９] 　 Ｓｃｈｍｉｄｔ ＪꎬＰｌａｔａ Ｍꎬ Ｔｒｏｇｅｒ Ｓꎬ ｅｔ ａｌ. Ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｌｙｍｅｒ
ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ｂｅｌｏｗ ５ μｍ ｂｙ ｗｅｔ ｇｒｉｎｄｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｐｏｗｄｅｒ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ２０１２ꎬ２２８:８４ － ８８.

６５５ 东北大学学报(自然科学版) 　 　 　 第 ４０ 卷


