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基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ法的动载荷识别研究

范玉川１ꎬ 赵春雨１ꎬ 鲁　 艳２ꎬ 张义民１
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摘　 　 　 要: 推导出多自由度动力学方程的 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 数值算法显式表达形式ꎬ进而提出了一种显式

Ｗｉｌｓｏｎ － θ 的动载荷识别算法. 该算法避免了 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 算法的隐式迭代形式的迭代误差ꎬ在拥有显式算法特

性的同时具备隐式算法的特性. 当 θ 取合适的值时ꎬ该算法是无条件稳定的. 通过悬臂梁的算例和实验对算法

的识别效果进行了验证ꎬ并与传统的状态空间法的识别结果进行了对比. 结果表明:该算法不仅能够对矩形载

荷、谐波载荷和随机载荷进行准确地识别ꎬ并且比状态空间法的识别精度更高.
关　 键　 词: Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法ꎻ显式表达ꎻ载荷识别ꎻ无条件稳定ꎻ状态空间法

中图分类号: Ｏ ３２６　 　 　 文献标志码: Ａ　 　 　 文章编号: １００５ － ３０２６(２０１９)０５ － ０６７３ － ０５

Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｌｏａｄ Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｘｐｌｉｃｉｔ
Ｗｉｌｓｏｎ￣θ Ｍｅｔｈｏｄ
ＦＡＮ Ｙｕ￣ｃｈｕａｎ１ꎬ ＺＨＡＯ Ｃｈｕｎ￣ｙｕ１ꎬ ＬＵ Ｙａｎ２ꎬ ＺＨＡＮＧ Ｙｉ￣ｍｉｎ１

(１􀆰 Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ＆Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２􀆰 Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ Ｘｉｎｄａ
Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ ４５０００１ꎬ Ｃｈｉｎａ. Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ: ＺＨＡＯ Ｃｈｕｎ￣ｙｕꎬ Ｅ￣ｍａｉｌ:
ｃｈｙｚｈａｏ ＠ ｍａｉｌ. ｎｅｕ. ｅｄｕ. ｃｎ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｗｉｌｓｏｎ￣θ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ￣ｄｏｆｓ ( ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ
ｆｒｅｅｄｏｍｓ) ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄꎬ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ａｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ Ｗｉｌｓｏｎ￣θ ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄꎬ ａｖｏｉｄｉｎｇ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｗｈｉｌｅ ｋｅｅｐｉｎｇ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ. Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｕｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ ａｐｐｌｙｉｎｇ
ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ θ ｖａｌｕｅ. Ｔｈｅ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｂｙ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ａｎｄ ａｎ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ
ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｃａｎ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ｔｈｅ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｌｏａｄꎬ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｌｏａｄꎬ ｂｕｔ ａｌｓｏ ｈａｓ ｈｉｇｈｅｒ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ
ｔｈａｎ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｅｔｈｏｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｗｉｌｓｏｎ￣θꎻ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｏｒｍｕｌａｒꎻ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎꎻ ｕｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅꎻ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ
ｍｅｔｈｏｄ

　 　 在机械系统设计过程中ꎬ动载荷是机械结构

进行疲劳分析以及进行可靠性计算的基本依据.
但是ꎬ在动态系统中ꎬ有些力是很难直接测量的ꎬ
特别是结构系统内部各部件之间的相互作用力ꎬ
在难以直接测量的情况下ꎬ就需要通过逆动力学

的分析技术来得到这些力ꎬ因而开展动载荷识别

技术的研究是很有必要的.
动载荷识别方法主要分为频域法[１ － ２]和时域

法[３]两大类. 由于时域法能够识别各种类型的载

荷ꎬ识别精度高ꎬ并且其识别结果具有明确的物理

意义ꎬ因而ꎬ时域法越来越受到专家学者们的青

睐. Ｌｉｕ 等[４] 推导了一种基于 Ｎｅｗｍａｒｋ － β 法的

动载荷识别方法ꎬ将传统的隐式 Ｎｅｗｍａｒｋ － β 算

法转化为 Ａｘ ＝ ｂ 方程解的显式形式ꎬ与隐式的

Ｎｅｗｍａｒｋ － β 法具有相同的特点ꎬ并与状态空间

法进行了对比ꎬ表明该算法具有明显的优势. Ｌｉ
等[５]提出了一种基于二阶泰勒级数展开的时域

动态结构载荷识别方法ꎬ该算法将响应表示为一



　 　

种泰勒级数的逼近形式ꎬ推导出一系列公式ꎬ并建

立了系统响应、系统特性和输入激励相结合的显

式离散方程. Ｌｉｕ 等[６] 提出了一种新的时域动态

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 算法ꎬ将形状函数作为加权函数ꎬ建立了

前向模型 ＴＤＧＭꎬ与传统的格林函数法相比ꎬ
ＴＤＧＭ 能有效地克服噪声的影响ꎬ提高动态载荷

识别的精度. 在求逆运算中ꎬ载荷识别结果通常对

结构模型中的响应和误差测量中的噪声非常敏

感[７] . 张方等[８ － ９]对复杂结构的载荷识别进行了

研究ꎬ推导了一种基于广义正交多项式特征技术

的动载荷识别模型ꎬ可以在一定精度范围内通过

有限的测量点信息对无限未知量的分布动载荷进

行识别. Ａｌｌｅｎ 等[１０] 采用一种 ＳＷＡＴ 方法ꎬ可以

同时识别出冲击型载荷和稳态动态载荷.
本文将对 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法进行变换ꎬ推导其显

式表达形式ꎬ提出一种基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的

动载荷识别算法ꎬ并通过算例和实验验证了该算

法的有效性.

１　 动载荷识别算法

线性阻尼结构中ꎬ多自由度结构的动力学方

程可以表示为

Ｍｘ̈ｔ ＋ Ｃｘ̇ｔ ＋ Ｋｘｔ ＝ Ｐ ｔ . (１)
其中:ＭꎬＣ 和 Ｋ 分别表示质量矩阵、阻尼矩阵以

及刚度矩阵ꎻＰ ｔ 是作用在结构上的外加载荷ꎻｘ̈ｔꎬ
ｘ̇ｔ 和 ｘｔ 分别表示加速度响应、速度响应以及位移

响应. 本文假定阻尼为瑞利阻尼:
Ｃ ＝ α１Ｍ ＋ α２Ｋ. (２)

其中ꎬα１ 和 α２ 表示阻尼系数.
１􀆰 １　 Ｗｉｌｓｏｎ － θ法的显式表达

Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法假定在[ ｔꎬｔ ＋ θΔｔ](θ≥１)的时

间间隔内ꎬ加速度呈线性变化ꎬ如图 １ 所示.
令 δ 为自 ｔ 时刻开始的时间变量ꎬ适用于 ０≤

δ≤θΔｔꎬ由线性加速度的假设可知ꎬ在适用范围内

的加速度为

ｘ̈ｔ ＋ δ ＝ ｘ̈ｔ ＋
δ

θΔｔ( ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ － ｘ̈ｔ) . (３)

积分后可得

ｘ̇ｔ ＋ δ ＝ ｘ̇ｔ ＋ ｘ̈ｔδ ＋ δ２
２θΔｔ( ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ － ｘ̈ｔ)ꎬ (４)

ｘｔ ＋ δ ＝ ｘｔ ＋ ｘ̇ｔδ ＋ １
２ ｘ̈ｔδ２ ＋ δ３

６θΔｔ( ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ － ｘ̈ｔ) .

(５)
若 δ ＝ θΔｔꎬ由式(４)和式(５)可得 ｔ ＋ θΔｔ 瞬

时的速度和位移:

ｘ̇ｔ ＋ θΔｔ ＝ ｘ̇ｔ ＋
θΔｔ
２ ( ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ ＋ ｘ̈ｔ)ꎬ (６)

ｘｔ ＋ θΔｔ ＝ ｘｔ ＋ θΔｔｘ̇ｔ ＋
θ２Δｔ２
６ ( ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ ＋ ２ｘ̈ｔ) . (７)

图 １　 Ｗｉｌｓｏｎ － θ法模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｗｉｌｓｏｎ￣θ

联立式(６)和式(７)ꎬ可以用 ｔ ＋ θΔｔ 时刻的

位移表示 ｔ ＋ θΔｔ 时刻的加速度和速度ꎬ即

ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ ＝
６

θ２Δｔ２
(ｘｔ ＋ θΔｔ － ｘｔ) － ６

θΔｔｘ̇ｔ － ２ｘ̈ｔꎬ (８)

ｘ̇ｔ ＋ θΔｔ ＝
３
θΔｔ(ｘｔ ＋ θΔｔ － ｘｔ) － ２ｘ̇ｔ －

θΔｔ
２ ｘ̈ｔ . (９)

则 ｔ ＋ θΔｔ 时刻的动力方程可以表示为

Ｍｘ̈ｔ ＋ θΔｔ ＋ Ｃｘ̇ｔ ＋ θΔｔ ＋ Ｋｘｔ ＋ θΔｔ ＝ Ｐ ｔ ＋ θΔｔ . (１０)
式中:

Ｐ ｔ ＋ θΔｔ ＝ Ｐ ｔ ＋ θ(Ｐ ｔ ＋ Δｔ － Ｐ ｔ) . (１１)
将式(８)和式(９)以及式(１１)代入式(１０)ꎬ

即得关于 ｘｔ ＋ θΔｔ的求解方程为

ｘｔ ＋ θΔｔ ＝ Ｋ^ － １ Ｐ^ ｔ ＋ θΔｔ . (１２)
式中:

Ｋ^ ＝ Ｋ ＋ ３
θΔｔＣ ＋ ６

θ２Δｔ２
Ｍꎬ (１３)

Ｐ^ ｔ ＋ θΔｔ ＝ Ｐ ｔ ＋ θ(Ｐ ｔ ＋ Δｔ － Ｐ ｔ) ＋Ｍ( ６
θ２Δｔ２

ｘｔ ＋
６
θΔｔｘ̇ｔ ＋

２ｘ̈ｔ) ＋ Ｃ( ３
θΔｔｘｔ ＋ ２ｘ̇ｔ ＋

θΔｔ
２ ｘ̈ｔ) . (１４)

求解方程式(１２)ꎬ得 ｘｔ ＋ θΔｔ . 再把 ｘｔ ＋ θΔｔ代入式

(８)就可获得 ｘ̈ｔ ＋ θΔｔ . 在式(３)中取 δ ＝ Δｔꎬ同时将

式(８)代入ꎬ可得

ｘ̈ｔ ＋ Δｔ ＝
６

θ３Δｔ２
(ｘｔ ＋ θΔｔ － ｘｔ) － ６

θ２Δｔ
ｘ̇ｔ ＋ (１ － ３

θ ) ｘ̈ｔ .

(１５)
取 δ ＝ Δｔꎬ将式 (３ ) 分别代入式 (４ ) 和式

(５)ꎬ有

ｘ̇ｔ ＋ Δｔ ＝ ｘ̇ｔ ＋
Δｔ
２ ( ｘ̈ｔ ＋ Δｔ ＋ ｘ̈ｔ)ꎬ (１６)

ｘｔ ＋ Δｔ ＝ ｘｔ ＋ Δｔｘ̇ｔ ＋
Δｔ２
６ ( ｘ̈ｔ ＋ Δｔ ＋ ２ｘ̈ｔ) . (１７)

由式(１２) ~式(１４)可得
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ｘｔ ＋ θΔｔ ＝ Ｋ^ － １(１ － θ)Ｐ ｔ ＋ θＫ^ － １Ｐ ｔ ＋ Δｔ ＋

( ６
θ２Δｔ２

ＭＫ^ － １ ＋ ３
θΔｔＣＫ^

－ １)ｘｔ ＋

( ６
θΔｔＭＫ^ － １ ＋ ２ＣＫ^ － １) ｘ̇ｔ ＋

(２ＭＫ^ － １ ＋ θΔｔ
２ ＣＫ^ － １) ｘ̈ｔ . (１８)

将式(１８)代入式(１５)ꎬ已知恒等式:
Ｉ ＝ Ｋ^ － １ Ｋ^ꎬ

可得

ｘ̈ｔ ＋ Δｔ ＝ Ｃ０Ｐ ｔ ＋ Ｃ１Ｐ ｔ ＋ Δｔ ＋ Ｃｄｘｔ ＋ Ｃｖ ｘ̇ｔ ＋ Ｃａ ｘ̈ｔ .
(１９)

其中:Ｃ０ ＝ ６
θ３Δｔ２

Ｋ^ － １(１ － θ)ꎻＣ１ ＝ ６
θ２Δｔ２

Ｋ^ － １ꎻ

Ｃｄ ＝ － ６
θ３Δｔ２

Ｋ^ － １ＫꎻＣｖ ＝ ６
θ２Δｔ

( ６
θ２Δｔ２

ＭＫ^ － １ ＋

２
θΔｔＣＫ^

－ １ － １)ꎻＣａ ＝
１２

θ３Δｔ２
ＭＫ^ － １ ＋ ３

θ２Δｔ
ＣＫ^ － １ ＋

１ － ３
θ .

将式(１９)代入式(１６)可得

ｘ̇ｔ ＋ Δｔ ＝ Ｂ０Ｐ ｔ ＋ Ｂ１Ｐ ｔ ＋ Δｔ ＋ Ｂｄｘｔ ＋ Ｂｖ ｘ̇ｔ ＋ Ｂａ ｘ̈ｔ .
(２０)

其中:Ｂ０ ＝ Δｔ
２ Ｃ０ꎻＢ１ ＝ Δｔ

２ Ｃ１ꎻＢｄ ＝ Δｔ
２ Ｃｄꎻ

Ｂｖ ＝ Δｔ
２ Ｃｖ ＋ １ꎻＢａ ＝

Δｔ
２ (Ｃａ ＋ １) .

将式(１９)代入式(１７)可得

ｘｔ ＋ Δｔ ＝ Ａ０Ｐ ｔ ＋ Ａ１Ｐ ｔ ＋ Δｔ ＋ Ａｄｘｔ ＋ Ａｖ ｘ̇ｔ ＋ Ａａ ｘ̈ｔ .
(２１)

其中:Ａ０ ＝ Δｔ２
６ Ｃ０ꎻＡ１ ＝ Δｔ２

６ Ｃ１ꎻＡｄ ＝ Δｔ２
６ Ｃｄ ＋ １ꎻ

Ａｖ ＝ (Δｔ６ Ｃｖ ＋ １)ΔｔꎻＡａ ＝
Δｔ２
６ (Ｃａ ＋ ２) .

在此用 ｘｉꎬｘ̇ｉꎬ ｘ̈ｉ 和 Ｐ ｉ 表示第 ｉ 时刻式(１９)
~式(２１)中的位移、速度、加速度和激励ꎬ并将其

表示为矩阵形式:
ｘｉ ＋ １

ｘ̇ｉ ＋ １

ｘ̈ｉ ＋ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

Ａ０ 　 Ａ１

Ｂ０ 　 Ｂ１

Ｃ０ 　 Ｃ１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｐ ｉ

Ｐ ｉ ＋ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

Ａｄ 　 Ａｖ 　 Ａａ

Ｂｄ 　 Ｂｖ 　 Ｂａ

Ｃｄ 　 Ｃｖ 　 Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｘｉ

ｘ̇ｉ

ｘ̈ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

(２２)
在第 ｉ 时刻的响应可以表示为

ｘｉ

ｘ̇ｉ

ｘ̈ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０

Ａｄ Ａｖ Ａａ

Ｂｄ Ｂｖ Ｂａ

Ｃｄ Ｃｖ Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｊ Ａ０ Ａ１

Ｂ０ Ｂ１

Ｃ０ Ｃ１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｐ ｉ －ｊ－１

Ｐ ｉ －ｊ

[ ]＋

Ａｄ Ａｖ Ａａ

Ｂｄ Ｂｖ Ｂａ

Ｃｄ Ｃｖ Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｉ ｘ０

ｘ̇０

ｘ̈０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
. (２３)

式中ꎬ两个指数 ｉ 和 ｊ 分别表示相应矩阵的幂. 式
(２３)是一种新型的 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的显式表达ꎬ每
一个时间步中位移、速度、加速度响应可被同时求

解出来ꎬ而通常的方法是利用每个时间步的迭代

算法来计算ꎬ显然这种显式的算法更有优势.
１􀆰 ２　 基于显式Ｗｉｌｓｏｎ － θ法的动载荷识别

令:

ｙｉ ＝
ｘｉ

ｘ̇ｉ

ｘ̈ｉ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
－

Ａｄ 　 Ａｖ 　 Ａａ

Ｂｄ 　 Ｂｖ 　 Ｂａ

Ｃｄ 　 Ｃｖ 　 Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｉ ｘ０

ｘ̇０

ｘ̈０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

则式(２３)可以改写为

ｙｉ ＝ ∑
ｉ －１

ｊ ＝ ０

Ａｄ 　 Ａｖ 　 Ａａ

Ｂｄ 　 Ｂｖ 　 Ｂａ

Ｃｄ 　 Ｃｖ 　 Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ｊ Ａ０ 　 Ａ１

Ｂ０ 　 Ｂ１

Ｃ０ 　 Ｃ１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｐ ｉ －ｊ－１

Ｐ ｉ －ｊ

[ ] .

(２４)
令:

Ｈｋ ＝
Ａｄ 　 Ａｖ 　 Ａａ

Ｂｄ 　 Ｂｖ 　 Ｂａ

Ｃｄ 　 Ｃｖ 　 Ｃａ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(ｋ － １) Ａ０ 　 Ａ１

Ｂ０ 　 Ｂ１

Ｃ０ 　 Ｃ１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ꎬ (２５)

Ｒｉ ＝
Ｐ ｉ － １

Ｐ ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú. (２６)

式(２９)可以写成从时间段 １ 到 ｎｔ 上的矩阵

的卷积形式:
Ｙ ＝ＨＦ. (２７)

其中:
Ｙ ＝ [ｙＴ

１ ꎬｙＴ
２ ꎬ􀆺ꎬｙＴ

ｎｔ] Ｔꎻ

Ｈ ＝

Ｈ１ ０ 􀆺 ０
Ｈ２ Ｈ１ 􀆺 ０
⋮ ⋮ ⋮
Ｈｎｔ Ｈｎｔ － １ 􀆺 Ｈ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ Ｆ ＝

Ｒ１

Ｒ２

⋮
Ｒｎｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

式(２７)可以改写成载荷识别的表达式

Ｆ ＝Ｈ － １Ｙ. (２８)
对于一个给定的系统ꎬＨ 是常数ꎬＹ 可以从系

统测量的响应中得到ꎬ考虑到式(２８)可能存在不

适定性ꎬ可以通过 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法来确定

Ｆꎬ在阻尼最小二乘意义下对目标函数进行优化.
Ｊ(Ｆꎬλ) ＝‖Ｙ －ＨＲ‖２ ＋ λ‖Ｆ‖２ . (２９)

其中ꎬλ是正则化参数ꎬ它的值可以通过 Ｌ 曲线法

来确定. 基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的动载荷识别方

法可以归纳为以下步骤:
１) 建立系统的有限元模型ꎬ确定系统的质量

矩阵 Ｍ、刚度矩阵 Ｋ 和阻尼矩阵 Ｃꎻ
２) 选取时间步 Δｔ 和 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的参数 θꎬ

参数 θ 的值可以取为 １􀆰 ４ꎬ从而保证算法的无条

件稳定 (在 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法中ꎬ只要 θ 的值大于
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１􀆰 ３７ꎬ那么该算法就无条件稳定ꎬ但是 θ 取的过

大ꎬ截断误差增大ꎬ精度会下降) .
３) 为递推式(２２)计算矩阵 Ａ１ꎬＡ２ꎬＡｄꎬＡｖꎬ

ＡａꎬＢ１ꎬＢ２ꎬＢｄꎬＢｖꎬＢａꎬＣ１ꎬＣ２ꎬＣｄꎬＣｖ 和 Ｃａꎻ
４) 计算式(２５)中的矩阵 Ｈｋ ( ｋ ＝ ０ꎬ􀆺ꎬｎｔ －

１)和式(２８)中的组合矩阵 Ｈꎻ
５) 通过实验或仿真计算获得系统的响应数

据 ｘ̈ꎬｘ̇ 和 ｘꎻ
６) 利用式(２９)中的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法来

确定 Ｆ.

２　 仿真算例及抗噪性能研究

如图 ２ 所示ꎬ一矩形截面悬臂梁长 ０􀆰 ６４ ｍꎬ
截面尺寸为:宽 ０􀆰 ０５６ ｍ、高 ０􀆰 ００８ ｍꎬ弹性模量 Ｅ
＝ ２００ ＧＰａꎬ材料密度为 ７ ８４０ ｋｇ / ｍ３ꎬ该悬臂梁被

划分为 １８ 个单元ꎬ共 １９ 个节点.

图 ２　 悬臂梁结构图
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

在第 １０ 个节点上施加载荷ꎬ为了尽可能全面

地验证本文载荷识别算法的准确性ꎬ分别施加方

波载荷、谐波载荷和随机载荷ꎬ考虑到噪声的影

响ꎬ在响应数据中加入 ５％ 的随机噪声ꎬ选取第 １２
个节点的响应信息进行载荷识别ꎬ时间间隔 Δｔ ＝
０􀆰 ００１ ｓ.

选取第 １２ 个节点上的数据进行载荷识别计

算ꎬ本文算法与状态空间法进行对比ꎬ如图 ３ 所

示ꎬｐ２ 为方波载荷、ｐ３ 为谐波载荷、ｐ４ 为随机载

荷. 两种方法对于这三种不同类型的载荷都能够

比较准确的识别ꎬ但是状态空间法的识别效果明

显要差一些ꎬ而基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的载荷识

别方法识别得很好ꎬ对实际载荷的还原度较高.
为便于量化分析基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的动

载荷识别算法的识别精度ꎬ可引入式(３０)计算

误差:

Ｅｒｒｏｒ ＝
‖Ｆｉｄ － Ｆｒｅａｌ‖

‖Ｆｒｅａｌ‖
×１００％ . (３０)

式中:Ｅｒｒｏｒ 表示相对识别误差ꎻＦｉｄ表示识别得到

的外激励ꎻＦｒｅａｌ表示真实的外激励. 运用不同的方

法ꎬ在不同的采样频率和采样时间下研究动载荷

识别的误差ꎬ结果列于表 １ 中.

图 ３　 载荷识别结果
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

(ａ)—ｐ２ꎻ (ｂ)—ｐ３ꎻ (ｃ)—ｐ４ .
表 １　 两种载荷识别方法的识别误差对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ％

载荷 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法 状态空间法

ｐ２ ３􀆰 ２１ ５􀆰 ０４
Ｐ３ ０􀆰 ６１ ３􀆰 ８４
Ｐ４ ３􀆰 ３０ ５􀆰 １６

　 　 数据表明ꎬ本文提出的基于显式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ
法的载荷识别方法的识别精度明显高于基于状态

空间法的载荷识别方法的识别精度ꎬ并且两种算

法都显示谐波载荷的识别精度要远远好于方波载

荷和随机载荷的识别精度.
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　 　 图 ４ 显示了随着噪声的增大载荷识别精度的

变化情况ꎬ两种方法的识别误差都是随着噪声的

增大而增大ꎬ但本文算法随噪声的增大识别误差

变化较小ꎬ表明本文算法抗噪性能更好、识别误差

更小.

图 ４　 载荷识别误差随噪声变化情况
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅ

３　 实验验证

实验用的悬臂梁模型参数与仿真悬臂梁模型

参数一致ꎬ选用 ＹＥ６２５１ 振动力学实验系统.
激励载荷为谐波载荷ꎬ 激励频率设置为

１０ Ｈｚꎬ算法中采用有限元法进行建模ꎬ代入悬臂

梁的相关参数ꎬ选用测量得到的第 １１ 个节点上的

响应数据进行载荷识别ꎬ识别结果如图 ５ 所示. 由
图可知ꎬ该算法对实验数据的识别较准确ꎬ识别的

载荷曲线与实际的载荷曲线基本吻合.

图 ５　 实验识别结果
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

由于实际工程中响应数据的测量位置往往是

有限的ꎬ不能够随意选取ꎬ因而在本实验中分别选

取第 ４、第 ７、第 １０、第 １３ 和第 １６ 个节点的测量数

据进行载荷的识别ꎬ同样利用式(３０)进行识别误

差的计算ꎬ 计算结果分别为 ５􀆰 ６７％ ꎬ ５􀆰 ７９％ ꎬ
５􀆰 ３８％ ꎬ５􀆰 ８６％ ꎬ５􀆰 ９８％ .

从结果可以看到ꎬ选取不同的测量点ꎬ识别得

到的载荷与实际载荷的误差没有太大差别ꎬ也就

是说测量点的选取对识别结果影响不大ꎻ该算法

能够适应实际工程的应用环境.

４　 结　 　 论

１) 利用隐式 Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法ꎬ推导出了它的一

种显式表达形式ꎬ进而提出了一种基于显式

Ｗｉｌｓｏｎ － θ 法的载荷识别算法ꎬ该算法既具有显

式算法的优势ꎬ同时具有隐式算法的特点.
２) 通过算例验证了本文算法在识别矩形波

载荷、谐波载荷和随机载荷方面的识别精度都高

于状态空间法的识别精度ꎬ并且在算例中加入了

５％ 的随机噪声. 实验结果表明:算法不仅能够对

矩形载荷、谐波载荷和随机载荷准确识别ꎬ并且识

别精度比状态空间法的识别精度更高.
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