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基于概率方法的机器人铣削加工颤振稳定性研究

刘　 宇ꎬ 何凤霞
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 将可靠性概率方法引入到机器人铣削模态耦合颤振预测中ꎬ首先建立可靠性模型ꎬ得到极限状

态方程. 其次ꎬ应用四阶矩法计算其可靠度和灵敏度以分析各参数对于铣削加工稳定性的影响. 最后ꎬ基于机

器人铣削加工骨头的工程背景给出了一个算例研究. 结果表明:机器人两自由度方向的刚度、切削力系数和加

工进给方向会影响铣削加工的稳定性ꎻ在一定范围内ꎬ增加 Ｘ 方向刚度ꎬ降低 Ｙ 方向的刚度ꎬ减小切削力系数

以及合理选择加工进给方向有利于避免模态耦合颤振的发生ꎻ系统对于切削力系数的变化相较于 ＸꎬＹ 方向

刚度更加敏感ꎬ对稳定性的影响更显著.
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　 　 工业机器人已广泛应用于搬运、装配、焊接、
打磨等ꎬ对于金属加工的预处理和加工精度要求

不高的材料是工业机器人应用于铣削加工的发展

趋势[１] . 颤振一直是金属加工领域的一项重要研

究内容. Ｔｏｂｉａｓ 等[２]提出颤振主要有两种类型ꎬ即
再生颤振和模态耦合颤振. 传统机床的结构刚度

通常大于 １００ Ｎ / μｍ[３]ꎬ不容易出现耦合颤振ꎬ因
此再生颤振是引起加工过程失稳的主要原因. 然

而机器人刚度一般小于 １ Ｎ / μｍ[３]ꎬ其弱刚度的

特性使得应用机器人铣削加工过程中模态耦合颤

振占 主 导 地 位. ２００６ 年ꎬ Ｐａｎ 等[４] 利 用 ＡＢＢ
ＩＲＢ６４００ 六自由度工业机器人验证了铣削加工过

程中模态耦合效应导致了颤振的发生ꎬ且进一步

阐述了模态耦合颤振的机理以及提出了模态耦合

颤振发生的判定条件. ２０１７ 年ꎬＴｕｎｃ 等[５] 基于机

器人刚度依赖于位姿变化ꎬ提出通过改变机器人



　 　

的进给方向和路径避免颤振的发生. Ｃｅｎ 等[６] 在

机器人刚度建模时ꎬ考虑了加工过程中切削力引

起的刚度变化ꎬ通过优化进给速度改变机器人最

大刚度方向ꎬ进而调节角度来抑制模态耦合颤振

的发生.
现阶段对于工业机器人颤振的研究并不多

见ꎬ对于颤振的预测研究停留在基础层面ꎬＰａｎ
等[５]最先提出了颤振预测条件ꎬ然而是基于忽略

阻尼、简化切削力模型、无随机变量等假设的基础

上得到的. Ｃｅｎ 等[６] 在此基础上考虑了 ３ 个方向

的切削力进行建模ꎬ使得颤振预测条件的研究更

进一步. 阻尼的存在会增加系统的稳定性ꎬ因此在

颤振预测当中忽略阻尼的存在是合理的. 然而ꎬ机
器人刚度依赖于位姿变化ꎬ目前的文献在进行颤

振预测时忽略了这一影响ꎬ都是将切削参数看成

是确定量进行稳定性分析ꎬ而在实际的切削过程

中存在一些不确定性因素ꎬ包括系统的固有频率

(机器人刚度变化)、阻尼比和切削力系数[７] . 这
些参数变化使颤振预测不能保证加工的稳定性.
近年来ꎬ一些学者将可靠性理论引入到再生颤振

预测当中ꎬ考虑不确定参数ꎬ利用可靠性方法中的

概率理论绘制可靠度稳定性叶瓣图[８ － ９] . 然而ꎬ对
于机器人铣削过程中出现的模态耦合颤振中存在

的不确定因素进行分析的文章还未见发表. 因此ꎬ
本文对机器人铣削过程中模态耦合颤振进行建模

分析ꎬ并考虑机器人刚度、切削力系数这两个不确

定参数对模态耦合颤振预测的影响ꎬ通过案例对机

器人模态耦合颤振进行可靠度和灵敏度计算.

１　 模态耦合颤振

模态耦合颤振是多自由度系统在各自由度方

向上以不同的幅值和相位同时振动导致的一种振

动现象. 机器人铣削当中出现的模态耦合颤振是

由于机器人本身结构导致的ꎬ机器人不同的位姿

有着不同的模态刚度ꎬ选择合适的刚度可以避免

耦合颤振的发生. 因此ꎬ通过优化选择刀具进给方

向和规划加工路径是避免耦合颤振的直接有效的

方式.
１􀆰 １　 动力学模型

在机器人进行铣削加工时ꎬ建立如图 １ 所示

的坐标系. 刀尖点所在的坐标系为 Ｘ１ － Ｙ１ － Ｚ１ .
固定工件位置ꎬ铣刀沿着某一方向进给ꎬ进给方向

的反向定为 Ｘ 方向ꎬ据此建立工件坐标系ꎬ忽略

轴向切削力ꎬ建立如图 ２ 所示的两自由度铣削动

力学模型.

图 １　 机器人铣削加工模型及切削力分析
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｒｏｂｏｔｉｃ ｍｉｌｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｍａｃｈｉｎｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ

(ａ)—机器人铣削加工建模ꎻ (ｂ)—两自由度铣削加工切削力分析.

　 　 将 ｍｘꎬ ｍｙꎬ ｋｘꎬ ｋｙꎬ ｃｘꎬ ｃｙ 定义为两自由度铣

削模型在 Ｘ 方向和 Ｙ 方向上的模态质量、模态刚

度和模态阻尼ꎬ则系统的动力学方程为

ｍｘ ｘ̈ ＋ ｃｘ ｘ̇ ＋ ｋｘｘ ＝ Ｆｘꎬ (１)
ｍｙ ｙ̈ ＋ ｃｙ ｙ̇ ＋ ｋｙｙ ＝ Ｆｙ . (２)

　 　 忽略轴向切削力ꎬ铣削过程中的铣削力 Ｆ 主

要由切向力 Ｆ ｔ 和法向力 Ｆｎ 组成ꎬ具体表达式:

Ｆ ＝ Ｆ２
ｔ ＋ Ｆ２

ｎ ꎬ (３)
Ｆ ＝ Ｋｓａｈ . (４)

式中:Ｋｓ 表示合力切削力系数ꎻａ 表示轴向切深ꎻ
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ｈ 为切厚.

Ｋｓ ＝ Ｋｔ １ ＋ Ｋ２
ｎ . (５)

式中:Ｋｔ 为切向切削力系数ꎻＫｎ 为法向切削力系

数.
１􀆰 ２　 耦合颤振建模

针对六自由度机器人铣削过程中出现的模态

耦合颤振进行分析ꎬ首先建立如图 １ 所示的坐标

系. 其次ꎬ为了简化分析ꎬ作出如下假设:①由于阻

尼效应存在会提高系统的稳定性ꎬ为了研究加工

过程中的颤振现象ꎬ因此将其简化为无阻尼系统

以减少分析的难度. ②根据 Ｍｅｒｃｈａｎｔ(１９４４) 的

“ｐｏｗｅｒ ｆｏｒｃｅ”理论ꎬ假设作用在刀尖点切削力 Ｆ
的值正比于切深 ｂ. 基于以上假设ꎬ建立一个二自

由度无阻尼的动力学模型ꎬ如图 ２ 所示. 圆铣刀逆

时针旋转ꎬ沿着 － Ｘ 方向刀具进给切削工件. 为了

简化模型ꎬ忽略径向切削力ꎬ主要考虑加工过程中

产生与进给方向相反的切削力 Ｆ.

图 ２　 两自由度简化动力学模型
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ

在上述建立的动力学模型中ꎬ切削力 Ｆ ＝
Ｋｐｙ. 其中:ｙ 表示在 Ｙ 方向的振动位移ꎬ即切厚变

化量ꎻＫｐ 正比于切削深度 ｂ. 据此ꎬ给出二自由度

无阻尼的动力学方程为

ｍ１１ ｍ１２
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(６)
方程(６)求解过程必须解耦ꎬ将 Ｘ － Ｙ 坐标系

的微分方程通过旋转变换转化到 Ｘ１ － Ｙ１ 坐标系

以化简方程(６)ꎬ得到
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式(６)的特征方程为

λ４ ＋
ｋｘ ＋ ｋｙ

ｍ λ２ ＋

ｋｘｋｙ ＋ (ｋｙ － ｋｘ)Ｋｐｓｉｎαｃｏｓα
ｍ２ ＝ ０ . (８)

其解为

λ２ ＝
－ (ｋｘ ＋ ｋｙ) ± (Δｋ) ２ ＋ ２ΔｋＫｐｓｉｎ(２α)

２ｍ .

(９)
其中ꎬΔｋ ＝ ｋｘ － ｋｙꎬ假设 Δｋ > ０(Ｙ 方向为刚度较

小的自由度)ꎬ对方程的特征根进行分析ꎻ若 Δｋ <
０ꎬ结论与以下分析相反.

如果 ｓｉｎ(２α) > － Δｋ / (２Ｋｐ)ꎬ则式(９)中 λ２

有两个负实根. 解得的 ４ 个特征根为两组关于实

轴对称的虚数. 根据 ＢＩＢＯ 系统稳定性判据ꎬ有界

输入有界输出时系统是稳定的.
如果 ｓｉｎ(２α) < － Δｋ / (２Ｋｐ)ꎬ则式(９)中 λ２

是两个有负实部的复数根. 解得的 ４ 个特征根关

于复平面对称ꎬ且其中有两个具有正实部ꎬ在这种

情况下ꎬ系统是不稳定的.

２　 模态耦合颤振可靠性建模

本节考虑稳定性模型中存在的不确定性参

数ꎬ用可靠性的理论来度量颤振预测的准确性. 本
文针对机器人铣削过程中出现的模态耦合颤振进

行可靠性建模.
根据上述模态耦合颤振是否会发生的预测条

件ꎬ当 α∈[０ ９０°]∪[１８０° ２７０°]ꎬ认为模态耦合

颤振不会发生ꎻ当 α∈[９０° 　 １８０°] ∪[２７０° 　
３６０°]时ꎬ由于 Ｋｐ 正比于切削深度 ｂꎬ即 Ｋｐ ＝
Ｋｓｂ. 则 稳 定 性 边 界 条 件 为 ｓｉｎ(２α) ＋ ( Δｋ /
(２Ｋｓｂｌｉｍ)) ＝ ０ꎬ其中临界切削深度ｂｌｉｍ ＝ － Δｋ /
(２Ｋｓｓｉｎ(２α)) . 当 ｂｌｉｍ大于实际切深 ｂ 时ꎬ颤振不

发生ꎬ系统是稳定可靠的ꎻ反之ꎬ认为颤振发生ꎬ系
统是不稳定的. 因此极限状态方程表示为

Ｇ ＝ － Δｋ / (２Ｋｓｓｉｎ(２α)) － ｂ ＝ ０.
可靠概率表示为

Ｐｒ ＝ Ｐｒ(Ｚ > ０)＝Ｐｒ{ － Δｋ / (２Ｋｓｓｉｎ(２α)) － ｂ > ０} .

３　 算例研究

由于机器人刚度依赖于位姿变化ꎬ切削力系

数与工件材料、刀具几何形状、切削速度和切削厚

度有关ꎬ具有随机性. 因此将机器人铣削过程中颤

振预测涉及到的参数包括两自由度方向的刚度

ｋｘꎬｋｙ 和 Ｋｓ 当作是不确定变量计算系统的可靠度

和灵敏度. 本文以 ＡＢＢ ＩＲＢ１２００ 六自由度工业机

器人铣削加工骨头为例ꎬ划分如图 １ 所示的工作
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空间ꎬ得到机器人刚度数值. 通过 ｄｅｆｏｒｍ 仿真得

到铣削加工骨头时切削力系数的数值. 经数据处

理ꎬ分别得到两方向刚度和切削力系数的均值和

标准差ꎬ如表 １ 所示.
３􀆰 １　 可靠度计算

在可靠度计算方法中ꎬ矩法较为常用且计算

简便. 对于任意功能函数ꎬ目前较好的办法是用基

本变量的前四阶矩来估计功能函数的前四阶矩.
综合考虑ꎬ本文采用所提到的四阶矩法计算可靠

度. 为了确定各参数对机器人铣削颤振的影响ꎬ分

别将各参数值依次增加 １０％ 计算可靠度ꎬ结果如

图 ３ 所示.

表 １　 参数的均值和标准差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅａｎ ａｎｄ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
Ｎ􀅰μｍ － ２

指标 ｋｘ ｋｙ Ｋｓ

　 均值 μ ０􀆰 ７１４ ０􀆰 ４５５ ７０７
　 标准差 σ ０􀆰 ０３ ０􀆰 ０２ １

图 ３　 不同实际切深加工下各参数变化 １０％ 的无颤振的可靠度(α ＝１５０°)
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｈａｔｔｅｒ ｗｉｔｈ １０％ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｅｐｔｈｓ ｏｆ ｃｕｔｔｉｎｇ(α ＝１５０°)

(ａ)—ｋｘꎻ (ｂ)—ｋｙꎻ (ｃ)—Ｋｓ .

　 　 在可靠度为 １ 时ꎬ认为模态耦合颤振不会发

生. 由图 ３ 得ꎬ增大 ｋｘ 会增加可靠度ꎬ概率曲线右

移ꎬ极限切深增大ꎻ增大 ｋｙ 会降低可靠度ꎬ概率曲

线左移ꎬ极限切深减小ꎻ增大 Ｋｓ 变化情况与 ｋｙ 相

同. 因此ꎬ增加机器人两方向的刚度差或者减小切

削力系数能够提高机器无颤振铣削的可靠度.
图 ４ 为不同 α 下的可靠度曲线ꎬ在 α ＝ １３５°

时可靠度曲线的斜率最大ꎬ即在这个方向进行加

工时ꎬ可靠度随切深的变化最明显. 远离这个方向

进行加工ꎬ可靠度变化速率逐渐减慢. 因此在加工

过程中ꎬ选择远离此方向进行加工ꎬ可以保证可靠

度的稳定性.

图 ４　 不同进给方向下的可靠度
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｅｅｄｉｎｇ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

３􀆰 ２　 灵敏度计算

铣削加工系统的灵敏度分析是基于可靠性分

析基础之上的ꎬ由于每个变量对于系统失效概率

的贡献都不一样ꎬ因此需要对系统进行可靠性灵

敏度分析. 可靠性灵敏度定义为基本变量分布参

数的变化引起可靠概率变化的比率ꎬ由可靠概率

Ｐｒ 对基本变量分布参数的偏导数予以表达. 可靠

性灵敏度充分反映各个变量对于机械结构失效的

影响程度. 当铣削加工系统的基本变量服从任意

分布时ꎬ且已知系统基本变量的前四阶矩ꎬ可以采

用四阶矩法对系统进行灵敏度分析.
在本文机器人铣削加工系统中ꎬ将 ｋｘꎬｋｙ 和

Ｋｓ 当作系统的随机变量ꎬ表 ２ ~ 表 ４ 分别给出了

不同切削方向下系统对于 ３ 个随机变量的灵敏度

值.

表 ２　 α ＝１０５°时系统对于随机变量的灵敏度值
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

(α ＝１０５°)

随机变量 ｂ ＝ ０􀆰 ２ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ３ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ５ ｍｍ

∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｘ) ８􀆰 ９２ｅ ＋ ３７ １􀆰 １４ｅ ＋ ４１ １􀆰 ７８ｅ ＋ ３９
∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｙ) － ８􀆰 ９２ｅ ＋ ３７ － １􀆰 １４ｅ ＋ ４１ － １􀆰 ７８ｅ ＋ ３９
∂Ｐｒ / ∂μ(Ｋｓ) － １􀆰 ６３ｅ ＋ ５２ － ２􀆰 ０８ｅ ＋ ５５ － ３􀆰 ２７ｅ ＋ ５３
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表 ３　 α ＝１３５°时系统对于随机变量的灵敏度
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

(α ＝１３５°)

随机变量 ｂ ＝ ０􀆰 ２ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ３ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ５ ｍｍ

∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｘ) １􀆰 ２３ｅ ＋ ４２ ８􀆰 ８０ｅ ＋ ３４ ３􀆰 ９８ｅ － １２
∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｙ) － １􀆰 ２３ｅ ＋ ４２ － ８􀆰 ８０ｅ ＋ ３４ － ３􀆰 ９８ｅ － １２
∂Ｐｒ / ∂μ(Ｋｓ) － ２􀆰 ２６ｅ ＋ ５６ － １􀆰 ６１ｅ ＋ ４９ － ７􀆰 ２８ｅ２

表 ４　 α ＝１５０°时系统对于随机变量的灵敏度值
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｏ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

(α ＝１５０°)

随机变量 ｂ ＝ ０􀆰 ２ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ３ ｍｍ ｂ ＝ ０􀆰 ５ ｍｍ

∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｘ) １􀆰 １６ｅ ＋ ４２ ９􀆰 ４６ｅ ＋ ３８ ５􀆰 ７２ｅ ＋ ８
∂Ｐｒ / ∂μ(ｋｙ) － １􀆰 １６ｅ ＋ ４２ － ９􀆰 ４６ｅ ＋ ３８ － ５􀆰 ７２ｅ ＋ ８
∂Ｐｒ / ∂μ(Ｋｓ) － ２􀆰 １３ｅ ＋ ５６ － １􀆰 ７３ｅ ＋ ５３ － １􀆰 ０５ｅ ＋ ２３

　 　 由表得知ꎬＸꎬＹ 方向刚度的灵敏度值大小相

等ꎬ正负相反. 说明系统对于两方向刚度值的影响

效果是相等的ꎬ但 Ｘ 方向刚度变化引起系统可靠

性的正变化ꎬ即当增加 Ｘ 方向的刚度会提高系统

可靠度ꎬ而 Ｙ 方向的刚度变化对于系统可靠度的

影响恰好相反. 这一结论与 ３􀆰 １ 小节得到的结论

是一致的. 系统对于切削力系数 Ｋｓ 的变化相较于

ＸꎬＹ 方向刚度 ｋｘ 和 ｋｙ 更加敏感. 此外ꎬ在不同的

切削方向下进行加工时ꎬ系统对于不同切深下的

灵敏度值有显著影响ꎬ因此ꎬ选择合适的加工角度

有利于机器人铣削加工的稳定性.

４　 结　 　 论

１) 应用六自由度工业机器人铣削加工骨头

时ꎬＸꎬＹ 方向刚度越接近越容易发生模态耦合颤

振.
２) 与进给方向有关的 α 角影响临界切深大

小ꎬ合理的选择加工方向有利于避免颤振的发生.
３) 在实际进行加工时ꎬ进给方向的选择具有

一定局限性. 因此尽可能增加极限切深有利于铣

削加工的稳定性. 在一定范围内ꎬ增加 Ｘ 方向刚

度ꎬ降低 Ｙ 方向的刚度ꎬ减小切削力系数有利于

避免模态耦合颤振的发生.
４) 通过灵敏度的计算得出系统对于切削力

系数的变化相较于 ＸꎬＹ 方向刚度更加敏感ꎬ影响

更显著.
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