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摘　 　 　 要: 转子系统中螺栓联接结构轴向联接刚度的不确定性对转子系统动力学特性具有重要影响ꎬ为
此ꎬ在构建螺栓联接结构有限单元基础上ꎬ建立了转子系统整体有限元模型ꎬ采用非嵌入多项式混沌展开法分

析轴向联接刚度不确定性对转子系统动力学特性的影响. 结果表明:轴向联接刚度在一定范围内变化会导致

临界转速及临界转速对应的稳态响应幅值偏离预期ꎬ随着轴向刚度不确定性的标准差增大ꎬ盘竖直方向稳态

响应均值降低. 研究结果可为螺栓联接转子的设计提供理论参考.
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　 　 螺栓联接因结构简单等特点而广泛用于航空

发动机、燃气轮机等转子系统各零部件的联接ꎬ由
于螺栓预紧力在装配等过程中不可避免地存在一

定损失ꎬ造成联接刚度值有不确定性[１] . 导致转

子系统动力学特性理论分析与真实结果往往存在

偏差.

目前ꎬ在含螺栓联接结构转子动力学特性理

论研究方面ꎬＬｕａｎ 等[２]在含螺栓法兰联接结构的

航天器动力学分析中ꎬ提出以分段线性刚度弹簧

代替螺栓法兰联接结构的简化模型ꎬ通过实验和

理论分析ꎬ验证了该模型在动力学分析中的可行

性. Ｈｕ 等[３]基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学方程建立了考



　 　

虑非线性油膜力、不平衡质量及不平衡拉杆预紧

力的拉杆紧固 －轴承转子系统的非线性动力学模

型ꎬ采用四阶隆格库塔法求解方程ꎬ分析该转子系

统的动力学特性. Ｈｅｉ 等[４] 建立了考虑陀螺效应

的拉杆紧固 － 有限长轴承转子系统的动力学模

型ꎬ研究转子系统周期、倍周期、准周期等丰富的

非线性特性. Ｑｉｎ 等[５ － ６] 推导出盘毂联接结构时

变弯曲刚度表达式ꎬ并以简单盘毂螺栓联接转子

为例ꎬ分析了螺栓联接结构时变刚度对转子动力

学特性的影响. 以上研究均表明螺栓联接结构对

转子系统动力学特性有重要影响ꎬ但联接刚度参

数不确定性对转子系统动力学特性的影响目前尚

无明确量化结论. 工程概率不确定性分析方法的

推广ꎬ使量化螺栓联接结构刚度不确定性对转子

系统动力学特性影响的研究成为可能[７] . 在工程

概率不确定性分析领域ꎬ王瑞利等[８ － ９] 采用多项

式混沌展开法分析与辨识复杂工程模型中的误差

与不确定度的来源ꎬ并量化不确定度的影响. Ｌｉ
等[１０]基于非嵌入多项式混沌展开理论ꎬ分析和量

化了双转子系统中偏斜角、阻尼、非线性支承刚度

等随机参数对转子系统动力学特性的影响.
不确定程度在工程问题分析中直接影响理论

分析结果的准确程度ꎬ量化随机参数的影响对含

螺栓联接结构转子系统的设计有重要意义. 本文

基于有限元法构建螺栓法兰联接结构单元ꎬ分析

轴向联接刚度对转子动力学特性的影响ꎬ并采用

非嵌入混沌多项式展开法分析螺栓联接结构轴向

刚度不确定性对转子系统动力学特性的影响.

１　 含螺栓联接结构转子动力学模型

为分析含螺栓联接结构转子系统中螺栓法兰

轴向联接刚度不确定性对转子系统动力学特性的

影响ꎬ需先根据转子系统几何模型及相关参数构

建转子系统整体有限元模型ꎬ对其进行动力学特

性分析ꎬ进而完成轴向联接刚度参数不确定性的

量化.
１􀆰 １　 几何模型及参数说明

为研究转子系统中螺栓法兰联接结构轴向刚

度不确定性对转子系统振动特性的影响ꎬ采用中

间盘替换为螺栓法兰联接结构的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ 转子模

型ꎬ两端转轴仅与相邻盘联接ꎬ其三维模型如图 １
所示. 在转子左端点建立坐标系ꎬｚ 轴与转轴和盘

轴线重合ꎬｙ 轴为垂直转子轴线竖直向上方向. 转
子左端轴长度为 Ｌ１ꎬ右端轴长度为 Ｌ２ꎬ两个完全

相同的盘总厚度为 ｄꎬ轴直径为 ｄｒꎬ盘直径为 Ｄｒ .

图 １ 转子系统中螺栓法兰联接结构由于其结

构特性ꎬ在受弯矩过程中角刚度呈分段线性[２ꎬ４] .
小变形情况下拉、压刚度值相同ꎬ随着载荷增大ꎬ
角位移曲线呈非线性变化. 螺栓法兰联接结构简

化受力模型如图 ２ 所示[１３] .

图 １　 含螺栓法兰联接结构的转子模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｃｈａｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 ２　 螺栓联接结构受载示意图
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｃｈａｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｕｎｄｅｒ ｒａｄｉａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ

由图 ２ 可得螺栓法兰联接结构角刚度计

算式:

ｋθ ＝
Ｍｘ

Δθ２ － Δθ１
＝
Ｄ２ｋＣｋＴ

ｋＣ ＋ ｋＴ
. (１)

式中:Ｍｘ 为轴端承受的弯矩ꎻＤ 为相对安装的两

螺栓间距ꎻｋＣꎬｋＴ 分别为螺栓法兰联接结构的拉、
压刚度.

当法兰间相对角位较小时ꎬ可近似认为螺栓

法兰联接结构拉、压刚度相等ꎬ此时角刚度表

达式:

ｋθ ＝
Ｍｘ

Δθ２ － Δθ１
＝ Ｄ２Ｋ

２ . (２)

１􀆰 ２　 构建螺栓法兰联接单元

为分析螺栓法兰联接结构刚度参数对转子响

应的影响ꎬ基于有限单元法理论ꎬ将图 １ 螺栓法兰

联接结构构建为一个新的单元ꎬ包括两个节点沿

ｘ 与 ｙ 方向的平动以及绕 ｘ 与 ｙ 轴的转动共 ８ 个

自由度ꎬ单元广义坐标为

ｑ ＝ [ｘ１ꎬｙ１ꎬθｘ１ꎬθｙ１ꎬｘ２ꎬｙ２ꎬθｘ２ꎬθｙ２] Ｔ . (３)
式中:ｘꎬｙꎬθｘꎬθｙ 分别表示 ｘꎬｙ 方向位移、绕 ｘ 轴

转角及绕 ｙ 轴转角ꎻ下标 １ꎬ２ 分别对应联接单元

两个节点ꎬ本节内容中下标含义相同.
根据给定的单元自由度ꎬ可得该单元动能表
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达式:

Ｔ ＝ １
２ ｍ１ ｘ̇２

１ ＋ １
２ ｍ１ ｙ̇２

１ ＋ １
２ ｍ２ ｘ̇２

２ ＋ １
２ ｍ２ ｙ̇２

２ ＋

１
２ Ｊｐ１Ω２ ＋ １

２ Ｊｐ２Ω２ ＋ １
２ Ｊｄ１ θ̇２

ｘ１ ＋ １
２ Ｊｄ１ θ̇２

ｙ１ ＋

１
２ Ｊｄ２ θ̇２

ｘ２ ＋ １
２ Ｊｄ２ θ̇２

ｙ２ － ΩＪｐ１θｘ１ θ̇ｙ１ － ΩＪｐ２θｘ２ θ̇ｙ２ . (４)

式中ꎬΩｍꎬＪｄ 和 Ｊｐ 分别表示盘的极转角、转速质

量、直径转动惯量和极转动惯量.
该单元势能表达式:

Ｖ ＝ １
２ Ｋｘ(ｘ２ － ｘ１) ２ ＋ １

２ Ｋｙ(ｙ２ － ｙ１) ２ ＋

１
２ Ｋθｘ(θｘ２ － θｘ１) ２ ＋ １

２ Ｋθｙ(θｙ２ － θｙ１) ２ . (５)

式中:Ｋｘ 为单元 ｘ 方向位移刚度ꎻＫｙ 为单元 ｙ 方

向位移刚度ꎻＫθｘ为单元绕 ｘ 轴转动角刚度ꎻＫθｙ为

单元绕 ｙ 轴转动角刚度.
由单元动能和势能表达式ꎬ可通过拉格朗日

能量法得出单元质量矩阵、刚度矩阵、陀螺矩阵:

Ｍｂ ＝

ｍ１

０ ｍ２

０ ０ Ｊｄ１

０ ０ ０ Ｊｄ２

０ ０ ０ ０ ｍ１

０ ０ ０ ０ ０ ｍ２

０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｊｄ１

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｊｄ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
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式中:ｋ 为转子系统两盘间的径向刚度ꎻｋθ 为螺栓

法兰联接结构受弯矩作用下的角刚度ꎬｋθ 的值可

通过式(２)得出. 本文假设螺栓法兰联接结构之

间的轴向刚度为线性刚度ꎬ即 ｋＴ 取定值.
１􀆰 ３　 动力学方程及求解

根据 １􀆰 １ 节中所述几何模型及 １􀆰 ２ 节构建的

螺栓法兰联接单元ꎬ基于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论ꎬ建立图

３ 所示转子有限元模型. 其中ꎬ盘左侧转轴划分为

９ 个梁单元ꎬ右侧转轴划分为 １０ 个梁单元ꎬ将联

接单元置于两段轴之间ꎬ最终建立的含螺栓法兰

联接结构的转子简化模型.

图 ３　 含螺栓联接转子简化模型
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｗｉｔｈ ｂｏｌｔｅｄ ｊｏｉｎｔ

根据图 ３ 建立转子系统整体运动微分方程:
Ｍｑ̈ ＋ (Ｃ ＋ΩＧ) ｑ̇ ＋ Ｋｑ ＝ Ｆ. (９)

式中:Ｍ 为转子系统整体质量矩阵ꎻＣ 为转子系

统整体阻尼矩阵ꎻＧ 为陀螺力矩阵ꎻＫ 为转子系统

整体刚度矩阵ꎻＦ 为系统外力矩阵ꎬ此算例中为盘

偏心力.
转 子 系 统 中 轴 和 盘 的 材 料 密 度 为

７ ８００ ｋｇ / ｍ３、弹性模量为 ２１０ ＧＰａ、泊松比为 ０􀆰 ３ꎬ
取 Ｌ１ ＝ ４５０ ｍｍꎬＬ２ ＝ ５００ ｍｍꎬｄ ＝ ２０ ｍｍꎬｄｒ ＝
２０ ｍｍꎬＤｒ ＝ １００ ｍｍꎬ并给定转子系统两端 ｘꎬｙ 方

向支承刚度为 ５ ×１０７ Ｎ/ ｍꎬ阻尼为 ５００ (Ｎ􀅰ｍ －１) / ｓꎬ
瑞利梁阻尼参数 α ＝ ５ꎬβ ＝ ３ × １０ － ８ . 在图 ３ 所示

联接单元处添加 ２􀆰 ５ ｋｇ􀅰ｍｍ 的不平衡质量ꎬ采用

Ｎｅｗｍａｒｋ 法求解有限元方程ꎬ得到联接单元轴向

刚度分别为 １ × １０６ꎬ１ × １０７ꎬ１ × １０８和 １ × １０９ Ｎ /
ｍ 时联接单元 ｙ 方向位移随转速变化曲线如图 ４
所示ꎬ对应的临界转速及盘 ｙ 方向稳态响应最大

值如表 １ 所示.

图 ４　 不同轴向刚度盘竖直方向响应
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｋ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ａｘｉａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
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表 １　 不同刚度下转子临界转速及盘竖直方向最大响应值
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄｓ ａｎｄ ｍａｘｉｍｕｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｖａｌｕｅｓ

ａｔ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

轴向刚度 / (Ｎ􀅰ｍ － １) １ × １０６ １ × １０７ １ × １０８ １ × １０９

临界转速 / ( ｒ􀅰ｍｉｎ － １) １ ３００ １ ８００ １ ９００ １ ９００
最大幅值 / ｍｍ ４３􀆰 ４３ １１􀆰 ０４ １１􀆰 ５８ ９􀆰 ０４２

　 　 由图 ４ 和表 １ 可知ꎬ螺栓法兰联接结构的轴

向刚度对转子系统临界转速及临界转速状态下盘

ｙ 方向稳态响应最大幅值有明显影响. 图 ５ 为不

同轴向刚度对应的盘在临界转速工作状态下竖直

方向稳态响应幅值曲线.

图 ５　 不同轴向刚度下盘竖直方向最大幅值曲线
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｋ ｉｎ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 ５ 可进一步说明螺栓法兰联接结构轴向联

接刚度在一定范围内刚度越小ꎬ转子系统临界转

速状态下盘稳态响应幅值越大ꎬ但当轴向联接刚

度达到一定值后ꎬ该影响变小. 当螺栓因装配不当

导致预紧力分布不均、应力松弛过大等问题时ꎬ螺
栓法兰联接结构轴向联接刚度会因此降低ꎬ这些

因素往往无法准确预测和计算ꎬ因此ꎬ联接结构轴

向刚度可视为不确定性因素ꎬ针对该刚度值不确

定性对转子系统振动特性影响的研究具有重要

意义.

２　 不确定参数动力学分析

不确定度量化是根据统计学方法ꎬ量化不确

定参数的影响. 目前ꎬ工程中多采用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
法和多项式混沌展开法分析量化参数不确定的影

响[８ － ９] . 本文采用多项式混沌展开法分析航空发

动机转子螺栓联接结构轴向刚度不确定性对系统

响应的影响[１０] .
将不确定参数转换为随机高斯型参数ꎬ可表

示为

ｆ ＝􀭰ｆ ＋ δζ. (１０)

式中:􀭰ｆ 为螺栓预紧力均值ꎻζ 为随机变量ꎻδ 为对

应的标准差.
将系统响应展开为混沌多项式:

Ｘ(τꎬζ) ＝ ∑
ｐ

ｋ ＝０
Ｘ(τ)ψｋ(ζ)ꎬ

Ｙ(τꎬζ) ＝ ∑
ｐ

ｋ ＝０
Ｙ(τ)ψｋ(ζ) .

ü

þ

ý

ïï

ïï
(１１)

式中:Ｘ(τ)ꎬＹ(τ)为展开多项式系数ꎻψｋ(ζ)为高

斯艾尔米特展开多项式ꎻｐ 为高斯艾尔米特多项

式混沌展开阶数.
多项式系数 Ｘ(τ)ꎬＹ(τ)可由系统真实响应

Ｘ(τꎬζｉ)计算得出. 最后ꎬ由式(１２)计算得出系统

均值响应:

μＸ ＝ ∫ρ(ζ)(∑
ｐ

ｋ ＝０
Ｘｋ(τ)ψｋ(ζ))ｄζ ＝ Ｘ０(τ)ꎬ

μＹ ＝ ∫ρ(ζ)(∑
ｐ

ｋ ＝０
Ｙｋ(τ)ψｋ(ζ))ｄζ ＝ Ｙ０(τ) .

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１２)
式中:ζ 为高斯积分点ꎬ与式(１０)中的随机变量对

应ꎻρ(ζ)为 ζ 的概率密度函数.
为分析螺栓预紧力不确定性对转子系统动力

学特性的影响ꎬ给定式(１０)中螺栓轴向联接刚度

为均值 １ × １０６Ｎ / ｍꎬ标准差分别为 ５％ ꎬ１０％ ꎬ
１５％ 及 ２０％ 的高斯型随机数. 将转子系统响应展

开为一维 ９ 阶高斯艾尔米特多项式ꎬ前 ６ 阶展开

式基函数表达式及其内积如表 ２ 所示.

表 ２　 一维展开式基函数及其内积
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｏｎｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｂａｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｎｅｒ ｐｒｏｄｕｃｔ

ｋ ψｋ(ζ) Ｅ[ψｋ(ζ) ２]

０ １ １
１ ζ １
２ ζ２ － １ ２
３ ζ３ － ３ζ ６
４ ζ４ － ６ζ２ ＋ ３ ２４
５ ζ(ζ４ － １０ζ２ ＋ １５) １２０

　 　 由转子系统动力学模型及多项式混沌展开法

理论ꎬ可得转子均值临界转速曲线如图 ６ 所示.
由图 ６ 可知ꎬ螺栓法兰联接结构轴向刚度标

准差较小时ꎬ转子系统均值临界转速与预期临界

转速基本吻合ꎬ这是由于当标准差较小时ꎬ刚度分

布范围较小ꎬ此范围内轴向联接刚度对转子系统

临界转速及临界转速对应的幅值影响程度相近ꎻ
当标准差较大时ꎬ刚度分布范围较大ꎬ此时整个刚

度值分布范围内的螺栓联接结构轴向刚度值对转
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子系统临界转速及临界转速对应的幅值影响程度

不同ꎬ且差别较大ꎬ因此ꎬ不同轴向联接刚度标准

差对应的转子系统临界转速均值曲线差别明显.

图 ６　 不同标准差对应的均值临界转速曲线
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ａｖｅｒａｇｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄ ｃｕｒｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ

由于不同联接刚度对应的振动频率不同ꎬ因
此在不确定刚度对系统响应均值影响的分析中ꎬ
难以用不同时间下对应的响应值做计算ꎬ因此ꎬ后
续分析中ꎬ以点数 Δｔ 作为响应曲线的横坐标. 为
具体分析、 量化上述影响ꎬ 计算得出转速为

１ ３００ ｒ / ｍｉｎꎬ轴向联接刚度标准偏差分别为 ５％ ꎬ
１０％ ꎬ１５％ 及 ２０％ 时盘竖直方向的均值响应如图

７ 所示.

图 ７　 转速 １ ３００ ｒ / ｍｉｎ时盘竖直方向均值响应
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｋ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ １ ３００ ｒ / ｍｉｎ

由图 ７ 可知ꎬ预期临界转速工作状态下ꎬ盘竖

直方向均值响应随着标准差增大而降低ꎬ这是由

于标准差增大ꎬ螺栓联接结构轴向联接刚度分布

范围变大ꎬ而较小的轴向联接刚度对系统响应的

影响程度明显大于轴向联接刚度较大时的情况.
为进一步分析螺栓法兰轴向联接刚度不确定性对

转子系统低阶临界转速工作状态下稳态响应的影

响ꎬ根据图 ６ 所得 ４ 种轴向联接刚度标准差下所

得转子最大均值响应对应的临界转速ꎬ分别计算

盘竖直方向均值响应如图 ８ 所示.

图 ８　 均值临界转速下盘竖直方向均值响应
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ａｖｅｒａｇｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｋ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｐｅｅｄｓ

图 ７、图 ８ 对比可知ꎬ螺栓法兰轴向联接刚度

标准差为 ５％ 时ꎬ对盘竖直方向稳态响应影响较

小ꎬ当螺栓法兰轴向联接刚度标准差为 １０％ ꎬ１５％
和 ２０％ 时ꎬ由于刚度分布范围较大ꎬ该影响显著.

３　 结　 　 论

１) 在一定变化范围内ꎬ螺栓法兰轴向联接刚

度减小ꎬ转子系统临界转速降低且对应的盘稳态

响应幅值增大ꎬ当轴向联接刚度增加到一定值后ꎬ
联接结构近似等效于整体结构ꎬ此时该影响变小.

２) 螺栓法兰联接结构轴向刚度标准差较小

时ꎬ由于刚度分布范围较小ꎬ转子系统均值临界转

速与预期临界转速基本吻合. 当标准差较大时ꎬ刚
度分布范围较大ꎬ转子系统均值临界转速与预期

临界转速差别明显.
３) 预期临界转速工作状态下ꎬ标准差较大

时ꎬ由于螺栓联接结构轴向联接刚度分布范围变

大ꎬ盘竖直方向均值响应随着标准差增大而降低ꎬ
标准差较小时ꎬ情况相反.
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