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基于微分几何法的主动悬架鲁棒 Ｈ∞ 控制

李武杰ꎬ 陈从根ꎬ 郭立新
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 利用微分几何法和鲁棒 Ｈ∞ 控制理论ꎬ提出一种基于微分几何法的主动座椅悬架和车辆主动悬

架的鲁棒 Ｈ∞ 控制策略. 在建立“车 － 椅”车辆三自由度模型的基础上ꎬ考虑座椅悬架和车辆悬架弹性力和阻

尼力的非线性特性ꎬ应用微分几何法并经过非线性状态反馈变换的方法ꎬ对主动悬架非线性系统进行精确线

性化. 然后以底盘垂向加速度和座椅垂向加速度为控制目标ꎬ以车轮动态位移、车辆悬架挠度范围小于规定值

为约束条件ꎬ设计出了座椅悬架和车辆悬架鲁棒 Ｈ∞ 控制器ꎬ 并用 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 进行仿真实验验证了集成

变增益 ＬＱＲ 控制方法的有效性和可行性.
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ｒａｎｇｅ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ ｖａｌｕｅ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｗｉｔｈ
Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ ｉｓ ｃａｒｒｉｅｄ ｏｕｔ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｇａｉｎ ＬＱＲ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙꎻ ｎｏｎｌｉｎｅａｒꎻ ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎꎻ ｒｏｂｕｓｔ Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌꎻ ｌｉｎｅａｒ ｍａｔｒｉｘ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ(ＬＭＩ)

　 　 优秀的车辆悬架对提高车辆行驶平顺性、舒
适性、稳定性有重要作用. 目前针对车辆座椅悬架

提出了许多控制方法ꎬ包括模糊控制、ＬＱＧ 控

制等.
一般来说ꎬ主动悬架系统一般分为两种类型ꎬ

即电磁主动悬架和液压主动悬架. 其刚度和阻尼

具有明显的非线性特性ꎬ因此油气悬架是典型的

非线性系统[１ － ２] . 但在研究过程中ꎬ主动悬架一般

被认为是线性系统[３] . 文献[４]提出基于线性矩

阵不等式(ＬＭＩ)的主动座椅悬架和车辆悬架在随

机路面激励下的鲁棒 Ｈ∞ 控制方法ꎬ文献[３]提出

一种非线性主动悬架系统的改进的最优滑模

(ＳＭ)控制方法ꎬ文献[５]提出一种基于线性矩阵

不等式(ＬＭＩ)优化技术的半车主动悬架的优化和



　 　

静态输出反馈控制. 文献[６]提出一种面向四自

由度的带有轴距预测的多目标控制方法.
目前研究者较多地利用车辆悬架和座椅悬架

独立的模型来进行研究[６ － ９] . 本文考虑座椅悬架

和车辆悬架的非线性特性ꎬ采用微分几何法将主

动悬架系统精确线性化ꎬ然后设计相应的线性鲁

棒 Ｈ∞ 控制器对系统实施控制ꎬ综合考虑座椅悬

架和车身悬架ꎬ最后通过仿真与原被动悬架进行

比较.

１　 悬架系统模型的建立

悬架系统模型如图 １ 所示. 轮胎的质量为

ｍｄꎻ车身的质量为 ｍｃꎻ人和座椅的质量为 ｍｂꎻｚｇ
为路面的位移输入ꎬｚｂꎬ ｚｃ 和 ｚｄ 分别是对应质量

的位移ꎻｃｃꎬｃｂ 和 ｋｂꎬｋｃꎬｋｄ 分别为对应系统的阻尼

系数和刚度系数. Ｆ１ 和 Ｆ２ 分别为对应的控制力.

图 １　 四分之一车辆“车 －椅”模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｏｎｅ￣ｑｕａｒｔｅｒ ｖｅｈｉｃｌｅ " ｃａｒ￣ｃｈａｉｒ" ｍｏｄｅｌ

其动力学微分方程为

ｍｄ ｚ̈ｄ ＋ ｋｄ(ｚｄ － ｚｇ) － ｋｃ(ｚｃ － ｚｄ) －
ｃｃ( ｚ̇ｃ － ｚ̇ｄ) － Ｆ１ ＝ ０ꎬ (１)

ｍｃ ｚ̈ｃ ＋ ｋｃ(ｚｃ － ｚｄ) ＋ ｃｃ( ｚ̇ｃ － ｚ̇ｄ) －
ｋｂ(ｚｂ － ｚｃ) － ｃｂ( ｚ̇ｂ － ｚ̇ｃ) ＋ Ｆ１ － Ｆ２ ＝ ０ꎬ (２)

ｍｂ ｚ̈ｂ ＋ ｋｂ(ｚｂ － ｚｃ) ＋ ｃｂ( ｚ̇ｂ － ｚ̇ｃ) ＋ Ｆ２ ＝ ０. (３)
这里ꎬ根据文献[４]采用式(４)作为路面输入

模型ꎬ即

ｚ̇ｇ ＝ ２π Ｇ０Ｕ０ ｗｔ . (４)
式中:ｚｇ 为路面位移ꎻＧ０ 为路面不平度系数ꎬｍ３ /
ｃｙｃｌｅꎻＵ０ 为车辆前进速度ꎬｍ / ｓꎻｗｔ 为均值为零的

高斯白噪声.
选取座椅悬架的动位移 ｚｂ － ｚｃꎬ车身的垂直

速度 ｚ̇ｂꎬ车辆悬架的动位移轮 ｚｃ － ｚｄꎬ胎变形 ｚ̇ｃꎻ
轮胎的变形 ｚｄ － ｚｇꎬ车轮的垂直速度 ｚ̇ｄ 为状态变

量ꎬ以及输出量如下:
Ｘ ＝ [ｚｂ － ｚｃ 　 ｚ̇ｂ 　 ｚｃ － ｚｄ 　 ｚ̇ｃ 　 ｚｄ － ｚｇ 　 ｚ̇ｄ] Ｔ ＝
[ｘ１ 　 ｘ２ 　 ｘ３ 　 ｘ４ 　 ｘ５ 　 ｘ６] Ｔꎬ
Ｙ ＝ [ ｚ̈ｂ 　 ｚ̈ｃ 　 ｚｃ － ｚｄ 　 ｚｄ － ｚｇ 　 ｚ̇ｂ － ｚ̇ｃ 　 ｚ̇ｃ － ｚ̇ｄ] Ｔ ＝

[ｙ１ 　 ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ｙ５ 　 ｙ６] Ｔꎬ路面干扰输入 ｗ ＝
ｚ̇ｇꎬ控制力为 Ｆ ＝ [Ｆ１ 　 Ｆ２] Ｔ . 可得悬架非线性系

统的状态空间方程和输出方程为

Ｘ̇ ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)Ｆ ＋ ηｗꎬ
Ｙ ＝ ｈ(ｘ) ＋ ｄ(ｘ)Ｆ. } (５)

式中:

ｇ(ｘ) ＝
ｇ１(ｘ)
ｇ２(ｘ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

＝

０ ０ ０ － １ / ｍｃ ０ １ / ｍｄ

０ － １ / ｍｂ ０ １ / ｍｃ ０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ꎻ

η ＝ [０　 ０　 ０　 ０　 ２π Ｇ０Ｕ０ 　 ０] Ｔꎻ

ｄ(ｘ) ＝
０ － １ / ｍｃ ０ ０ ０ ０

－ １ / ｍｂ １ / ｍｃ ０ ０ ０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ꎻ

ｈ(ｘ) ＝
－ (ｋｂｘ１) / ｍｂ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) / ｍｂ －

(ｋｃｘ３ ＋ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) ＋ ｋｂｘ１ ＋ ｃｂｘ２ － ｃｂｘ４) / ｍｃ

ｘ３

ｘ５

ｘ２ － ｘ４

ｘ４ － ｘ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

ｆ(ｘ) ＝
ｘ２ － ｘ４

－ (ｋｂｘ１) / ｍｂ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) / ｍｂ

ｘ４ － ｘ６

(ｋｂｘ１ ＋ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) － ｋｃｘ３ － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６)) / ｍｃ

ｘ６

－ (ｋｄｘ５) / ｍｄ ＋ (ｋｃｘ３) / ｍｄ ＋ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) / ｍｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

２　 悬架模型精确线性化

对于非线性控制系统ꎬ通过适当的非线性状

态反馈变换ꎬ非线性系统可实现精确线性化ꎬ从而

将复杂的非线性系统问题转化为线性问题[１] . 对
于以下单输入、单输出仿射型非线性系统:

ｘ̇ ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)ｕꎬ
ｙ ＝ ｈ(ｘ) . } (６)

在点 ｘ０ 处有相对阶 ｒ(正整数)ꎬ它满足:
１) 存在点 ｘ０ 的 １ 个邻域ꎬ对其中所有 ｘ０ 和

所有 ０≤ｋ < ｒ － １ 有 ＬｇＬｋ
ｆｈ(ｘ) ＝ ０ꎻ

２) 对点 ｘ０ 有 ＬｇＬｒ － １
ｆ ｈ(ｘ)≠０. 式中 Ｌ 为李导

数泛函算子.
当确定非线性系统的相对阶时ꎬ可通过状态

反馈变换式(７)ꎬ将原系统精确线性化.
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ｕ ＝ １
ＬｇＬｒ － １

ｆ ｈ(ｘ)
( － Ｌｒ

ｆｈ(ｘ) ＋ ｖ) . (７)

本文的系统为一个有路面干扰输入 ｗ ＝ ｘ̇ｒ 的

多输入多输出系统ꎬ下面进行精确线性化. 令

ｈｉ(ｘ) ＝ ｘｉꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ６. 对于 ｈ１(ｘ) ＝ ｘ１ꎬ

ｇ１(ｘ) ＝ ０ ０ ０ － １
ｍｃ

０ １
ｍｄ

[ ]
Ｔ

ꎬｋ ＝ ０ 时ꎬ

有 ＬｇＬ０
ｆ ｈ１(ｘ) ＝

∂Ｌ０
ｆ ｈ１(ｘ)
∂ｘＴ ｇ１(ｘ) ＝

∂ｈ１(ｘ)
∂ｘＴ ｇ１(ｘ) ＝ [１　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０]ｇ１(ｘ) ＝ ０.

当 ｋ ＝ １ 时ꎬ

Ｌｆｈ１(ｘ) ＝
∂ｈ１(ｘ)
∂ｘＴ ｆ(ｘ) ＝ [１　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０] ×

ｆ(ｘ) ＝ ｘ２ － ｘ４ꎬ

ＬｇＬｆｈ１(ｘ) ＝
∂Ｌｆｈ１(ｘ)

∂ｘＴ ｇ１(ｘ) ＝ [０　 １　 ０　 － １　 ０

　 ０]ｇ１(ｘ) ＝ １
ｍｃ

≠０.

则相对阶 ｒ ＝ ２ꎬ
Ｌ２

ｆ ｈ１(ｘ) ＝ [０ 　 １ 　 ０ 　 － １ 　 ０ 　 ０] ｆ( ｘ) ＝
ｋｃｘ３ － ｋｂｘ１

ｍｃ
－
ｃｂ(ｘ２ － ｘ４)

ｍｃ
＋
ｃｃ(ｘ４ － ｘ６)

ｍｃ
－

ｋｂｘ１ ＋ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４)
ｍｂ

ꎬｕ１ ＝ １
ＬｇＬ２ － １

ｆ ｈ１(ｘ)
×

[ － Ｌ２
ｆ ｈ１(ｘ) ＋ ｖ] ＝ｍｃｖ１ － ｋｃｘ３ ＋ ｋｂｘ１ ＋

ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) ＋
ｍｃ[ｋｂｘ１ ＋ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４)] / ｍｂ .

同理 可 得: 令 ｈ２ ＝ ｘ２ꎬ 相 对 阶 为 ｒ ＝ ２ꎬ

ｕ２ ＝ －
ｍｂｍｃｖ２

ｃｂ
＋ｍｃ

ｋｂｘ１

ｍｂ
＋
ｃｂ(ｘ２ － ｘ４)

ｍｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋｂｘ１ －

ｍｃｋｂ(ｘ２ － ｘ４)
ｃｂ

－ ｋｃｘ３ ＋ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .

令 ｈ３ ＝ ｘ３ꎬ相对阶 ｒ ＝ ２ꎬ ｕ３ ＝ －
ｍｃｍｄｖ３

ｍｄ ＋ｍｃ
＋

ｍｃｍｄｋｂｘ１

ｍｃ(ｍｄ ＋ｍｃ)
－ ｋｃｘ３ ＋

ｍｃｍｄｋｄｘ５

ｍｄ(ｍｄ ＋ｍｃ)
＋

ｍｃｍｄｃｂ(ｘ２ － ｘ４)
ｍｃ(ｍｄ ＋ｍｃ)

－ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .

令 ｈ４ ＝ ｘ４ꎬ相对阶为 ｒ ＝ １ꎬ
ｕ４ ＝ －ｍｃｖ４ ＋ ｋｂｘ１ － ｋｃｘ３ ＋ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) －

ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .
令 ｈ５ ＝ ｘ５ꎬ相对阶为 ｒ ＝ ２ꎬ
ｕ５ ＝ｍｄｖ６ － ｋｃｘ３ ＋ ｋｄｘ５ － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .
令 ｈ６ ＝ ｘ６ꎬ相对阶为 ｒ ＝ １ꎬ
ｕ６ ＝ｍｄｖ６ － ｋｃｘ３ ＋ ｋｄｘ５ － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .

同理ꎬ对于 ｇ２(ｘ) ＝ ０ － １
ｍｂ

０ １
ｍｃ

０ ０[ ]
Ｔ

ꎬ

ｈ１( ｘ) ＝ ｘ１ꎬ 相对阶 ｒ ＝ ２ꎬｕ１ ＝ －
ｍｃｍｂｖ１

ｍｂ ＋ｍｃ
－

ｋｂｘ１ ＋
ｍｃｍｂｋｃｘ３

ｍｃ(ｍｂ ＋ｍｃ)
－ ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋

ｍｃｍｂｃｃ(ｘ４ － ｘ６) / (ｍｂ ＋ｍｃ) .
令 ｈ２ ＝ ｘ２ꎬ相对阶为 ｒ ＝ １ꎬ
ｕ２ ＝ －ｍｂｖ２ － ｋｂｘ１ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) .
令 ｈ３ ＝ ｘ３ꎬ相对阶为 ｒ ＝ ２ꎬ

ｕ３ ＝ｍｃｖ３ － ｋｂｘ１ ＋ ｋｃｘ３ ＋
ｍｃｋｃｘ３

ｍｄ
－
ｍｃｋｄｘ５

ｍｄ
－

ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) ＋ｍｃｃｃ(ｘ４ － ｘ６) / ｍｄ .
令 ｈ４ ＝ ｘ４ꎬ相对阶为 ｒ ＝ １ꎬ
ｕ４ ＝ｍｃｖ４ － ｋｂｘ１ ＋ ｋｃｘ３ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋

ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .
令 ｈ５ ＝ ｘ５ꎬ相对阶为 ｒ ＝ ３ꎬ

ｕ５ ＝
ｍｃｍｄｖ５

ｃｃ
＋

ｍｃｋｄｘ６

ｃｃ
－

ｍｃｋｃ(ｘ４ － ｘ６)
ｃｃ

＋

ｍｃｋｃｘ３

ｍｄ
－
ｍｃｋｄｘ５

ｍｄ
＋
ｍｃｃｃ(ｘ４ － ｘ６)

ｍｄ
－ ｋｂｘ１ ＋ ｋｃｘ３ －

ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .
令 ｈ６ ＝ ｘ６ꎬ相对阶为ｒ ＝ ２ꎬ

ｕ５ ＝
ｍｃｍｄｖ５

ｃｃ
＋

ｍｃｋｄｘ６

ｃｃ
－

ｍｃｋｃ(ｘ４ － ｘ６)
ｃｃ

＋

ｍｃｋｃｘ３

ｍｄ
－
ｍｃｋｄｘ５

ｍｄ
＋
ｍｃｃｃ(ｘ４ － ｘ６)

ｍｄ
－

ｋｂｘ１ ＋ ｋｃｘ３ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋ ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) .
对上述 １２ 个状态变量逐个线性化结果综合

分析ꎬ取控制律为

Ｆ１ ＝ － ｋｃｘ３ － ｃｃ(ｘ４ － ｘ６) ＋ ｖ１ꎬ
Ｆ２ ＝ － ｋｂｘ１ － ｃｂ(ｘ２ － ｘ４) ＋ ｖ２ .

} (８)

以此将原系统精确线性化. 然后将控制律式

(８)代入式(５)ꎬ得到状态方程和输出方程为

Ｘ̇ ＝ ＡＸ ＋ Ｂｖｖ ＋ Ｂｗｗꎬ
Ｙ ＝ ＣＸ ＋Ｄｖ. } (９)

其中:

Ｂｗ ＝ [０　 ０　 ０　 ０　 ２π Ｇ０Ｕ０ 　 ０] Ｔꎻ
ｖ ＝ [ｖ１ 　 ｖ２] Ｔꎻ

Ｂｖ ＝
０ ０ ０ － １ / ｍｃ ０ １ / ｍｄ

０ － １ / ｍｂ ０ １ / ｍｃ ０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ꎻ

Ｄ ＝
０ － １ / ｍｃ ０ ０ ０ ０

－ １ / ｍｂ １ / ｍｃ ０ ０ ０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ꎻ
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Ａ ＝

０ １ ０ － １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ － １
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ － ｋｄ / ｍｄ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

Ｃ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ １ ０ － １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

３　 精确线性化模型的控制器设计

为了使车辆获得较高的乘坐舒适性和行驶安

全性ꎬ通常需要考虑车身和座椅垂向加速度ꎬ其次

还要满足以下条件:
１) 轮胎的静载荷要大于轮胎的动载荷ꎬ

ｋｄ(ｚｄ － ｚｇ) < (ｍｂ ＋ｍｃ ＋ｍｄ)ｇ.
２) 限制悬架的挠度ꎬ以防撞击限位块ꎬ ｜ ｚｃ －

ｚｄ ｜≤Ｓｍａｘ１ꎬ ｜ ｚｂ － ｚｃ ｜ ≤Ｓｍａｘ２ꎬ其中 Ｓｍａｘ１ꎬＳｍａｘ２ 分别

为车辆悬架和座椅悬架的最大限位输出.
综上所述ꎬ可以设

ｚ１ ＝ ｚ̈ｂ ｚ̈ｃ[ ]Ｔꎬ

ｚ２ ＝
ｚｃ － ｚｄ
Ｓｍａｘ１

ｚｂ － ｚｃ
Ｓｍａｘ２

ｋｄ(ｚｄ － ｚｇ)
(ｍｂ ＋ｍｃ ＋ｍｄ)ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

.

该系统可以用式(１０)状态方程描述:
Ｘ̇ ＝ ＡＸ ＋ Ｂｖｖ ＋ Ｂｗｗꎬ
ｚ１ ＝ Ｃ１Ｘ ＋ Ｅ１ｗ ＋Ｄ１ｖꎬ
ｚ２ ＝ Ｃ２Ｘ ＋ Ｅ２ｗ ＋Ｄ２ｖ.

ü

þ

ý

ïï

ïï
(１０)

式中:

Ｃ１ ＝
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎻＤ２ ＝

０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

ꎻ

Ｃ２ ＝

１ / Ｓｍａｘ２ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ / Ｓｍａｘ１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｋｄ / (ｍｂ ＋ｍｃ ＋ｍｄ)ｇ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻ

Ｄ１ ＝
０ － １ / ｍｂ

－ １ / ｍｃ １ / ｍｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎻＥ１ ＝ ０ ０[ ]Ｔꎻ

Ｅ２ ＝ ０ ０ ０[ ]Ｔ .
本文要设计这样的控制器:系统本身内部稳

定而且满足所有的设计约束条件ꎬ最后让从扰动

ｗ 到 ｚ１ 的传递函数 Ｇ( ｚ)满足‖Ｇ( ｚ)‖∞ < λꎬλ
为给定的最小正数ꎬ设系统的状态反馈增益为 Ｋꎬ
ｖ ＝ ＫＸ 代入式(１０)可得

Ｘ̇ ＝ (Ａ ＋ ＢＫ)Ｘ ＋ βｗꎬ
ｚ１ ＝ (Ｃ１ ＋Ｄ１Ｋ)Ｘ ＋ Ｅ１ｗꎬ
ｚ２ ＝ (Ｃ２ ＋Ｄ２Ｋ)Ｘ ＋ Ｅ２ｗ.

ì

î

í

ïï

ïï

根据定理 １ 可以求出反馈增益. 最终可得到

悬架系统精确线性化模型的控制系统框图见

图 ２.

图 ２　 控制系统框图
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

定理 １　 如果假定一个量 α > ０ꎬ由线性矩阵

不等式(ＬＭＩ)设计ꎬ对于求解 ｍｉｎγ２ 如果一对称

矩阵 Ｑ ＝ＱＴ > ０ 存在ꎬ并且以下条件成立[１０]:
ＡＱ ＋ＱＡＴ ＋ＢｖＹ ＋ＹＴＢＴ

ｖ Ｂｗ (Ｃ１Ｑ ＋Ｄ１Ｙ)Ｔ

ＢＴ
ｗ －γ２Ｉ ＥＴ

１

Ｃ１Ｑ ＋Ｄ１Ｙ Ｅ１ － Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

<０ꎬ

ｚ２２ｉꎬｍａｘ / α Ｃ２ｉＱ ＋Ｄ２ｉＹ

(Ｃ２ｉＱ ＋Ｄ２ｉＹ)Ｔ Ｑ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥０.

并且能求取 γꎬＹꎬＱꎬ则状态反馈解由Ｋ ＝ ＹＱ － １得

到ꎬ并使得系统内部稳定.

４　 仿真分析

在 Ｍａｔｌａｂ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 环境下建立计算机仿真

模型ꎬ然后开展座椅悬架和车辆悬架的系统仿真

分析. 根据文献[１０]ꎬ得到各参数如表 １ 所示.

表 １　 系统的数据
Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ

参数 值

车身质量 ｍｃ / ｋｇ ３００
车轮质量 ｍｄ / ｋｇ ５９

人体和座椅质量 ｍｂ / ｋｇ ８０
轮胎刚度 ｋｄ / (Ｎ􀅰ｍ － １) ２００ ０００

座椅悬架刚度 ｋｂ / (Ｎ􀅰ｍ － １) ３１ ０００
车辆悬架刚度 ｋｃ / (Ｎ􀅰ｍ － １) ３０ ０００

车辆悬架阻尼 Ｃｃ / (Ｎ􀅰(ｍ􀅰ｓ － １) － １) １ ０００
座椅悬架阻尼 Ｃｂ / (Ｎ􀅰(ｍ􀅰ｓ － １) － １) ８３０
路面不平度系数 Ｇ０ / (ｍ３􀅰ｃｙｃｌｅ － １) ５ × １０ － ６

车速 Ｕ０ / (ｍ􀅰ｓ － １) ２０
最大作用力 Ｆｍａｘ２ / Ｎ １ ５００
最大作用力 Ｆｍａｘ１ / Ｎ １ ０５０
座椅悬架允许挠度 / ｍ ０􀆰 ０７
车辆悬架允许挠度 / ｍ ０􀆰 ０９
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　 　 图 ３ 为底盘加速度对比图. 主动悬架加速度

峰值总比被动悬架的小ꎬ表明主动悬架对于底盘

垂直加速度有明显良好的控制效果.

图 ３　 底盘垂直加速度仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｃｈａｓｓｉｓ

ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

图 ４ 为座椅加速度对比图ꎬ主动悬架加速度

峰值总比被动悬架的小ꎬ表明主动悬架对于座椅

垂直加速度有明显良好的控制效果.

图 ４　 座椅垂直加速度仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ｓｅａｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

图 ５ ~图 ７ 分别为车辆悬架ꎬ座椅悬架和轮

胎的动态位移仿真曲线ꎬ从图中可知座椅悬架和

车辆悬架的挠度都满足分别小于 ０􀆰 ０７ ｍꎬ０􀆰 ０９ ｍ
的最大挠度的要求. 而主动悬架和被动悬架的轮

胎位移基本一致.

图 ５　 车辆悬架动态位移仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ

ｖｅｈｉｃｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

图 ６　 座椅悬架动态位移仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ

ｓｅａｔ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

图 ７　 轮胎动态位移仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ｔｉｒｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ８ 为车辆悬架控制力 Ｆ１ 和座椅悬架控制

力 Ｆ２ 仿真曲线ꎬ从图中可看出座椅悬架和车辆悬

架的控制力都满足分别小于 １ ５００ꎬ１ ０５０ Ｎ 的

要求.

图 ８　 悬架控制力仿真曲线
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒｃｅ

表 ２ 为仿真结果. 可知在座椅加速度这项性

能指标中ꎬ与被动悬架相比ꎬ主动悬架降低了约

４６􀆰 ５％ ꎬ在车身加速度这项性能指标中ꎬ主动悬架

比被动悬架降低了约 ４８􀆰 ６％ . 但是在座椅悬架挠
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度上性能变差ꎬ同时符合提高舒适性而牺牲了操

纵性的规律.

表 ２　 性能指标均方根值的对比表
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｔａｂｌｅ ｏｆ ＲＭＳ ｖａｌｕｅ ｏｆ

ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎｄｅｘｅｓ

性能指标 被动悬架 主动悬架

座椅加速度
(ｍ􀅰ｓ － ２) ２􀆰 ０９５ ３ １􀆰 １２０ ７

车身加速度
(ｍ􀅰ｓ － ２) ２􀆰 ０８８ ７ １􀆰 ０７２ ９

座椅悬架挠度 / ｍ ０􀆰 ００５ １ ０􀆰 ０１２ １
车辆悬架挠度 / ｍ ０􀆰 ０２０ ９ ０􀆰 ０１７ ６
轮胎动位移 / ｍ ０􀆰 ００６ ８ ０􀆰 ００６ ６

５　 结　 　 论

１) 运用微分几何理论将悬架非线性系统精

确线性化ꎬ以 ＬＭＩ 方法设计反馈矩阵ꎬ求出反馈

控制律 ｖꎬ进而生成控制律 ｕꎬ结果验证了本文提

出的基于微分几何法的精确线性化控制策略的鲁

棒 Ｈ∞ 控制在本研究中有较好的效果ꎬ对于改善

车辆的平顺性和舒适性有较好的作用.
２) 另一方面ꎬ对于车辆主动悬架研究而言ꎬ

同时以座椅悬架和车身悬架的垂向加速度来评价

车辆的平顺性和舒适性ꎬ更具有精确性和有效性.
３) 从单轮推广到四轮. 从单轮先推广到两

轮ꎬ再由两轮推广到四轮. 目前两轮已有学者做过

相关研究ꎬ四轮由于其多输入等复杂情况ꎬ研究者

较少ꎬ可以尝试组合两轮的控制器实现控制.

参考文献:

[ １ ]　 么鸣涛ꎬ李钊ꎬ顾亮. 基于微分几何法的半主动油气悬架

ＬＱＲ 控 制 [ Ｊ ] . 北 京 理 工 大 学 学 报ꎬ ２０１１ꎬ ３１ ( ５ ):
５１９ － ５２３.
(Ｙａｏ Ｍｉｎｇ￣ｔａｏꎬＬｉ ＺｈａｏꎬＧｕ Ｌｉａｎｇ. ＬＱＲ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｅｍｉ￣
ａｃｔｉｖｅ ｈｙｄｒｏ￣ｐｎｅｕｍａｔｉｃ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ
２０１１ꎬ３１(５):５１９ － ５２３. )

[ ２ ]　 么鸣涛ꎬ管继富ꎬ顾亮. 基于微分几何法的车辆半主动悬架
控制[Ｊ] . 沈阳工业大学学报ꎬ２０１１(４):４００ － ４０４.
(Ｙａｏ Ｍｉｎｇ￣ｔａｏꎬ Ｇｕａｎ Ｊｉ￣ｆｕꎬ Ｇｕ Ｌｉａｎｇ. Ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅ
ｓｅｍｉ￣ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｍｅｔｈｏｄ
[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈｅｎｙａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ ２０１１
(４):４００ － ４０４. )

[ ３ ]　 Ｃｈｅｎ Ｓ ＡꎬＷａｎｇ Ｊ ＣꎬＹａｏ Ｍꎬｅｔ ａｌ. Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｌｉｄｉｎｇ
ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａ ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ｖｅｈｉｃｌｅ ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
ｓｙｓｔｅｍ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ＆Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１７ꎬ３９５:１ － ２５.

[ ４ ]　 Ｇｕｏ Ｌ ＸꎬＺｈａｎｇ Ｌ Ｐ. Ｒｏｂｕｓｔ Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａｃｔｉｖｅ ｖｅｈｉｃｌｅ
ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｎｏｎ￣ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｒｕｎｎｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｎｄ ＆Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１２ꎬ３３１(２６):５８２４ － ５８３７.

[ ５ ]　 Ｗａｎｇ Ｇꎬ Ｃｈｅｎ Ｃꎬ Ｙｕ Ｓ. Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔａｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ￣
ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｈａｌｆ￣ｃａｒ ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ＆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ
２０１６ꎬ３７８:１ － １３.

[ ６ ]　 Ｌｉ ＰꎬＬａｍ ＪꎬＣｈｅｕｎｇ Ｋ Ｃ. Ｍｕｌｔｉ￣ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａｃｔｉｖｅ
ｖｅｈｉｃｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ｗｈｅｅｌｂａｓｅ ｐｒｅｖｉｅｗ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｎｄ ＆Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１４ꎬ３３３(２１):５２６９ － ５２８２.

[ ７ ]　 Ｓｕｎ ＷꎬＰａｎ ＨꎬＺｈａｎｇ Ｙꎬ ｅｔ ａｌ. Ｍｕｌｔｉ￣ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｊ ] .
Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓꎬ２０１４ꎬ２４(４):３１８ － ３２７.

[ ８ ]　 Ｗａｎｇ ＲꎬＪｉｎｇ ＨꎬＷａｎｇ Ｊꎬｅｔ ａｌ. Ｒｏｂｕｓｔ ｏｕｔｐｕｔ￣ｆｅｅｄｂａｃｋ ｂａｓｅｄ
ｖｅｈｉｃｌｅ ｌａｔｅｒａｌ ｍｏｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｎｅｔｗｏｒｋ￣ｉｎｄｕｃｅｄ
ｄｅｌａｙ ａｎｄ ｔｉｒｅ ｆｏｒｃｅ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ [ Ｊ] . Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ２０１６ꎬ
２１４(ｓｕｐ１):４０９ － ４１９.

[ ９ ]　 Ｓｕｎ ＷꎬＺｈａｏ ＹꎬＬｉ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｃｔｉｖｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｗｉｔｈ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｂａｎｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ ａｃｔｕａｔｏｒ ｉｎｐｕｔ ｄｅｌａｙ[Ｊ] . ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓꎬ ２０１１ꎬ ５９ ( １ ):
５３０ － ５３７.

[１０] 张丽萍ꎬ郭立新. 车辆悬架和座椅悬架的鲁棒 Ｈ∞ 集成控
制策略[ Ｊ] . 东北大学学报(自然科学版)ꎬ２０１５ꎬ３６(１２):
１７７１ － １７７５.
(Ｚｈａｎｇ Ｌｉ￣ｐｉｎｇꎬＧｕｏ Ｌｉ￣ｘｉｎ. Ｒｏｂｕｓｔ Ｈ∞ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｔｒａｔｅｇｙ ｆｏｒ ｖｅｈｉｃｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｓｅａｔ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ [ Ｊ ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ２０１５ꎬ
３６(１２):１７７１ － １７７５. )

􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒􀤒

(上接第 ７０４ 页)
[ ４ ]　 Ｈｅｉ ＤꎬＬｕ ＹꎬＺｈａｎｇ Ｙꎬｅｔ ａｌ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ

ｒｏｄ ｆａｓｔｅｎｉｎｇ ｒｏｔｏｒ￣ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｊｏｕｒｎａｌ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ[Ｊ] .
Ａｒｃｈｉｖｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２０１５ꎬ８５(７):１ － ２１.

[ ５ ]　 Ｑｉｎ Ｚ ＹꎬＨａｎ Ｑ ＫꎬＣｈｕ Ｆ Ｌ. Ｂｏｌｔ ｌｏｏｓｅｎｉｎｇ ａｔ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｊｏｉｎｔ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｒｏｔｏｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ[Ｊ] . Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｆａｉｌｕｒｅ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ２０１６ꎬ５９:４５６ － ４６６.

[ ６ ]　 Ｑｉｎ Ｚ ＹꎬＨａｎ Ｑ ＫꎬＣｈｕ Ｆ Ｌ. Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｂｏｌｔｅｄ
ｄｉｓｋ￣ｄｒｕｍ ｊｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｊｏｉｎｔｅｄ ｒｏｔｏｒ[Ｊ] . Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓꎬ Ｐａｒｔ Ｃ: Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ２０１４ꎬ２２８(４):６４６ － ６６３.

[ ７ ]　 Ｈｏｓｄｅｒ ＳꎬＧｒｏｓｓｍａｎ ＢꎬＨａｆｔｋａ Ｒꎬｅｔ ａｌ. Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＣＦＤ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ ｆｏｒ ａ ｔｒａｎｓｏｎｉｃ
ｄｉｆｆｕｓｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍ [ Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓꎬ２００６ꎬ３５ (１０):
１４４４ － １４５８.

[ ８ ]　 王瑞利ꎬ梁霄. 多项式混沌方法在偶然不确定度量化中的
应用[Ｊ] . 数学建模及其应用ꎬ２０１６ꎬ５(３):１７ － ２４ꎬ８１.

(Ｗａｎｇ Ｒｕｉ￣ｌｉꎬＬｉａｎｇ Ｘｉａｏ. Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ
ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｑｕａｎｔｉｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ａｌｅａｔｏｒｙ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ [ Ｊ ] .
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２０１６ꎬ５ (３):
１７ － ２４ꎬ８１. )

[ ９ ]　 刘全ꎬ王瑞利ꎬ林忠. 非嵌入式多项式混沌方法在拉氏计算
中的应用[Ｊ] . 固体力学学报ꎬ２０１３ꎬ３３(ｓｕｐ１):２２４ － ２３３.
( Ｌｉｕ Ｑｕａｎꎬ Ｗａｎｇ Ｒｕｉ￣ｌｉꎬ Ｌｉｎ Ｚｈｏｎｇ. Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｎｏｎ￣ｉｎｔｒｕｓｉｖｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ [ Ｊ] . Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ
２０１３ꎬ３３(ｓｕｐ１):２２４ － ２３３. )

[１０] Ｌｉ Ｚ ＧꎬＪｉａｎｇ ＪꎬＴｉａｎ Ｚ. Ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｎｇｕｌａｒ￣
ｍｉｓａｌｉｇｎｅｄ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ [ Ｊ ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ２０１４ꎬ２２(１):１２９ － １４４.

[１１] 刘卓乾ꎬ曹树谦ꎬ郭虎伦ꎬ等. 含螺栓联接转子系统非线性
振动特性研究[Ｊ] . 振动与冲击ꎬ２０１６ꎬ３５(２２):１０ － １６ꎬ３７.
(Ｌｉｕ Ｚｈｕｏ￣ｑｉａｎꎬＣａｏ Ｓｈｕ￣ｑｉａｎꎬＧｕｏ Ｈｕ￣ｌｕｎꎬｅｔ ａｌ. Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｂｏｌｔ ｊｏｉｎｔｓ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋꎬ２０１６ꎬ３５(２２):１０ － １６ꎬ３７. )

１２７第 ５ 期 　 　 　 李武杰等: 基于微分几何法的主动悬架鲁棒 Ｈ∞ 控制


