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一种求解鞍点问题的改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法

沈海龙ꎬ 李红丽ꎬ 邵新慧
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 主要针对非 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 鞍点问题ꎬ在已有 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法基础上构建了一种改进的 Ｕｚａｗａ －
ＰＳＳ 迭代法ꎬ其主要求解思想是在 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法的每一步迭代中需求解系数矩阵 αＩ ＋ Ｐ 和 αＩ ＋ Ｓ 的两个

线性子系统. 第一个子系统可用 ＣＧ 方法求解ꎬ但第二个子系统求解很困难. 改进算法采用单步 ＰＳＳ 迭代法逼

近 ｘｋ ＋ １ꎬ然后用新方法分别求解了非奇异和奇异鞍点问题ꎬ并给出了相应的收敛性分析. 数值仿真实验验证了

改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 迭代法在迭代步数、占用 ＣＰＵ 时间和相对残差上都有明显的优势.
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　 　 鞍点问题在各种科学和工程中应用广泛ꎬ如
计算流体动力学、约束优化、最优控制、加权最小

二乘问题、计算机图形等[１ － ４]ꎬ 从二阶椭圆问题

的混合有限元离散化或一些偏微分方程的无网格

离散均可得到鞍点问题[５ － ７] .
近年来涌现出大量求解鞍点问题的方法ꎬ对

于非奇异的鞍点问题ꎬ人们提出了很多行之有效

的算法ꎬ除了直接法外ꎬ还有许多迭代方法. 这些

迭代法一般可分为基于矩阵分裂的定常迭代法和

基于 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法的非定常迭代法. 定常迭

代法分为 Ｕｚａｗａ 类、ＨＳＳ 类和 ＳＯＲ 类[８ － １０] . １９５８
年ꎬ Ａｒｒｏｗ 等[１１]针对鞍点问题提出了基于矩阵分

裂的 Ｕｚａｗａ 方法ꎬ之后为了避免逆矩阵的复杂计

算ꎬＢｒａｍｂｌｅ 等[１２ － １３] 提出了应用不同鞍点问题的

不精确 Ｕｚａｗａ 方法[１１ － １３]ꎻＥｌｍａｎ 等[１４ － １５] 给出了

对称鞍点问题的不精确 Ｕｚａｗａ 方法的收敛性分

析和预条件的 Ｕｚａｗａ 算法ꎻＨｕ 等[１６] 提出了非线

性不精确 Ｕｚａｗａ 方法的两种变体ꎻＣａｏ[１７] 提出了

用 Ｕｚａｗａ 方法来解决非对称鞍点问题ꎻＬｉｎ 等[１８]

提出了一种新的非线性 Ｕｚａｗａ 方法ꎬ且分析了该

算法的收敛性ꎻＺｈｏｕ 等[１９] 基于 ＧＰＩＵ 方法求解

了更复杂的鞍点问题ꎻＳｈａｏ 等[２０]又基于 ＧＰＩＵ 方

法成功解决了一类广义非对称的鞍点问题.
本文构造一种求解奇异和非奇异鞍点问题的



　 　

改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 迭代法ꎬ并进行了详细的理论

分析和数值仿真ꎬ通过比较表明了新方法的优势.

１　 迭代格式

鞍点问题的一般形式为
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其中:Ａ∈Ｃｍ ×ｍ为对称正定矩阵ꎻＢ∈Ｃｍ × ｎ . 通常

ｍ > ｎꎬ向量 ｘꎬｆ∈Ｃｍꎬｙꎬｇ∈Ｃｎ . 当 ｒａｎｋ(Ｂ) ＝ ｎꎬ称
式(１)为非奇异的ꎻ当 ｒａｎｋ(Ｂ) < ｎꎬ称式(１)为奇

异的.
对于非奇异鞍点问题ꎬＵｚａｗａ 解法[１９]格式:

Ａｘ(ｋ ＋ １) ＝ ｆ － Ｂ∗ｙ(ｋ)ꎬ
ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ω(Ｂｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) .{

其中ꎬＡ 是非 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩阵. 将 Ａ 作如下分

裂: Ａ ＝ Ｐ ＋ Ｓꎬ Ｐ 是正定矩阵ꎬ Ｓ 是 Ｓｋｅｗ －
Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵. 基于 ＡＤＩ 方法ꎬＰＳＳ 迭代方法为

(αＩ ＋ Ｐ)ｘ(ｋ ＋ １
２ ) ＝ (αＩ － Ｓ)ｘ(ｋ) ＋ ｑ(ｋ)ꎬ

(αＩ ＋ Ｓ)ｘ(ｋ ＋ １) ＝ (αＩ － Ｐ)ｘ(ｋ ＋ １
２ ) ＋ ｑ(ｋ) . } (２)

式中: αꎬ ω 是给定正常数ꎻ Ｉ 是单位矩阵. 将

Ｕｚａｗａ 方法和 ＰＳＳ 方法相结合ꎬ可得到如下

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法.
给定初始向量 ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬ直到迭代序列(ｘ(ｋ)ꎬ

ｙ(ｋ)) Ｔ 收敛ꎬ计算:
ｘ(ｋ ＋ １) ＝Ｍαｘ(ｋ) ＋Ｎα( ｆ － Ｂ∗ｙ(ｋ))ꎬ

ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ωＱ － １(Ｂｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) . } (３)

其中: Ｑ 是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩阵ꎻＭα ＝ (αＩ ＋ Ｓ) － １

(αＩ ＋ Ｐ) － １(αＩ － Ｐ)(αＩ － Ｓ)ꎻＮα ＝ ２α(αＩ ＋ Ｓ) － １

(αＩ ＋ Ｐ) － １ . 将 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法进行改进ꎬ称其

为改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法. 具体格式为

给定初始向量 ｘ(０)ꎬｙ(０) ∈Ｃｍꎬ直到迭代序列

(ｘ(ｋ)ꎬｙ(ｋ)) Ｔ 收敛ꎬ计算:
ｘ(ｋ ＋ １) ＝ Ｔ(α)ｘ(ｋ) ＋Ｎ(α)( ｆ － Ｂｙ(ｋ))ꎬ
ｙ(ｋ ＋ １) ＝ ｙ(ｋ) ＋ ωＱ － １(Ｂ∗ｘ(ｋ ＋ １) － ｇ) . } (４)

其中: Ｔ(α) ＝ (αＩ ＋ Ｐ) － １ (αＩ － Ｓ)ꎻＮ(α) ＝ (αＩ
＋ Ｐ) － １ .

将改进的 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法写成等价形式:
ｘ(ｋ ＋ １)
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其中ꎬＧ ( αꎬω) 是改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法的迭

代矩阵ꎬ

Ｇ(αꎬω) ＝
Ｔ(α) －Ｎ(α)Ｂ

ωＱ －１Ｂ∗Ｔ(α) 　 Ｉ －ωＱ －１Ｂ∗Ｎ(α)Ｂ
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ωＱ －１Ｂ∗Ｎ(α) －ωＱ －１
é
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ê
ê

ù

û
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ú. (６)

２　 收敛性分析

２􀆰 １　 非奇异鞍点问题

令 ρ(Ｇ(αꎬω))是 Ｇ(αꎬω)的谱半径ꎬ则改进

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法收敛当且仅当 ρ(Ｇ(αꎬω)) <
１. 令 λ 是 Ｇ(αꎬω)特征值ꎬ(ｘꎬｙ) Ｔ 是对应特征向

量ꎬ有
(αＩ － Ｓ)ｘ － Ｂｙ ＝ λ(αＩ ＋ Ｐ)ｘꎬ
λωＢ∗ｘ ＝ (λ － １)Ｑｙ. } (７)

引理 １[２０] 　 复一元二次方程 λ２ － ϕλ ＋ φ ＝ ０
两根之模均小于 １ꎬ当且仅当方程系数满足 ｜ ϕ －
􀭺ϕφ ｜ ＋ ｜φ ｜ ２ < １ꎬ其中 􀭺ϕ 表示 ϕ 的共轭复数.

引理 ２　 令 Ａ 是非 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩阵ꎬＢ 是

列满秩矩阵. 设 λ 是 Ｇ(αꎬω)的特征值ꎬ(ｘꎬｙ) Ｔ

是相应特征向量ꎬｘ∈Ｃｎꎬｙ∈Ｃｍꎬ则 λ≠１ 且ｘ≠０.
证明　 假设 λ ＝ １ꎬ从式(７)知

Ａ Ｂ
Ｂ∗ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ
ｙ

é
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ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０. (８)

可得 ｘ ＝ ０ꎬｙ ＝ ０ꎬ又(ｘꎬｙ) Ｔ 是 Ｇ(αꎬω)的特

征向量ꎬ矛盾ꎬ所以 λ≠１. 假设 ｘ ＝ ０ꎬ由式(８)可
得 Ｂｙ ＝ ０ꎬ因 Ｂ 列满秩ꎬ与 ｙ ＝ ０ 矛盾ꎬ因此 ｘ≠０.

定理 １ 　 令 Ａ ＝ Ｐ ＋ ＳꎬＰ 是正定矩阵ꎬＳ 是

Ｓｋｅｗ － Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵ꎬＢ 列满秩ꎬＱ 是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
正定矩阵. 则改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法收敛当且仅

当 α 和 ω 满足条件:

α >ｍａｘ ｃ２ － ａ２ － ｂ２

２ａ ꎬ０{ }ꎬ

０ < ω < ２ａ(ａ２ ＋ ２αａ ＋ ｂ２ － ｃ２)
ｄ(ａ２ ＋ (ｂ － ｃ) ２)

.

其中: ａ ＋ ｂｉ ＝ ｘ∗Ｐｘ
ｘ∗ｘ

ꎻｃｉ ＝ ｘ∗Ｓｘ
ｘ∗ｘ

ꎻｄ ＝ ｘ∗ＢＱ － １Ｂｘ
ｘ∗ｘ

.

证明　 由引理 ２ 知 λ≠１ꎬｘ≠０. 又因 Ｑ 是

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定ꎬ则由式(８)可得

(αＩ － Ｓ)ｘ － λω
λ － １ＢＱ

－ １Ｂ∗ｘ ＝ λ(αＩ ＋ Ｐ)ｘ. (９)

将式(９)两边同时左乘
ｘ∗

ｘ∗ｘ
ꎬ可得

ｘ∗(αＩ － Ｓ)ｘ
ｘ∗ｘ

＋ λω
１ － λ

ｘ∗ＢＱ － １Ｂ∗ｘ
ｘ∗ｘ

＝

λ ｘ∗(αＩ ＋ Ｐ)ｘ
ｘ∗ｘ

. (１０)

令 ａ ＋ ｂｉ ＝ ｘ∗Ｐｘ
ｘ∗ｘ

ꎬｃｉ ＝ ｘ∗Ｓｘ
ｘ∗ｘ

ꎬｄ ＝ ｘ∗ＢＱ － １Ｂｘ
ｘ∗ｘ

ꎬ

由于 α ＋ ａ ＋ ｂｉ≠０ꎬ将式(１０)改写成
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λ２ － ２α ＋ ａ ＋ ｂｉ － ｃｉ － ωｄ
α ＋ ａ ＋ ｂｉ λ ＋ α － ｃｉ

α ＋ ａ ＋ ｂｉ ＝ ０.

由引理 １ 知 ｜ λ ｜ < １ 当且仅当 ｜ ϕ － 􀭺ϕφ ｜ ＋
｜φ ｜ ２ < １ꎬ其中:

ϕ ＝ ２α ＋ ａ ＋ ｂｉ － ｃｉ － ωｄ
α ＋ ａ ＋ ｂｉ ꎬφ ＝ α － ｃｉ

α ＋ ａ ＋ ｂｉ.

则 ｜ϕ －􀭺ϕφ ｜ ＋ ｜φ ｜ ２ < １ 当且仅当满足:
α２ ＋ ｃ２ － (α ＋ ａ) ２ － ｂ２ < ０ꎬ
[α２ ＋ ｃ２ － (α ＋ ａ) ２ － ｂ２] ２ > [(２ａ ＋ ａ － ωｄ)ａ ＋
　 　 ｂ２ － ｃ２] ２ ＋ ω２ｄ２(ｂ － ｃ) ２ .

ì

î

í

ïï

ïï

结论得证.
２􀆰 ２　 奇异鞍点问题

引理 ３　 改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法半收敛当且

仅当满足:
１) ｉｎｄｅｘ(Ｉ －Ｇ(αꎬω)) ＝ １ꎻ
２)ｖ(Ｇ(αꎬω)) ＝ ｍａｘ { ｜ λ ｜ :λ∈σ(Ｇ(αꎬ

ω))ꎬλ≠１} <１ꎬ
其中ꎬσ(Ｇ(αꎬω))是矩阵 Ｇ(αꎬω)的谱集.

定理 ２ 　 令 Ａ ＝ Ｐ ＋ ＳꎬＰ 是正定矩阵ꎬＳ 是

Ｓｋｅｗ － Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵ꎬ Ｂ 是秩亏矩阵ꎬ Ｑ 是

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩阵ꎬＧ(αꎬω)是改进的 Ｕｚａｗａ －
ＰＳＳ 方法的迭代矩阵ꎬ则 ｒａｎｋ( Ｉ － Ｇ(αꎬω)) ２ ＝
ｒａｎｋ(Ｉ －Ｇ(αꎬω)) .

证明　 由式 (５)ꎬ式 (６) 有 Ｇ (αꎬω) ＝ Ｉ －
Ｍ(αꎬω)Ａꎬ即

ｎｕｌｌ(Ｍ(αꎬω)Ａ) ２ ＝ ｎｕｌｌ(Ｍ(αꎬω)Ａ) .
令(Ｍ(αꎬω) Ａ) ２ ｘ^ ＝ ０ꎬ其中 Ｍ(αꎬω)非奇

异ꎬ则
Ａｙ^１ ＋ Ｂｙ^２ ＝ ０ꎬ

Ｂ∗ ｙ^１ ＝ ０. } (１１)

因 Ａ 非奇异ꎬ由式(１１)得 Ｂ∗Ａ － １Ｂｙ^２ ＝ ０. 即
ｙ^∗
２ Ｂ∗Ａ － １Ｂｙ^２ ＝ ０ 得 Ｂｙ^２ ＝ ０. 再由式(１１)得 ｙ^１ ＝

０. 令 ｙ^ ＝Ｍ(αꎬω)Ａｘ^ꎬ由式(４)有
ｙ^１ ＝Ｎ(α)Ａｘ^１ ＋Ｎ(α)Ｂｘ^２ꎬ

ｙ^２ ＝ － ωＱ － １Ｂ∗Ｔ(α) ｘ^１ ＋ ωＱ － １Ｂ∗Ｎ(α)Ｂｘ^２ .
}

(１２)
得 ｙ^２ ＝ ０ꎬ于是 Ｍ(αꎬω)Ａ ｘ^ ＝ ０ꎬ可知

ｎｕｌｌ((Ｍ(αꎬω)Ａ) ２)⊆ｎｕｌｌ((Ｍ(αꎬω)Ａ)) .
又因 ｎｕｌｌ ((Ｍ ( αꎬ ω) Ａ) ２ ) ⊇ ｎｕｌｌ ((Ｍ ( αꎬ ω)
Ａ))ꎬ 得证.

下面验证改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 迭代法满足引理

３ 中的第二个条件. 令 ｒ ＝ ｒａｎｋ(Ｂ)ꎬＢ ＝ Ｕ[Ｂｒꎬ０]
Ｖ∗是 Ｂ 的奇异值分解ꎬ其中ꎬＢｒ ＝ [Σｒꎬ０] ＴꎬΣｒ ＝
ｄｉａｇ[σ１ꎬ􀆺ꎬσｒ] . Ｕ∈Ｃｎ × ｎ和 Ｖ ＝ [Ｖ１ꎬＶ２]∈Ｃｍ × ｍ

是酉矩阵ꎬ其中 Ｖ１∈Ｃｍ × ｒꎬＶ２∈Ｃｍ × (ｍ － ｒ) . 定义(ｎ

＋ ｍ) × ( ｎ ＋ ｍ) 阶酉矩阵: Ｋ ＝
Ｕ ０
０ Ｖ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú. 令

􀭾Ｇ(αꎬω) ＝ Ｋ∗ Ｇ ( αꎬ ω) Ｋꎬ则矩阵 Ｇ(αꎬ ω) 和
􀭾Ｇ(αꎬω)的特征值相同. 定义 Ａ^ ＝ Ｕ∗ＡＵꎬＨ^ ＝ Ｕ∗

ＨＵ 和 Ｓ^ ＝Ｕ∗ＳＵꎬ可得
􀭾Ｇ ( αꎬ ω ) ＝ Ｋ∗ Ｇ ( αꎬ ω ) Ｋ ＝

Ｇ^(αꎬω) ０
Ｌ^(αꎬω) Ｉｍ － ｒ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ (１３)

Ｇ^(αꎬω) ＝
Ｔ^(α) － Ｎ^(α)Ｂｒ

ωＶ∗
２ Ｑ －１Ｖ１Ｂ∗

ｒ Ｔ^(α) 　 Ｉｒ －ωＶ∗
１ Ｑ －１Ｖ１Ｂ∗

ｒ Ｎ^(α)Ｂｒ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ

(１４)
式中:Ｌ^(αꎬω) ＝ [ωＶ∗

２ Ｑ －１Ｖ１Ｂ∗
ｒ Ｔ^(α)　 － ωＶ∗

２ Ｑ －１

Ｖ１Ｂ∗
ｒ Ｎ^(α)Ｂｒ ]ꎻ Ｔ^(α) ＝ (αＩｎ ＋ Ｈ^) －１ (αＩｎ － Ｓ^)ꎻ

Ｎ^(α) ＝ (αＩｎ ＋ Ｈ^) － １ . 由式(１３)知 ｖ(􀭾Ｇ(αꎬω)) ＝
ρ(Ｇ^(αꎬω)) . 记 Ｖ∗

１ Ｑ － １ Ｖ１ 是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩

阵ꎬ与改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法相比ꎬＧ^(αꎬω)可看

作是改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法用于解决如下非奇异

问题的迭代矩阵:
Ａ^ Ｂｒ

Ｂ∗
ｒ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ^
ｙ^

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｆ
ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.

Ｖ∗
１ Ｑ － １Ｖ１ 是预条件矩阵. 令 λ^ 是 Ｇ^(αꎬω)的

特征值ꎬ [ ｘ^ꎬ ｙ^] Ｔ ∈ Ｃｎ ＋ ｒ 是相应特征向量ꎬ 记

ｘ^∗Ｐｘ^
ｘ^∗ ｘ^

＝ ａ^ ＋ ｂ^ｉꎬｘ^
∗Ｓｘ^
ｘ^∗ ｘ^

＝ ｃ^ｉꎬ
ｘ^∗ＢｒＶ∗

１ Ｑ^ － １Ｖ１Ｂ∗
ｒ ｘ^

ｘ^∗ ｘ^
＝ ｄ^ꎬ

其中 ｉ 是虚数单位ꎬ根据定理 ２ꎬ得到如下收敛

定量.
定理 ３ 　 令 Ａ ＝ Ｐ ＋ ＳꎬＰ 是正定矩阵ꎬＳ 是

Ｓｋｅｗ － Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵ꎬ Ｂ 是秩亏矩阵ꎬ Ｑ 是

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 正定矩阵ꎬ改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法收敛

当且仅当参数 α 和 ω 满足:

α >ｍａｘ ｃ^２ － ａ^２ － ｂ^２

２ａ^ ꎬ０{ }ꎬ

０ < ω < ２ａ^( ａ^２ ＋ ２αａ^ ＋ ｂ^２ － ｃ^２)
ｄ^( ａ^２ ＋ ( ｂ^ － ｃ^) ２)

.

３　 数值算例

取零向量作为初始向量ꎬ当 ｘｋ 满足

ＲＥＳ ＝
‖ｆ － Ａｘｋ － Ｂｙｋ‖２

２ ＋‖ｇ － Ｂ∗ｘｋ‖２
２

‖ｆ‖２
２ ＋‖ｇ‖２

２

< １０ － ６时停止ꎬ所有的实验都在软件 Ｍａｔｌａｂ 上实

现ꎬ迭代主机参数为 Ｉｎｔｅｌ (Ｒ) Ｐｅｎｔｉｕｍ (Ｒ) ＣＰＵ
Ｐ６２００ ＠ ２􀆰 １３ ＧＨｚ 和 ２􀆰 ００ ＧＢ 内存.

为验证改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法的有效性ꎬ选
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取迭代步数( ＩＴ)、占用 ＣＰＵ 时间(ＣＰＵ)和相对

残差(ＲＥＳ)作为比较指标. 选取 Ｕｚａｗａ － ＨＳＳ 方

法和 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法与本文所提方法进行比

较ꎬ 为使迭代步数最少ꎬ经过多次实验选取最优

参数 α 和 ω. 在实际的计算过程中ꎬ选取右边向量

[ ｆꎬｇ] Ｔ∈Ｒ３ｌ２ 使式(３)为非奇异问题ꎬ[ ｆꎬｇ] Ｔ ∈
Ｒ３ｌ２ ＋ ２使式(３)为奇异问题ꎬ且方程组的精确解均

是所有元素为 １ 的向量.
例 １　 考虑非奇异鞍点问题(３)ꎬ系数矩阵为

Ａ ＝
Ｉｌ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉｌ ０

０ Ｉｌ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉｌ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∈Ｒ２ｌ２ ＋ ２ｌ２ꎬ

Ｂ ＝
Ｉｌ⊗Ｆ
Ｆ⊗Ｉｌ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∈Ｒ２ｌ２ × ２ｌ２ .

其中:Ｔ ＝ １
ｈ２ ｔｒｉｄｉａｇ( － １ꎬ２ꎬ１) ＋ １

２ｈ ｔｒｉｄｉａｇ( － １ꎬ０ꎬ

１)∈Ｒｌ × ｌꎻ

Ｆ ＝ １
ｈ ｔｒｉｄｉａｇ( － １ꎬ１ꎬ０)∈Ｒｌ × ｌ . ⊗表示克罗

内克积ꎬｈ ＝ １
ｌ ＋ １是步长.

例 ２　 考虑奇异鞍点问题(３)ꎬ系数矩阵为

Ａ ＝
Ｉｌ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉｌ ０

０ Ｉｌ⊗Ｔ ＋ Ｔ⊗Ｉｌ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∈Ｒ２ｌ２ ＋２ｌ２ꎬ

Ｂ ＝ [ Ｂ^ꎬｂ１ꎬｂ２]∈Ｒ２ｌ２ × ( ｌ２ ＋２) .

其中:Ｂ^ ＝
Ｉｌ⊗Ｆ
Ｆ⊗Ｉｌ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∈Ｒ２ｌ２ × ｌ２ꎻｂ１ ＝ Ｂ^

１
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎻ

ｂ２ ＝ Ｂ^
０
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎻ１ ＝ [１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１] Ｔ∈Ｒ

ｌ２
２ .

　 　 图 １、图 ２ 为例 １、例 ２ 中 Ａ 的特征值分布. 图

１ 和图 ２ 表明ꎬ在控制最优参数的条件下ꎬ改进

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 法的特征值分布接近于零ꎬ随着系

数矩阵 Ａ 的阶数不断增大ꎬ特征值聚集趋势逐渐

减弱ꎬ 但 是 大 部 分 特 征 值 仍 然 保 持 在 区 间

[ － ０􀆰 １ꎬ０􀆰 １]内.

图 １　 例 １ 矩阵 Ａ 的特征值分布
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｄｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ

ｍａｔｒｉｘ Ａ ｅｘａｍｐｌｅｓ １
(ａ)—ｌ ＝ ８ꎻ (ｂ)—ｌ ＝ １６ꎻ (ｃ)—ｌ ＝ ２４ꎻ (ｄ)—ｌ ＝ ３２.

图 ２　 例 ２ 矩阵 Ａ 的特征值分布
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ Ａ ｏｆ

ｅｘａｍｐｌｅｓ ２
(ａ)—ｌ ＝ ８ꎻ (ｂ)—ｌ ＝ １６ꎻ (ｃ)—ｌ ＝ ２４ꎻ (ｄ)—ｌ ＝ ３２.

表 １　 非奇异、奇异鞍点问题的三种迭代方法的数值结果比较
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｌ 方法
非奇异 奇异

α ω ＩＴ /次 ＣＰＵ / ｓ ＲＥＳ × １０７ α ω ＩＴ /次 ＣＰＵ / ｓ ＲＥＳ × １０７

８
Ｎｅｗ Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ８００ ０􀆰 ６ ９７ ０􀆰 ０３９ ５ ８􀆰 ６９ ７００ ０􀆰 ８ ５１ ０􀆰 ０２６ ２ ７􀆰 ５３

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ４５０ １􀆰 ２ １５８ ０􀆰 ０６５ ４ ８􀆰 ９７ ４５０ ０􀆰 ４ １０４ ０􀆰 ３２４ ５ ８􀆰 ９７
Ｕｚａｗａ － ＨＳＳ ７５０ ０􀆰 ５５ １７７ ０􀆰 ０７３ ８ ９􀆰 ４４ ５５０ ０􀆰 ５ １２３ ０􀆰 ５７８ ６ ９􀆰 ２６

１６
Ｎｅｗ Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ５００ １􀆰 ２ １０４ １􀆰 ０６８ ３ ８􀆰 ９０ ５００ １􀆰 ２ ６１ ０􀆰 ５０８ ３ ８􀆰 ４６

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ８５０ １􀆰 ８５ ２１２ ２􀆰 ２９８ ２ ９􀆰 １１ ７５０ ０􀆰 ７ １３５ １􀆰 ８７６ ３ ９􀆰 ２９
Ｕｚａｗａ － ＨＳＳ ６５０ ０􀆰 ５ ２２７ ２􀆰 ９４３ ３ ９􀆰 ５６ ７００ １􀆰 ３５ １５７ ２􀆰 ３４８ ２ ９􀆰 ３３

２４
Ｎｅｗ Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ７４０ ０􀆰 ５５ １１２ ７􀆰 ２４９ ９ ９􀆰 ０１ ６５０ ０􀆰 ８５ ７６ ４􀆰 ７８４ ２ ８􀆰 ８７

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ５００ ０􀆰 ８ ２３５ １７􀆰 ９５２ ５ ９􀆰 ３５ ５５０ ０􀆰 ６５ １６８ ８􀆰 ３４９ ６ ９􀆰 ４７
Ｕｚａｗａ － ＨＳＳ ６００ ０􀆰 ６５ ２７８ ２４􀆰 １１９ ２ ９􀆰 ７６ ８２０ １􀆰 ０ １８３ １０􀆰 ５６３ ７ ９􀆰 ５５

３２
Ｎｅｗ Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ５５０ １􀆰 ５ １３５ ４０􀆰 ５０６ ８ ９􀆰 ２４ ７５０ １􀆰 ０ １０１ ３２􀆰 ３３３ ８ ９􀆰 １３

Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ ７００ １􀆰 ０ ２５４ ６６􀆰 ６３３ ２ ９􀆰 ６７ ４００ ０􀆰 ５５ ２０７ ４０􀆰 ３４９ ３ ９􀆰 ６６
Ｕｚａｗａ － ＨＳＳ ８００ ０􀆰 ７５ ２８０ ８０􀆰 ６７４ ４ ９􀆰 ９５ ４５０ １􀆰 ２５ ２３４ ５３􀆰 ２４２ ９ ９􀆰 ７８

　 　 表 １ 为非奇异、奇异鞍点问题的三种迭代方

法的数值结果比较ꎬ选取 Ｑ ＝ ｔｒｉｄｉａｇ(ＢＴＤ － １Ｂ)ꎬ
其中 Ｄ 是 Ａ 的对角矩阵. 可以看出ꎬ在选择最优

参数时ꎬ三种方法在有限迭代步数内都能达到指
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定的精度ꎬ且都能收敛到各自对应问题的近似解.
但当 Ａ 阶数较大时ꎬＵｚａｗａ －ＨＳＳ 和 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ
方法收敛非常缓慢ꎬ新 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 方法更有效ꎬ
且它的迭代次数和占 ＣＰＵ 的时间最少.

４　 结　 　 语

本文提出了一种改进的 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ 迭代

法ꎬ可以用于求解奇异鞍点问题和非奇异鞍点问

题ꎬ并对所提方法的非奇异鞍点问题收敛性及奇

异鞍点问题半收敛性做了详细分析. 数值算例表

明在时间花费和迭代次数上新改进 Ｕｚａｗａ － ＰＳＳ
迭代法有很大优势.
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ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｎｕｍｅｒｉｃａꎬ２００５ꎬ１４(１):１ － １３７.

[ ２ ]　 Ｂａｉ Ｚ ＺꎬＰａｒｌｅｔｔ Ｂ ＮꎬＷａｎｇ Ｚ Ｑ. Ｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ
ｏｖｅｒ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ[ Ｊ] .
Ｎｕｍｅｒｉｓｃｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋꎬ２００５ꎬ１０２(１):１ － ３８.

[ ３ ]　 Ｓａｎｔｏｓ Ｃ ＨꎬＳｉｌｖａ Ｂ Ｐ ＢꎬＹｕａｎ Ｊ Ｙ. Ｂｌｏｃｋ ＳＯＲ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ
ｒａｎｋ￣ｄｅｆｉｃｉｅｎｔ ｌｅａｓｔ￣ｓｑｕａｒｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ１９９８ꎬ１００:１ － ９.

[ ４ ]　 Ｇｏｌｕｂ Ｇ ＨꎬＷａｔｈｅｎ Ａ Ｊ. Ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ
ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . ＳＩＡＭ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ１９９８ꎬ１９:５３０ － ５３９.

[ ５ ]　 Ｂｒｅｚｚｉ ＦꎬＦｏｒｔｉｎ Ｍ. Ｍｉｘｅｄ ａｎｄ ｈｙｂｒｉｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｍｅｔｈｏｄｓ
[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣Ｖｅｒｌａｇꎬ１９９１.

[ ６ ]　 Ｃａｏ Ｙꎬ Ｙａｏ Ｌ Ｑꎬ Ｊｉａｎｇ Ｍ Ｑꎬ ｅｔ ａｌ. Ａ ｒｅｌａｘｅｄ ＨＳＳ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ ｆｏｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｒｏｍ ｍｅｓｈｆｒｅｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ２０１３ꎬ２１(４):３９８ － ４２１.

[ ７ ]　 Ｌｅｅｍ Ｋ Ｈꎬ Ｏｌｉｖｅｉｒａ Ｓꎬ Ｓｔｅｗａｒｔ Ｄ Ｅ. Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ
( ＡＭＧ ) ｆｏｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｆｒｏｍ ｍｅｓｈｆｒｅｅ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ [ Ｊ ] . Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００４ꎬ１１:２９３ － ３０８.

[ ８ ]　 Ｅｌｍａｎ Ｈ ＣꎬＳｉｌｖｅｓｔｅｒ Ｄ ＪꎬＷａｔｈｅｎ Ａ Ｊ. Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ
ｆａｓｔ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｏｌｖｅｒｓ:ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｕｉｄ
ｄｙｎａｍｉｃｓ[Ｍ] . Ｏｘｆｏｒｄ:Ｏｘｆｏｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ１９８８.

[ ９ ]　 Ｖａｒｇｅ Ｒ Ｓ. Ｍａｔｒｉｘ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ [ Ｍ ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ:
Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ２０００.

[１０] Ｂａｉ Ｚ ＺꎬＧｏｌｕｂ Ｇ ＨꎬＮｇ Ｍ Ｋ. Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ ａｎｄ ｓｋｅｗ￣Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｎｏｎ￣Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓ [ Ｊ ] . ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｍａｔｒｉｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００３ꎬ２４(３):６０３ － ６２６.

[１１] Ａｒｒｏｗ ＫꎬＨｕｒｗｉｃｚ Ｌꎬ Ｕｚａｗａ Ｈ. Ａ ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ[Ｍ] . Ｐａｌｏ Ａｌｔｏ:Ｓｔａｎｆｏｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｐｒｅｓｓꎬ１９５８.

[１２] Ｂｒａｍｂｌｅ Ｊ ＨꎬＰａｓｃｉａｋ Ｊ Ｅꎬ Ｖａｓｓｉｌｅｖ Ａ Ｔ. Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｎｅｘａｃｔ Ｕｚａｗａ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[Ｊ] . ＳＩＡＭ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ１９９７ꎬ３４:１０７２ － １０９２.

[１３] Ｂｒａｍｂｌｅ Ｊ Ｈꎬ Ｐａｓｃｉａｋ Ｊ Ｅꎬ Ｖａｓｓｉｌｅｖ Ａ Ｔ. Ｕｚａｗａ ｔｙｐｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｎｏｎ￣ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ] .
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２０００ꎬ６９:６６７ － ６８９.

[１４] Ｅｌｍａｎ Ｈ ＣꎬＧｏｌｕｂ Ｇ Ｈ. Ｉｎｅｘａｃｔ ａｎｄ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ Ｕｚａｗａ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[ Ｊ] . ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ１９９４ꎬ３１(６):１６４５ － １６６１.

[１５] Ｅｌｍａｎ Ｈ ＣꎬＳｉｌｖｅｓｔｅｒ Ｄ Ｊ. Ｆａｓｔ ｎｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｆｏｒ Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ [ Ｊ ] . ＳＩＡＭ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇꎬ１９９６ꎬ１７:３３ － ４６.

[１６] Ｈｕ ＱꎬＺｏｕ Ｊ. Ｔｗｏ ｎｅｗ ｖａｒｉａｎｔｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｅｘａｃｔ Ｕｚａｗａ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ ] . Ｎｕｍｅｒｉｓｃｈｅ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋꎬ２００２ꎬ９３:３３３ － ３５９.

[１７] Ｃａｏ Ｚ Ｈ. Ｆａｓｔ Ｕｚａｗａ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｌｏｖｉｎｇ ｎｏｎ￣ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ ] . Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｌｉｎｅａｒ
Ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００４ꎬ１１(１):１ － ２４.

[１８] Ｌｉｎ Ｙ ＱꎬＣａｏ Ｙ Ｈ. Ａ ｎｅｗ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｕｚａｗａ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[ Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００６ꎬ１７５:１４３２ － １４５４.

[１９] Ｚｈｏｕ Ｙ ＹꎬＺｈａｎｇ Ｇ Ｆ. Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ
ｉｎｅｘａｃｔ Ｕｚａｗａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
[Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ２００９ꎬ２１５(２):
５９９ － ６０７.

[２０] Ｓｈａｏ Ｘ Ｈꎬ Ｌｉ Ｃ. Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｉｎｅｘａｃｔ Ｕｚａｗａ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｓａｄｄｌｅ
ｐｏｉｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[ Ｊ] . Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ
２０１５ꎬ２６９(１１５):６９１ － ６９８.
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