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考虑弹性支承的旋转凸肩叶片动力学特性分析
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摘　 　 　 要: 利用解析方法对考虑弹性支承的凸肩叶片进行动力学建模ꎬ在解析模型中考虑叶片的旋转效

应、安装角、扭转角以及凸肩位置处截面变化的影响. 利用 ＡＮＳＹＳ 软件建立了相对应的有限元模型ꎬ验证了

所建立的解析模型的有效性. 通过所建立的解析模型和有限元模型ꎬ分析了叶根处支承刚度和凸肩位置对叶

片动力学特性的影响. 研究结果表明:随着叶根处支承刚度的增加ꎬ叶片的固有频率升高ꎬ但支承刚度增加到

一定程度后ꎬ支承刚度的增加不再引起固有频率的升高ꎻ随着凸肩位置至叶尖距离的增加ꎬ叶片的第 １ 阶和第

３ 阶固有频率有升高的趋势ꎬ而第 ２ 阶固有频率则会随之降低. 此外ꎬ采用解析方法能够明显提高计算效率.
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　 　 为了限制叶片强迫振动的振幅ꎬ提高叶片适

应冲击载荷的能力ꎬ以及防止长叶片在流固耦合

作用下产生的自激振动ꎬ一种有效的方法就是在

系统中采用特殊结构ꎬ例如在航空发动机中采用

叶冠、凸肩及缘板阻尼块等结构[１] . 由于凸肩结

构不受温度限制、结构简单有效而得到广泛应用ꎬ
因此ꎬ深入研究凸肩结构对叶片振动的影响规律

具有重要的理论意义和工程应用价值. 洪杰等[２]

基于非线性接触有限元法ꎬ研究分析了凸肩径向

位置对接触状态和风扇叶片振动特性的影响规



　 　

律. 李红影等[３] 应用 Ｄｏｎｎｅｌｌ’ ｓ 简化壳理论建立

了壳板凸肩叶片的非线性振动微分方程ꎬ并考虑

几何非线性、阻尼、凸肩接触面正压力、摩擦力等

因素研究了板壳凸肩叶片的静态和全局动态分

岔. 李健等[４]用薄板 － 弹簧系统模拟组合凸肩叶

片法. 马静敏和任勇生[５] 利用扩展拉格朗日方

程ꎬ建立了翼型截面叶片的自由振动微分方程ꎬ并
通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法求解了不同翼型截面叶片的固

有频率.
在实际工程应用中ꎬ涡轮叶片一般带有一定

的预扭角ꎬ而该预扭角会对叶片的动力学特性产

生一定的影响ꎬ所以越来越多的学者开始在研究

中考虑叶片预扭角的影响[６ － ９] . Ｙｏｏ 等[７] 提出一

种针对带有集中质量点的旋转预扭叶片的建模方

法ꎬ并分析了集中质量点的质量和位置、叶片预扭

角等参数对旋转叶片固有特性的影响.
通常来说ꎬ固定支承是理想的约束条件ꎬ所以

对于具有弹性支承约束的叶片的振动分析更具有

工程意义. Ｃｈｏｉ 和 Ｃｈｏｕ[１０] 分析了在弹性支承条

件下预扭叶片的振动响应ꎬ并提供了一种计算组

合凸肩叶片固有特性的方法. Ｃｈｏｉ 等[１１] 利用微

分求积法研究了考虑旋转效应的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁

的固有特性ꎬＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的边界条件为自由、
简支、弹性支承等不同边界条件的自由组合. 叶茂

等[１２]根据弹性支承点处的协调条件ꎬ基于转换矩

阵法ꎬ给出了两端简支、两端固定、悬臂梁、两端自

由边 界 条 件 下 欧 拉 连 续 梁 的 特 征 方 程.
Ｎａｇｕｌｅｓｗａｒａｎ[１３]研究了在线性变化的轴向力作用

下的欧拉 －伯努利梁横向振动ꎬ给出了横向振动

的振型函数求解方法ꎬ并列举了多种经典边界条

件下的频率方程.
在已发表的文献中ꎬ 很少有解析方法考虑变

截面的扭形旋转凸肩叶片在弹性支承条件下的动

力学特性. 为了弥补这一不足ꎬ本文通过解析方法

建立了能够考虑以上各种效应的动力学模型ꎬ并
利用有限元软件验证了所建立模型的有效性. 在
此基础上分析了支承刚度和凸肩位置对叶片动力

学特性的影响规律.

１　 凸肩叶片动力学模型建立

旋转凸肩叶片如图 １ 所示. 图中ꎬｌ２ 是凸肩的

厚度ꎻｈｓ 是凸肩的宽度ꎻＬꎬｂꎬｈ 分别为叶片的长

度、宽度和高度ꎬＬ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３ . 叶片在弯曲方向

约束弹簧和约束扭簧的刚度分别为 ｋｙꎬｋｒｙꎬ叶片

在摆动方向约束弹簧和约束扭簧的刚度分别为

ｋｚꎬｋｒｚꎬＯｘｙｚ 为叶片叶根处的坐标系. 叶根相对于

叶盘的安装角为 β０ꎬ叶尖处相对于叶根的扭转角

为 βｔꎬ叶片上任意截面相对于叶根处的扭转角为

γ(ｘ)ꎬ则 γ( ｘ) ＝ βｔｘ / Ｌꎬ所以可得叶片上任意截

面相对于叶盘的扭转角为 β(ｘ) ＝ β０ ＋ γ(ｘ) .

图 １　 旋转凸肩叶片示意图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｓｈｒｏｕｄｅｄ ｂｌａｄｅ

凸肩叶片上任意一点的位置在相对于叶盘的整

体坐标系中的表达式见式(１)ꎬ其中ꎬｕꎬｖꎬｗ 分别为

凸肩叶片上任意一点在径向、弯曲、摆动方向的变

形ꎻ φꎬϕ 分别为叶片弯曲方向和摆动方向的转角ꎻ
θ 是叶片绕旋转轴旋转的角位移ꎻＲｄ 为叶盘半径.
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　 　 进而可得凸肩叶片总的动能:

Ｔ ＝ １
２ ∫ ｒ̇２ｄｍ ＝ １

２ ∫
Ｌ

０
ｒ̇２ρＡ(ｘ)ｄｘ . (２)

式中 ｍ 和 ρ 分别是凸肩叶片质量和密度ꎻＡ(ｘ)是
凸肩叶片的截面面积:

Ａ(ｘ) ＝

Ａ１ ＝ ｂｈꎬ ０ < ｘ < ｌ１ꎻ
Ａ２ ＝ ｂｈｓꎬ ｌ１ < ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ
Ａ３ ＝ ｂｈꎬ ｌ１ ＋ ｌ２ < ｘ < Ｌ.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

考虑凸肩叶片在旋转过程中的离心刚化效

应ꎬ并考虑叶片由于剪切变形产生的剪切应变能ꎬ
以及约束弹簧和约束扭簧的弹性势能ꎬ凸肩叶片

的整体势能如式(４)所示[１４]ꎬ其中ꎬＥꎬＧ 分别为

弹性模量和剪切模量ꎻκｙ 和 κｚ 分别是叶片对 ｙ 和

ｚ 的剪切系数ꎻ符号( ′)表示一阶偏导. 叶片所受

离心力 ｆｃ(ｘ)如式(５)所示ꎬ式中 ρ 是叶片材料密

度ꎬω 为气动载荷圆频率.

Ｖ ＝ １
２ Ｅ∫Ｌ

０
(Ａ(ｘ)[ｕ′( ｔꎬｘ)] ２ ＋ { Ｉｚ(ｘ)ｃｏｓ２[γ(ｘ)] ＋ Ｉｙ(ｘ)ｓｉｎ２[γ(ｘ)]}[φ′( ｔꎬｘ)] ２ ＋ { Ｉｙ(ｘ) －

Ｉｚ(ｘ)}ｓｉｎ[２γ(ｘ)]φ′( ｔꎬｘ)ϕ′( ｔꎬｘ) ＋ { Ｉｙ(ｘ)ｃｏｓ２[γ(ｘ)] ＋ Ｉｚ(ｘ)ｓｉｎ２[γ(ｘ)]}[ϕ′( ｔꎬｘ)] ２)ｄｘ ＋
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１
２ Ｇ∫Ｌ

０
κｙＡ(ｘ)[ｖ′( ｔꎬｘ) － φ( ｔꎬｘ)] ２ｄｘ ＋ １

２ Ｇ∫Ｌ
０
κｚＡ(ｘ)[ｗ′( ｔꎬｘ) ＋ ϕ( ｔꎬｘ)] ２ｄｘ ＋

１
２ ｋｒｚφ２( ｔꎬｘ) ｜ ｘ ＝０ ＋ １

２ ｋｒｙϕ２( ｔꎬｘ) ｜ ｘ ＝０ ＋ １
２ ｋｙｖ２( ｔꎬｘ) ｜ ｘ ＝０ ＋ １

２ ｋｚｗ２( ｔꎬｘ) ｜ ｘ ＝０ . (４)

ｆｃ(ｘ) ＝

ρＡ３ω２∫Ｌ
ｌ１＋ｌ２

(Ｒｄ ＋ ｘ)ｄｘ ＋ ρＡ２ω２∫ｌ１＋ｌ２
ｌ１

(Ｒｄ ＋ ｘ)ｄｘ＋１
２ ρＡ１ω２( ｌ２１＋２Ｒｄ ｌ１－２Ｒｄｘ－ｘ２)ꎬ０ ≤ ｘ < ｌ１ꎻ

ρＡ３ω２∫Ｌ
ｌ１＋ｌ２

(Ｒｄ ＋ ｘ)ｄｘ ＋ １
２ ρＡ２ω２[( ｌ１＋ｌ２) ２ ＋ ２Ｒｄ( ｌ１＋ｌ２) － ２Ｒｄｘ － ｘ２]ꎬｌ１ ≤ ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ

１
２ ρＡ３ω２(Ｌ２ ＋ ２ＲｄＬ － ２Ｒｄｘ － ｘ２)ꎬｌ１ ＋ ｌ２ ≤ ｘ < Ｌ . 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(５)
　 　 叶片截面绕 ｙ 轴的截面惯性矩 Ｉｙ(ｘ)ꎬ叶片截

面绕 ｚ 轴的截面惯性矩 Ｉｚ(ｘ)的表达式如下:

Ｉｙ(ｘ) ＝

１
１２ｈｂ

３ꎬ ０ < ｘ < ｌ１ꎻ

１
１２ｈｓｂ３ꎬ ｌ１ < ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ

１
１２ｈｂ

３ꎬ ｌ１ ＋ ｌ２ < ｘ < Ｌ.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(６ａ)

Ｉｚ(ｘ) ＝

１
１２ｂｈ

３ꎬ ０ < ｘ < ｌ１ꎻ

１
１２ｂｈ

３
ｓꎬ ｌ１ < ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ

１
１２ｂｈ

３ꎬ ｌ１ ＋ ｌ２ < ｘ < Ｌ.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(６ｂ)

作用在凸肩叶片上的外力所做的功 Ｗｎｏｎ为

Ｗｎｏｎ ＝ ∫Ｌ
０
Ｆｅｖｄｘ . (７)

式中 Ｆｅ 是凸肩叶片所受的气动载荷ꎬ是沿 ｙ 方向

的均布载荷:
Ｆｅ ＝ Ｆ０ｓｉｎ(ｋｅωｔ) . (８)

式中:Ｆ０ 是气动载荷的幅值ꎻｋｅ 是静子叶片数ꎬ本
文 ｋｅ ＝ ３０ꎻω 是气动载荷的圆频率ꎬ与转速的关系

为 ω ＝ ２πΩ / ６０.
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量方程:

δ∫ｔ２
ｔ１
(Ｔ － Ｖ ＋ Ｗｎｏｎ)ｄｔ ＝ ０ ꎬ

可得到凸肩叶片的运动方程.
由于凸肩叶片运动方程是时变非线性耦合微

分方程ꎬ在直接求解过程中不易得到精确的解析

解. 在这种情况下ꎬ常用方法是将连续方程进行离

散化处理ꎬ以此求解得到方程的近似解. 本文采用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对运动微分方程进行离散化处理.
根据凸肩叶片截面的变化ꎬ可将凸肩叶片分

为三段等截面梁ꎬ三段叶片在弯曲方向的振型函

数可假设为式(９)形式. 此外ꎬ由于梁的连续性ꎬ
梁的第 ｉ 段和第 ｉ ＋ １ 段在连接点处的位移、转角、
弯矩、剪力均相等ꎬ所以可得到边界条件如式

(１０)所示[１５] . 将式(９)代入式(１０)可得:Ｐ ｉＮｉ ＝
Ｐ ｉ ＋ １Ｎｉ ＋ １ꎬ其中ꎬＮｉ 和 Ｎｉ ＋ １是振型函数中的待定系

数ꎬＮｉ ＝ [Ａ ｉꎬ Ｂ ｉꎬ Ｃｉꎬ Ｄｉ] ＴꎬＮｉ ＋ １ ＝ [Ａ ｉ ＋ １ꎬ Ｂ ｉ ＋ １ꎬ
Ｃｉ ＋ １ꎬ Ｄｉ ＋ １] ＴꎬＰ ｉ 和 Ｐ ｉ ＋ １的表达式见式(１１) .

Ｙ１(ｘ) ＝ Ａ１ｓｉｎ β１ｘ ＋ Ｂ１ｃｏｓ β１ｘ ＋ Ｃ１ｓｉｎｈ β１ｘ ＋Ｄ１ｃｏｓｈ β１ｘꎻ
Ｙ２(ｘ) ＝ Ａ２ｓｉｎ β２ｘ ＋ Ｂ２ｃｏｓ β２ｘ ＋ Ｃ２ｓｉｎｈ β２ｘ ＋Ｄ２ｃｏｓｈ β２ｘꎻ
Ｙ３(ｘ) ＝ Ａ３ｓｉｎ β３ｘ ＋ Ｂ３ｃｏｓ β３ｘ ＋ Ｃ３ｓｉｎｈ β３ｘ ＋Ｄ３ｃｏｓｈ β３ｘ.

ü

þ

ý

ïï

ïï
(９)

Ｙｉ( ｌｉ) ＝ Ｙｉ ＋ １(０)ꎬＹ′ｉ ( ｌｉ) ＝ Ｙ′ｉ ＋ １(０)ꎬＥＩｚｉＹ″ｉ ( ｌｉ) ＝ ＥＩｚｉ ＋ １
Ｙ″ｉ ＋ １(０)ꎬＥＩｚｉＹ″ｉ ( ｌｉ) ＝ ＥＩｚｉ ＋ １

Ｙ‴ｉ ＋ １(０) . (１０)

Ｐ ｉ ＝

ｓｉｎ βｉ ｌｉ ｃｏｓ βｉ ｌｉ ｓｉｎｈ βｉ ｌｉ ｃｏｓｈ βｉ ｌｉ
βｉｃｏｓ βｉ ｌｉ － βｉｓｉｎ βｉ ｌｉ βｉｃｏｓｈ βｉ ｌｉ βｉｓｉｎｈ βｉ ｌｉ

－ Ｅｚｉβ
２
ｉ ｓｉｎ βｉ ｌｉ － Ｅｚｉβ

２
ｉ ｃｏｓ βｉ ｌｉ Ｅｚｉβ

２
ｉ ｓｉｎｈ βｉ ｌｉ Ｅｚｉβ

２
ｉ ｃｏｓｈ βｉ ｌｉ

－ Ｅｚｉβ
３
ｉ ｃｏｓ βｉ ｌｉ Ｅｚｉβ

３
ｉ ｓｉｎ βｉ ｌｉ Ｅｚｉβ

３
ｉ ｃｏｓｈ βｉ ｌｉ Ｅｚｉβ

３
ｉ ｓｉｎｈ βｉ ｌｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

Ｐ ｉ ＋ １ ＝

０ １ ０ １
βｉ ＋ １ ０ βｉ ＋ １ βｉ ＋ １

０ － ＥＩｚｉ ＋ １
β２
ｉ ＋ １ ０ ＥＩｚｉ ＋ １

β２
ｉ ＋ １

－ ＥＩｚｉ ＋ １
β３
ｉ ＋ １ ０ ＥＩｚｉ ＋ １

β３
ｉ ＋ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１１)

　 　 由此可得相邻两段梁振型函数系数之间的 关系:
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Ｎｉ ＋ １ ＝ Ｐ － １
ｉ ＋ １Ｐ ｉＮｉ ＝ Ｚ ｉＮｉ . (１２)

变截面梁作为一个连续体ꎬ其三段梁的固有

频率是相等的ꎬ故有以下关系式:

ω∗ ＝ β２
１

ＥＩｚ １
ρＡ１

＝ β２
２

ＥＩｚ２
ρＡ２

＝ β２
３

ＥＩｚ３
ρＡ３

. (１３)

为了使计算简便ꎬ在每一段梁上将 ｘ 作变量

代换为( ｌｉ － ｘ)ꎬ根据弹性支承梁的边界条件可得

式(１４) . 其中ꎬ由前两个条件可得:Ａ１ ＝ Ｃ１ꎬＢ１ ＝
Ｄ１ . 由后两个条件可得 ΛＮ３ ＝ ΛＺ２Ｚ１ ＝ Ｑ ＝ ０ꎬ其
中 Λ 的表达式如式(１５)所示.

ｄ２Ｙ３(０)
ｄｘ２ ＝ ０ꎬ

ｄ３Ｙ３(０)
ｄｘ３ ＝ ０ꎬＥＩｚ１

ｄ２Ｙ１( ｌ１)
ｄｘ２ ＝ － ｋｒｙ

ｄＹ１( ｌ１)
ｄｘ ꎬＥＩｚ１

ｄ３Ｙ１( ｌ１)
ｄｘ３ ＝ ｋｙＹ１( ｌ１) . (１４)

Λ ＝

ｋｒｙｃｏｓ β１ ｌ１ － ＥＩｚ１ β１ｓｉｎ β１ ｌ１ － ｋｓｉｎ β１ ｌ１ － ＥＩｚ１ β
３
１ｃｏｓ β１ ｌ１

－ ｋｒｙｓｉｎ β１ ｌ１ － ＥＩｚ１ β１ｃｏｓ β１ ｌ１ － ｋｃｏｓ β１ ｌ１ ＋ ＥＩｚ１ β
３
１ｓｉｎ β１ ｌ１

ｋｒｙｃｏｓｈ β１ ｌ１ ＋ ＥＩｚ１ β１ｓｉｎｈ β１ ｌ１ － ｋｓｉｎｈ β１ ｌ１ ＋ ＥＩｚ１ β
３
１ｃｏｓｈ β１ ｌ１

ｋｒｙｓｉｎｈ β１ ｌ１ ＋ ＥＩｚ１ β１ｃｏｓｈ β１ ｌ１ － ｋｃｏｓｈ β１ ｌ１ ＋ ＥＩｚ１ β
３
１ｓｉｎｈ β１ ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

. (１５)

　 　 由以上分析可得

Ｑ１１ ＋Ｑ１３ Ｑ１２ ＋Ｑ１４

Ｑ２１ ＋Ｑ２３ Ｑ２２ ＋Ｑ２４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ１

Ｂ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０. (１６)

其中ꎬＱ１１ꎬ􀆺ꎬＱ２４ 是矩阵 Ｑ 中各元素的值. 由于

Ａ１ꎬＢ１ 存在非零解ꎬ所以其系数行列式等于 ０ꎬ即

ｄｅｔ
Ｑ１１ ＋Ｑ１３ Ｑ１２ ＋Ｑ１４

Ｑ２１ ＋Ｑ２３ Ｑ２２ ＋Ｑ２４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０. (１７)

为了得到变截面梁的振型函数ꎬ令 Ａ１ ＝ １ꎻ根
据三段振型函数系数之间的递推关系ꎬ可得到变

截面梁每一段的振型函数. 利用同样的方法可求

得凸肩叶片在摆动方向的振型函数.
利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对凸肩叶片的运动方程进

行离散化处理ꎬ引入正则坐标 Ｕｉ ( ｔ)ꎬ Ｖ ｉ ( ｔ)ꎬ
Ｗｉ( ｔ)ꎬΨｉ( ｔ)和 Φｉ( ｔ)ꎬ将凸肩叶片的径向、弯曲

方向、摆动方向、弯曲转角ꎬ以及摆动转角方向位

移写为

ｕ(ｘꎬｔ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ϕ１ｉ(ｘ)Ｕｉ( ｔ)ꎬ

ｖ(ｘꎬｔ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ϕ２ｉ(ｘ)Ｖ ｉ( ｔ)ꎬ

ｗ(ｘꎬｔ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ϕ３ｉ(ｘ)Ｗｉ( ｔ)ꎬ

ϕ(ｘꎬｔ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ϕ４ｉ(ｘ)ψｉ( ｔ)ꎬ

ϕ(ｘꎬｔ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ϕ５ｉ(ｘ)Φｉ( ｔ) .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１８)

式中ꎬϕ１ｉ(ｘ)ꎬϕ２ｉ(ｘ)ꎬϕ３ｉ(ｘ)ꎬϕ４ｉ(ｘ)和 ϕ５ｉ(ｘ)分
别是凸肩叶片的径向、弯曲方向、摆动方向、弯曲

转角及摆动转角方向的振型函数:

ϕ１ｉ(ｘ) ＝ ｓｉｎ ２ｉ － １
２

πｘ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷.

ϕ２ｉ(ｘ) ＝
Ｙｙ１(ｘ)ꎬ０ < ｘ < ｌ１ꎻ
Ｙｙ２(ｘ)ꎬｌ１ < ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ
Ｙｙ３(ｘ)ꎬｌ１ ＋ ｌ２ < ｘ < Ｌ.

ì

î

í

ïï

ïï

ϕ３ｉ(ｘ) ＝
Ｙｚ１(ｘ)ꎬ０ < ｘ < ｌ１ꎻ
Ｙｚ２(ｘ)ꎬｌ１ < ｘ < ｌ１ ＋ ｌ２ꎻ
Ｙｚ３(ｘ)ꎬｌ１ ＋ ｌ２ < ｘ < Ｌ.

ì

î

í

ïï

ïï

ϕ４ｉ(ｘ) ＝
ϕ′２ｉ(ｘ)
ｉπ .

ϕ５ｉ(ｘ) ＝
ϕ′３ｉ(ｘ)
ｉπ .

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１９)

将式(１８)和式(１９)代入到凸肩叶片运动方

程中ꎬ并将其写成矩阵形式:
Ｍｑ̈ ＋ (Ｇ ＋Ｄ) ｑ̇ ＋ (Ｋｅ ＋ Ｋｃ ＋ Ｋｓ ＋ Ｋａｃｃ ＋
Ｋｔ)ｑ ＝ Ｆ. (２０)

式中ꎬＭꎬＧꎬＤꎬＫｅꎬＫｃꎬＫｓꎬＫａｃｃꎬＫｔꎬｑ 和 Ｆ 分别是

质量矩阵、科氏力矩阵、瑞利阻尼矩阵、结构刚度

矩阵、离心刚化矩阵、旋转软化矩阵、加速度导致

的刚度矩阵、弹簧刚度矩阵以及正则坐标系下的

位移向量和外激振力向量. 其中瑞丽阻尼矩阵的

表达式如下:
Ｄ ＝ αＭ ＋ βＫ. (２１)

其中ꎬα ＝
４πｆｎ１ｆｎ２(ｆｎ１ξ２ － ｆｎ２ξ１)

(ｆ ２
ｎ１ － ｆ ２

ｎ２)
ꎬβ ＝

ｆｎ２ξ２ － ｆｎ１ξ１
π(ｆ ２

ｎ２ － ｆ ２
ｎ１)

.

式中:ｆｎ１和 ｆｎ２ 表示凸肩叶片的前两阶固有频率ꎬ
ξ１ 和 ξ２ 是对应的模态阻尼比ꎬ本文中分别取为

０􀆰 ０２ 和 ０􀆰 ０４.

２　 凸肩叶片动力学特性分析

基于上文所建立的解析模型和有限元软件ꎬ
本节讨论凸肩叶片叶根处的支承刚度和凸肩位置
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对旋转凸肩叶片固有特性的影响. 在利用有限元

软件 ＡＮＳＹＳ 所建立的模型中ꎬ采用 Ｂｅａｍ１８８ 单

元模拟凸肩叶片ꎬＣｏｍｂｉｎ１４ 单元模拟叶片弹性支

承. 凸肩叶片有限元模型如图 ２ 所示.

图 ２　 凸肩叶片有限元模型
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｒｏｕｄｅｄ ｂｌａｄｅ

２􀆰 １　 支承刚度的影响

叶片振动过程中以弯曲方向的振动为主ꎬ因
此摆动方向弹簧和扭簧刚度取固定值ꎬ分析弯曲

方向弹簧和扭簧刚度取不同值时凸肩叶片的固有

特性.
取摆动方向弹簧刚度 ｋｚ ＝ ２ × １０８Ｎ / ｍꎬ扭簧

刚度 ｋｒｚ ＝ ２ × １０７ Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄꎬ凸肩叶片的安装角

β０ ＝ ３０°ꎬ扭转角 βｔ ＝ １０°. 在弯曲方向上不同支承

刚度条件下解析模型与有限元模型的动频曲线如

图 ３ 所示ꎬ其中ꎬ当弹簧刚度 ｋｙ ＝ ２ × １０６ Ｎ / ｍꎬ扭
簧刚度 ｋｒｙ ＝ ２ × １０５ Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ 时ꎬ前两阶频率为叶

片的弯曲频率ꎬ第 ３ 阶频率为叶片的摆动频率ꎻ在
其他刚度条件下ꎬ第 １ 阶和第 ３ 阶频率是叶片的

弯曲频率ꎬ第 ２ 阶频率是叶片的摆动频率. 各阶动

频的最大误差如表 １ 所示. 不同支承刚度下解析

模型与有限元模型在叶尖位置处 ｙ 方向的谐响应

曲线如图 ４ 所示.
由图 ３ 和图 ４ 可以看出ꎬ随着叶根处支承刚

度的增加ꎬ凸肩叶片的各阶固有频率均增加ꎬ从而

导致了凸肩叶片的共振峰向右偏移且共振幅值降

低. 但当支承刚度增加到一定值时ꎬ叶根处支承刚

度的增加对叶片固有频率的影响不再明显ꎬ这是

因为当支承刚度增加到一定程度之后ꎬ叶根处即

相当于固支约束ꎬ所以支承刚度继续增加几乎不

影响凸肩叶片的固有频率ꎬ即当支承刚度足够大

之后ꎬ谐响应曲线几乎重合.
此外ꎬ为了比较解析法和有限元法的计算效

率ꎬ记录了两种方法在计算 ｋｙ ＝ ２ × １０６ Ｎ / ｍꎬ
ｋｒｙ ＝ ２ × １０５ Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ 时的计算时间. 其中ꎬ在计

算固有频率时ꎬ解析法耗时 １０􀆰 ５６ ｓꎬ有限元法耗

时 ８２􀆰 ００ ｓꎻ在计算谐响应时ꎬ解析法耗时 １２􀆰 ９４ ｓꎬ
有限元法耗时 １８２􀆰 １２ ｓ. 由此可以看出ꎬ解析方法

的计算效率有明显优势ꎬ尤其是谐响应的计算.

图 ３　 不同支承刚度下的动频曲线
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｐｐｏｒｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

表 １　 不同支承刚度下动频最大误差
Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｔ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｐｐｏｒｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ％
支承刚度 １ 阶 ２ 阶 ３ 阶

ｋｙ ＝ ２ × １０６Ｎ / ｍꎬ
ｋｒｙ ＝ ２ × １０５Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ

０􀆰 ５１ ０􀆰 １１ ０􀆰 ６６

ｋｙ ＝ ２ × １０７Ｎ / ｍꎬ
ｋｒｙ ＝ ２ × １０６Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ

０􀆰 ５５ ０􀆰 ４８ ０􀆰 ５１

ｋｙ ＝ ２ × １０８Ｎ / ｍꎬ
ｋｒｙ ＝ ２ × １０７Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ

０􀆰 ０９ ０􀆰 ５８ ０􀆰 ５１

ｋｙ ＝ ２ × １０１０Ｎ / ｍꎬ
ｋｒｙ ＝ ２ × １０９Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄ

０􀆰 １２ ０􀆰 ５８ ０􀆰 ５１
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图 ４　 不同支承刚度下的谐响应曲线
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｐｐｏｒｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

２􀆰 ２　 凸肩位置的影响

摆动方向支承刚度、安装角、扭转角等参数与

上节相同ꎬ取弯曲方向弹簧刚度 ｋｙ ＝ ２ × １０６Ｎ / ｍꎬ
扭簧刚度 ｋｒｙ ＝ ２ × １０５Ｎ􀅰ｍ / ｒａｄꎬ改变凸肩位置ꎬ比
较其对叶片固有频率的影响. 以 ｌ 表示凸肩中心

位置距叶尖的距离ꎬ在不同凸肩位置下解析模型

与有限元模型的动频曲线如图 ５ 所示ꎬ各阶动频

的最大误差如表 ２ 所示. 不同凸肩位置下解析模

型与有限元模型在叶尖位置处 ｙ 方向的谐响应曲

线如图 ６ 所示.
由图 ５ 和图 ６ 可以看出ꎬ随着 ｌ 的增加ꎬ第 １

阶固有频率和第 ３ 阶固有频率均随之增加ꎬ其中ꎬ
第 １ 阶固有频率和第 ３ 阶固有频率分别是叶片的

第 １ 阶弯曲频率和第 １ 阶摆动频率. 叶片的第 ２
阶固有频率是叶片的第 ２ 阶弯曲频率ꎬ并且叶片

的第 ２ 阶固有频率会随 ｌ 的增加而减小. 由于在

谐响应所取的转速范围内只激发出了凸肩叶片的

第 １ 阶固有频率ꎬ所以随 ｌ 的增加ꎬ共振转速有一

定程度的增加ꎬ并且共振幅值有一定程度的降低.
表 ２　 不同凸肩位置下动频最大误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈｏｕｌｄｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ％

距离 １ 阶 ２ 阶 ３ 阶

ｌ ＝ Ｌ / ４ ０􀆰 ５７ ０􀆰 １７ ０􀆰 ５６

ｌ ＝ Ｌ / ２ ０􀆰 ５１ ０􀆰 １１ ０􀆰 ６６

ｌ ＝ ３Ｌ / ４ ０􀆰 ４４ ０􀆰 １６ ０􀆰 ８５

图 ５　 不同凸肩位置下的动频曲线
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈｏｕｌｄｅｒ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

图 ６　 不同凸肩位置下的谐响应曲线
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈｏｕｌｄｅｒ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
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３　 结　 　 论

考虑 叶 片 在 叶 根 处 的 弹 性 支 承ꎬ 利 用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量原理和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法建立了凸肩叶

片的解析模型ꎬ在所建立的模型中考虑叶片的旋

转效应以及叶片的安装角和扭转角的影响. 利用

ＡＮＳＹＳ 软件建立了相对应的有限元模型ꎬ验证了

所建立解析模型的有效性ꎬ并分析了叶根处支承

刚度和凸肩位置对叶片动力学特性的影响规律ꎬ
得到如下结论:

１) 随着叶根处支承刚度的增加ꎬ凸肩叶片的

各阶固有频率均随之增加ꎬ由此导致了叶片共振

转速的增加和共振幅值的降低. 但是当支承刚度

接近于固支刚度时ꎬ支承刚度的增加对叶片固有

频率的影响变得不再明显.
２) 随着凸肩位置距叶尖处距离的增加ꎬ叶片

的第 １ 阶弯曲频率和第 １ 阶摆动频率均有增加的

趋势.
３) 本文所建立的解析模型不仅在求解精度

上与有限元模型接近ꎬ并且在求解效率上相对于

有限元模型有明显的优势.
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