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区间多目标粒子群优化算法及其应用

关守平ꎬ 邹立夫ꎬ 张菁菁
(东北大学 信息科学与工程学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 提出了一种区间多目标粒子群优化( ＩＭＯＰＳＯ)算法ꎬ用于解决多目标下区间变量的优化问题.
基于区间可信度定义两个区间解的占优关系ꎬ通过归一化方法和区间拥挤度距离对 Ｐａｒｅｔｏ 最优解排序ꎬ并设

立归档机制ꎬ利用外部存储器保存 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集. 针对有界误差系统的建模问题ꎬ提出了基于 ＩＭＯＰＳＯ 算

法训练区间神经网络( ＩＮＮ)模型参数的建模方法ꎬ解决了误差界已知和误差界未知两种情况下的有界误差系

统建模问题. 最后ꎬ以一阶不确定系统为例ꎬ利用所提算法进行了建模仿真ꎬ验证了建模方法的有效性.
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　 　 在文献 [１] 中对区间单目标粒子群优化

( ｉｎｔｅｒｖａｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｎｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬＩＰＳＯ)算法

如何优化区间神经网络( ｉｎｔｅｒｖａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋꎬ
ＩＮＮ)参数的问题进行了研究ꎬ但是在对许多复杂

区间控制系统的建模与优化中ꎬＩＰＳＯ 算法无法满

足实际需求. 近年来ꎬ多目标优化算法受到了广泛

关注ꎬ其中群体智能算法最为著名. 群体智能算法

是通过模拟自然生物群落的智能行为而产生的算

法ꎬ并在区间多目标优化问题中得到了一定程度

的应用[２ － ３] . 目前对于区间多目标优化的研究主

要是针对目标函数中包含区间参数的多目标问

题ꎬ而本文针对以决策变量为区间数的多目标优

化问题ꎬ提出了一种区间多目标粒子群优化算法

(ｉｎｔｅｒｖａｌ ｍｕｌｔｉ￣ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ
ＩＭＯＰＳＯ).其中关键问题是如何定义基于区间的

Ｐａｒｅｔｏ 占优关系比较不同进化个体的性能. 为此ꎬ
本文给出了区间可信度、区间拥挤度距离等相关

定义ꎬ利用外部存储器对 Ｐａｒｅｔｏ 最优解进行存储

和排序. 通过选取的多个测试函数ꎬ验证了本算法

的有效性.



　 　

未知但有界(ｕｎｋｎｏｗｎ ｂｕｔ ｂｏｕｎｄｅｄꎬＵＢＢ)误
差建模问题[４]一直是控制领域研究的重要方向.
ＵＢＢ 误差建模问题存在两种情况:第一种是误差

界未知(用 ＵＢＢ －Ｕ 表示)ꎬ系统的实际输出为在

一定范围内波动的点值ꎬ没有明确的界限ꎻ第二种

是误差界已知(用 ＵＢＢ －Ｎ 表示)ꎬ系统的实际输

出为区间值. 现有的 ＵＢＢ 求解方法都是针对

ＵＢＢ －Ｎ 情况ꎬ对于 ＵＢＢ － Ｕ 的相关研究较少.
求解 ＵＢＢ －Ｎ 问题的方法目前有凸多面体法[５]、
最小二乘法[６]、区间分析集逆算法[７] (如 ＳＩＶＩＡ)
等ꎬ上述方法的一个共性问题是需要已知系统的

模型结构ꎬ但在实际工程中ꎬ往往只能得到不确定

系统的输入输出数据ꎬ而很难确定其结构ꎬ对于非

线性系统更是如此. 针对该问题ꎬ本文提出了基于

ＩＮＮ 的 ＵＢＢ 问题建模方法. 由于神经网络一直以

来在复杂系统建模方面表现出优良的性能[８]ꎬ因此

利用由区间理论与神经网络结合成的 ＩＮＮ[９ － １０]

模型能有效解决不确定信息的建模问题.
现有的神经网络大都是基于梯度下降法进行

学习的ꎬ这种方法常常会陷入局部最优[１１]ꎬ该问

题同样存在于 ＩＮＮ 中. 故本文针对 ＵＢＢ － Ｕ 和

ＵＢＢ －Ｎ 两种情况ꎬ定义了相应的多目标函数ꎬ采
用 ＩＭＯＰＳＯ 算法对 ＩＮＮ 模型参数进行训练ꎬ从而

得到不确定性系统的 ＩＮＮ 模型ꎬ用于预报、控制

和优化等应用.

１　 预备知识

１􀆰 １　 区间分析

１９６６ 年ꎬ美国数学家 Ｍｏｏｒｅ 第一次系统提出

了区间分析理论[１２]ꎬ从此开启了区间分析的研究

热潮. 有区间数如 Ａ ＝ [ ａꎬ􀭵ａ]ꎬ其中 ａꎬ􀭵ａ∈Ｒꎬ且
ａ≤􀭵ａ. 当 ａ ＝ 􀭵ａ 时ꎬＡ 退化为点ꎬ成为退化区间ꎬ所
以点可以认为是区间数的一种特例. 在本文中ꎬ小
写的字母如 ａꎬｂ 表示实数ꎬ大写的字母如 ＡꎬＢ 表

示区间数ꎬ小写字母加粗如 ａꎬｂ 表示实数向量或

矩阵ꎬ加粗的大写字母如 ＡꎬＢ 代表区间向量或矩

阵. 本文的区间关系按照文献[１３]中的区间运算

法则计算.
１􀆰 ２　 ＩＰＳＯ 算法

粒子 群 优 化 ( ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ
ＰＳＯ)算法是 Ｋｅｎｎｅｄｙ 等[１４]提出的一种智能优化

算法. ＩＰＳＯ[１]与常规 ＰＳＯ 的区别主要在优劣粒子

的比较方法和迭代公式的计算方法.
１) 优劣粒子的比较. ＩＰＳＯ 算法在评价粒子

优劣时使用的是区间适应度ꎬ此时简单地通过点

值来判断粒子优劣的方法将不再适用. 因此ꎬ给出

区间可信度定义:
定义 １　 考虑区间 Ａ ＝ [ａꎬ􀭵ａ] 和 Ｂ ＝ [ｂꎬ􀭵ｂ]ꎬ

Ｃ 是 Ａ 和 Ｂ 的极大区间ꎬＣ ＝ [ ｃꎬ􀭰ｃ]ꎬ其中 􀭰ｃ ＝
ｍａｘ{􀭵ａꎬ􀭵ｂ}ꎬｃ ＝ｍａｘ{ａꎬｂꎬ􀭵ａꎬ􀭵ｂ ＼􀭰ｃ}表示除去 􀭰ｃ 以外

的从{ａꎬｂꎬ􀭵ａꎬ􀭵ｂ}选择最大值. 则区间 Ａ 大于等于

区间 Ｂ 的可信度 Ｐ(Ａ≥Ｂ)为

Ｐ(Ａ≥Ｂ) ＝ ｄ(ＢꎬＣ)
ｄ(ＡꎬＣ) ＋ ｄ(ＢꎬＣ) . (１)

其中ꎬ ｄ(ＡꎬＣ) ＝ ｍａｘ{ ｜ ａ － ｃ ｜ ꎬ ｜ 􀭵ａ － 􀭰ｃ ｜ }ꎬ代表区

间 Ａ 和区间 Ｃ 的距离.
２) 迭代公式. 严格采用区间减法更新粒子位

置信息时ꎬ会破坏粒子的跟踪性ꎬ文献[１５]提出

了一种趋势减法ꎬ保证了粒子的趋向性ꎬ其定义为

定义 ２　 对于区间 Ａ ＝ [ａꎬ􀭵ａ]ꎬＢ ＝ [ｂꎬ􀭵ｂ]ꎬ有
Ａ － － Ｂ ＝ [ａ － ｂꎬ􀭵ａ －􀭵ｂ] . (２)

则称上述运算为趋势减法ꎬ用符号“ － － ”表示.
综上ꎬ区间粒子的速度及位置更新公式为

Ｘｋ ＋ １
ｉｄ ＝ Ｘｋ

ｉｄ ＋ Ｖｋ ＋ １
ｉｄ ꎬ (３)

Ｖｋ ＋ １
ｉｄ ＝ｗＶｋ

ｉｄ＋ｃ１ξ(Ｐｋ
ｉｄ－－ Ｘｋ

ｉｄ)＋ｃ２η(Ｐｋ
ｇｄ－－ Ｘｋ

ｉｄ) . (４)
式中:Ｘｋ ＋ １

ｉｄ 表示粒子群在第 ｋ 次迭代过程中第 ｉ
个粒子的位置ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＧꎬＧ 为最大迭代次

数ꎬｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｍꎬｍ 为种群规模ꎻＶｋ ＋ １
ｉｄ 为粒子群在

第 ｋ 次迭代过程中第 ｉ 个粒子的速度ꎻＰｋ
ｉｄ表示在

第 ｋ 次迭代过程中第 ｉ 个粒子的历史最优位置ꎻ
Ｐｋ

ｇｄ表示当前种群在第 ｋ 次迭代中的全局最优位

置. 粒子群算法的惯性系数为 ｗꎬ学习因子 ｃ１ꎬｃ２ꎬ
ξ 和 η 为[０ꎬ１]范围内的均匀随机数.

２　 区间多目标粒子群优化算法

区间多目标优化问题的数学模型为

ｍｉｎＦ(ＸꎬＣ) ＝ (Ｆ１(ＸꎬＣ)ꎬＦ２(ＸꎬＣ)ꎬ􀆺ꎬ

　 　 　 　 Ｆｑ(ＸꎬＣ)) Ｔꎬ

ｓ. ｔ. 　 Ｘ∈Ｓ⊂ＩＲｎ .

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(５)

其中:Ｆ ｉ (ＸꎬＣ) ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ)为第 ｉ 个目标函

数ꎬ该函数值也是一个区间数ꎬＦｉ ＝ [ ｆｉꎬ􀭰ｆｉ]ꎻＸ 为决

策变量ꎬＸ ＝ (Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸｎ)ＴꎬＸｊ ＝ [ｘｊꎬ􀭰ｘｊ]ꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎꎬｎ 表示决策变量维度ꎻＣ 为参数向量ꎬＣ ＝
(Ｃ１ꎬＣ２ꎬ􀆺ꎬＣｌ)ＴꎬＣｋ ＝ [ｃｋꎬ􀭰ｃｋ]ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌꎻＳ 为

决策变量可行域ꎻ当区间向量 Ｘ 和参数 Ｃ 都退化

为点值时ꎬ则式(５)就退化为点值多目标数学模型.
２􀆰 １　 ＩＭＯＰＳＯ 算法基础

１) 区间拥挤度距离. 若存在进化个体 Ｘ１ 和

Ｘ２ꎬ它们第 ｉ 个目标函数值分别为 Ｆｉ (Ｘ１ ) 和
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Ｆｉ(Ｘ２)ꎬｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ则进化个体 Ｘ１ 和 Ｘ２ 距离为

Ｄ(Ｘ１ꎬＸ２) ＝ １
２ ∑

ｍ

ｉ ＝１
｜ Ｆ ｉ(Ｘ２) － Ｆ ｉ(Ｘ１) ｜ . (６)

假设与 Ｘ１ 距离最近的两个进化个体分别为

Ｘ２ꎬＸ３ꎬ则 Ｘ１ 的拥挤距离为

Ｃ(Ｘ１) ＝ １
２ [Ｄ(Ｘ１ꎬＸ２) ＋Ｄ(Ｘ１ꎬＸ３)] . (７)

２) Ｐａｒｅｔｏ 最优解的选择. 在得到区间可信度

定义的基础上ꎬＰａｒｅｔｏ 最优解集的选择方法为:在
初始化各个区间粒子Ｘ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ)之后ꎬ默认

其为当前粒子的个体历史最优位置ꎬ计算其区间

目标函数值 Ｆｍ(Ｘ ｉ)ꎬｍ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬ其中 Ｍ 为目

标函数个数. 如果∃ｉꎬ对于∀ｊꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ且
ｊ≠ｉꎬＸ ｉ≻Ｘ ｊ 总成立ꎬ则将其保留至外部存储器

ＦＬＪ 中ꎬ ＦＬＪ ＝ { ＦＬＪꎬ { Ｆ１ ( Ｘ ｉ )ꎬ Ｆ２ ( Ｘ ｉ )ꎬ 􀆺ꎬ
ＦＭ(Ｘ ｉ)ꎬＸ ｉ}} .

３) Ｐａｒｅｔｏ 最优解的排序. 由于不同的目标函

数值的量化范围不同ꎬ因此本算法先将各个目标

函数值进行归一化处理后再排序ꎬ具体步骤如下:
步骤 １　 将 Ｆ ｉ (Ｘ ｊ) ＝ [ ｆ

－ ｉ (Ｘ ｊ)ꎬｆｉ (Ｘ ｊ)]归一

化之后ꎬ可得 ｑｉ( ｊ) ＝ ｆｉ(Ｘ ｊ) /∑
Ｍ

ｉ ＝１
ｆｉ(Ｘ ｊ) ꎻ

步骤 ２　 将 Ｘ ｊ 在各个目标函数进行归一化

后的值 ｑｉ( ｊ)相加ꎬ即 ｒ( ｊ) ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ( ｊ) ꎻ

步骤 ３　 将各粒子对应的 ｒ 进行排序 ｓｏｒｔ(ｒ)ꎻ
步骤 ４　 计算粒子的拥挤度距离 Ｃ(Ｘ ｉ)ꎬ其

中 ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｓ － １ꎬ并设置 Ｘ１ 和 Ｘｓ 的拥挤度距

离为 Ｃ(Ｘ１) ＝ Ｃ(Ｘｓ) ＝ ｍａｘ(Ｃ(Ｘ２)ꎬＣ(Ｘ３)ꎬ􀆺ꎬ
Ｃ(Ｘｓ － １)) ＋ １ꎻ

步骤 ５　 将所有 Ｐａｒｅｔｏ 最优解基于拥挤度距

离进行降序排列存入到外部存储器中.
２􀆰 ２　 ＩＭＯＰＳＯ 算法

ＩＭＯＰＳＯ 算法的详细步骤如下:
步骤 １ 　 初始化区间粒子群算法的相关参

数ꎬ包括学习因子 Ｃ１ 和 Ｃ２、惯性系数 Ｗ、种群规

模 ｍ、最大迭代次数 Ｇ、搜索范围 Ｒｄ、区间粒子宽

度 ｂｄꎬ外部存储器 Ｐａｒｅｔｏ 最优解最大个数 Ｎꎻ
步骤 ２　 初始化粒子群中粒子在各个维度上

的位置和速度ꎬ并设其为个体历史最优位置ꎻ
步骤 ３　 计算区间粒子在各个目标函数上的

值 Ｆｍ(Ｘ ｉ)ꎬ基于区间可信度选择 Ｐａｒｅｔｏ 最优解并

存入外部存储器中ꎻ
步骤 ４　 归一化外部存储器中的各个 Ｐａｒｅｔｏ

最优 解 的 所 有 目 标 函 数 值 ｑｉ( ｊ) ＝ ｆｉ(Ｘ ｊ) /

∑
Ｍ

ｉ ＝１
ｆｉ(Ｘ ｊ) ꎬ并求和 ｒ( ｊ) ＝∑

Ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ( ｊ) ꎬ按照降序排

列 Ｐａｒｅｔｏ 最优解ꎻ
步骤 ５　 计算外部存储器中各个 Ｐａｒｅｔｏ 最优

解的拥挤度距离并降序排序ꎬ基于轮盘赌选择法

从 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集中选择全局最优位置 Ｐｇｄꎻ
步骤 ６　 根据式(３)、式(４)更新区间粒子的

速度 Ｖｋ ＋ １
ｉｄ 和位置 Ｘｋ ＋ １

ｉｄ ꎻ
步骤 ７　 基于占优关系选择个体历史最优位

置 Ｐ ｉｄꎻ
步骤 ８　 基于区间关系更新外部存储器ꎻ
步骤 ９　 判断 Ｐａｒｅｔｏ 最优解个数是否大于 Ｎꎬ

若大于则继续下一步ꎻ若不大于则转至步骤 １１ꎻ
步骤 １０ 　 基于区间拥挤度选取前 Ｎ 个

Ｐａｒｅｔｏ 最优解ꎻ
步骤 １１　 判断当前迭代次数 ｋ > Ｋꎬ若满足

则继续下一步ꎬ若不满足则转至步骤 ５ꎻ
步骤 １２　 输出 Ｐａｒｅｔｏ 最优解集.

２􀆰 ３　 算法仿真算例

本文选择两个多目标测试函数进行测试ꎬ测
试函数表达式如下:

函数 １　 Ｂｉｎｈ ａｎｄ Ｋｏｒｎ 函数:

Ｍｉｎｉｍｉｚｅ ＝
Ｆ１(Ｘ) ＝ ４Ｘ２

１ ＋ ４Ｘ２
２ꎬ

Ｆ２(Ｘ) ＝ (Ｘ１ － ５) ２ ＋ (Ｘ２ － ５) ２ .{
(８)

算法中 Ｒｄ ＝ [０ꎬ３] × [０ꎬ５]ꎬｂｄ ＝ ０􀆰 ３.
函数 ２　 Ｑｕａｇｌｉａ － ｒｅｌｌａ 函数:

Ｍｉｎｉｍｉｚｅ ＝
Ｆ１(Ｘ) ＝

Ａ１

ｎ ꎬ

Ｆ２(Ｘ) ＝
Ａ２

ｎ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(９)

其中: Ａ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
[(Ｘ ｉ) ２ －１０ｃｏｓ[２π(Ｘ ｉ)] ＋１０]ꎻ

Ａ２ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
[(Ｘ ｉ －１􀆰 ５) ２ －１０ｃｏｓ[２π(Ｘ ｉ －１􀆰 ５)] ＋

１０]ꎻ算法中 Ｒｄ ＝ [ － ５􀆰 １２ꎬ５􀆰 １２] ｎꎬｂｄ ＝ ０􀆰 ０３.
图 １ 和图 ２ 为仿真结果ꎬ表示所得的 Ｐａｒｅｔｏ 最

优前沿ꎬ其中每个矩形区域对应问题的一个解. 从图

中可以看出ꎬ得到的矩形区域与真实的 Ｐａｒｅｔｏ 前沿

的轨迹基本一致ꎬ证明了 ＩＭＯＰＳＯ 算法的有效性.

３　 有界误差建模

ＵＢＢ 条件下的区间系统建模[４] 一般称之为

有界误差建模问题ꎬ可以描述为非线性模型 ｙ ＝
ｆ(ｘꎬｐ) ＋ ｅꎬ其中 ｐ 为待辨识模型参数向量. 已知

输入输出的实际观测数据对 (ｘｉꎬｙｉ)和误差 ｅｉꎬ其
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中 ｅｉ∈Ｅ ＝ [ｅｉꎬ􀭰ｅｉ] . 当误差界已知时ꎬ可以写成区

间模型为 Ｙ^ ＝ [ｙ － 􀭰ｅꎬｙ － 􀭰ｅ] ＝ Ｆ(ｘꎬＰ)ꎬ其中 Ｐ 为

不确定参数集ꎬｐ∈ＰꎬＦ(􀅰)为 ｆ(􀅰)的区间扩张函

数. 于是可以用ＩＮＮ模型逼近区间函数 Ｆ(􀅰)ꎬ即
Ｙ^ ＝ Ｆ(ｘꎬＰ) ＝ ＩＮＮ(ｘꎬＷꎬΘ)ꎬ其中 Ｗ 和 Θ 为网

络参数. 根据区间和点值的关系ꎬ误差界未知的情

况可以看作误差界已知情况的特例处理.

图 １　 函数 １ 仿真结果
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ２　 函数 ２ 仿真结果
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

３􀆰 １　 区间神经网络

将区间分析与神经网络相结合构成的 ＩＮＮ
拥有和传统神经网络一样的结构ꎬ目前常见的

ＩＮＮ 为前馈区间神经网络( ｆｅｅｄ ｆｏｒ ｗａｒｄ ｉｎｔｅｒｖａｌ
ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋꎬ ＦＩＮＮ) [１ꎬ９ － １０] . 本文采用与文献

[１]相同的 ＦＩＮＮ 进行建模ꎬ其三层 ｉ － ｊ － ｋ 结构

如图 ３ 所示.
图 ３ 中ꎬｘｉ 表示网络的输入(点值)ꎬＷｉｊ和 Ｗｊｋ

分别表示隐含层和输出层的权值(区间)ꎬＢ ｊ 和

Ｂｋ 分别表示隐含层和输出层的阈值(区间)ꎬ由此

可以得到点值输入 /区间值输出的函数关系.
输入层:

ｏｉ ＝ ｘｉ . (１０)
隐含层:

Ｎｅｔｊ ＝ ∑(Ｗｉｊｏｉ ＋ Ｂ ｊ) ꎬ (１１)

Ｏｊ ＝ ｆ(Ｎｅｔｊ) . (１２)
输出层:

Ｎｅｔｋ ＝ ∑(Ｗｊｋｏｊ ＋ Ｂｋ) ꎬ (１３)

Ｏｋ ＝ ｆ(Ｎｅｔｋ) . (１４)
式中:ｏｉ 表示输入层的输出值ꎻＮｅｔｊ 表示隐含层的

节点关系ꎻＯｊ 表示隐含层的输出值ꎻＮｅｔｋ 表示输

出层的节点关系ꎻＯｋ 表示输出层的输出值ꎻｆ(ｘ)
为激励函数ꎬ一般选取 ｓｉｇｍｏｉｄ 函数.

图 ３　 三层 ＦＩＮＮ结构图
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ａ ｔｈｒｅｅ￣ｌａｙｅｒ ＦＩＮＮ

３􀆰 ２　 目标函数的选择

首先选取两个指标 σ１ 和 σ２ 作为建模准确度

的评价指标ꎬ定义如下:
在 ＵＢＢ －Ｕ 条件下ꎬ

σ１ ＝ １
ｎｐ
∑
ｎｐ

ｉ ＝１
ｂｉ . (１５)

其中:ｎｐ 为训练样本的总数量ꎻｂｉ ＝
１ꎬ ｙｉ∈Ｙ^ｉꎻ
０. ｙｉ∉Ｙ^.{

ｙｉ 为目标输出点值ꎻＹ^ｉ ＝ [ ｙ^ｉꎬｙ^ｉ]为 ＩＮＮ 预测输出

区间值.

σ２ ＝ １
ｎｐ

∑
ｎｐ

ｉ ＝１
( ｙ^ｉ － ｙ^ｉ)

ｙｍａｘ － ｙｍｉｎ
. (１６)

其中:ｙｍａｘ ＝ｍａｘ(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｎｐ)ꎻｙｍｉｎ ＝ ｍｉｎ(ｙ１ꎬｙ２ꎬ
􀆺ꎬｙｎｐ) .

在 ＵＢＢ －Ｎ 条件下ꎬ

σ１ ＝ １
ｎｐ
∑
ｎｐ

ｉ ＝１
ａｉ . (１７)

其中:

ａｉ ＝

１ꎬ Ｙｉ⊆Ｙ^ｉꎻ
ｄｉａｍ(Ｙｉ∩Ｙ^ｉ)

ｄｉａｍ(Ｙｉ)
ꎬ (Ｙｉ⊄Ｙ^ｉ)∧(Ｙｉ∩Ｙ^≠⌀)ꎻ

０ꎬ Ｙｉ∩Ｙ^ ＝⌀.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

Ｙｉ ＝ [ｙｉꎬ􀭰ｙｉ]为目标输出区间值.

σ２ ＝ １
ｎｐ

∑
ｎｐ

ｉ ＝１
( ｙ^ｉ － ｙ^ｉ)

􀭰ｙｍａｘ － ｙｍｉｎ
. (１８)
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其中:􀭰ｙｍａｘ ＝ｍａｘ(􀭰ｙ１ꎬ􀭰ｙ２ꎬ􀆺ꎬ􀭰ｙｎｐ)ꎻｙｍｉｎ ＝ ｍｉｎ(ｙ１ꎬｙ２ꎬ
􀆺ꎬｙｎｐ) .

分析式(１５) ~ 式(１８)易知ꎬσ１ 值越大且 σ２

值越小ꎬ建模准确度越高.
基于 σ１ 和 σ２ꎬ选择两个优化目标函数如下:
目标函数 １:

ｆ１ ＝ｍｉｎ(１ － σ１) . (１９)
目标函数 ２:

ｆ２ ＝ｍｉｎ(σ２) . (２０)
３􀆰 ３　 一阶不确定系统建模

一阶离散不确定系统的数学模型可以表示为

ｙ(ｋ) ＝ ａｙ(ｋ － １) ＋ ｂｕ(ｋ) ＋ ｖ(ｋ) . (２１)
其中ꎬｙ(ｋ)和 ｕ(ｋ)是在 ｋ 时刻可以得到的系统输

出和输入数据. 设输入 ｕ( ｋ)为单位阶跃信号ꎬ
ｖ(ｋ)为不确定但有界噪声序列ꎬ ｖ ( ｋ) ∈ Ｖ ＝
[ －０􀆰 ２ꎬ０􀆰 ２]ꎬａ ＝０􀆰 ５ꎬｂ ＝０􀆰 ５ꎬｙ(０) ＝０ꎬｕ(０) ＝０.

在 ＵＢＢ － Ｕ 情况下ꎬ系统输出为随机波动的

点值ꎬ则其噪声为随机点值序列 ｒａｎｄ ( Ｖ)ꎻ在

ＵＢＢ －Ｎ 情况下ꎬ系统的输出为区间值ꎬ则其噪声

为随机区间序列 ＲＮＤ(Ｖ)ꎬ因输入须是点值ꎬ则
对 Ｙ( ｋ － １)取中点得 Ｍｉｄ(Ｙ( ｋ － １))ꎬ因此式

(２１)可以分别表示为

ｙ(ｋ) ＝ ａｙ(ｋ － １) ＋ ｂｕ(ｋ) ＋ ｒａｎｄ(Ｖ) ꎬ (２２)
Ｙ(ｋ) ＝ ａＭｉｄ(Ｙ(ｋ － １)) ＋ ｂｕ(ｋ) ＋ ＲＮＤ(Ｖ) .

(２３)
其中:ｒａｎｄ(􀅰)为点值随机函数ꎻＲＮＤ(􀅰)为区间值

随机函数ꎻＭｉｄ(􀅰) ＝ １
２ (􀭰ｙ ＋ ｙ) .

对该系统进行多目标下的 ＩＮＮ 建模ꎬＩＮＮ 的

拓扑结构为 ２ － ５ － １ꎬ选取 １ ０００ 组系统阶跃响应

时间序列作为训练数据. ＩＭＯＰＳＯ 算法中ꎬ选取参

数为 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ １􀆰 ２５ꎬ ω ＝ ０􀆰 ５ꎬ ｍ ＝ ６０ꎬ Ｇ ＝ ５００ꎬ
Ｎ ＝ １０ꎬ Ｒｄ ＝ [ － １０ꎬ１０]ꎬ ｂｄ ＝ ０􀆰 １.

在 ＵＢＢ － Ｕ 和 ＵＢＢ － Ｎ 情 况 下ꎬ 利 用

ＩＭＯＰＳＯ 算法对该区间神经网络训练得到的

Ｐａｒｅｔｏ 前沿如图 ４、图 ５ 所示.
由 ３􀆰 ２ 节可知ꎬσ１ 值越大且 σ２ 值越小ꎬ建模

准确度越高ꎬ取 σ ＝ σ１ ＋ (１ － σ２)ꎬ将每个 Ｐａｒｅｔｏ
最优解在各个评价指标下的数值按照 σ 降序排

列ꎬ并记录于表 １ 中.
据此选取最优解(序列号为 １ 的评价指标对

应的解)作为 ＩＮＮ 的权值和阈值ꎬ选取 １００ 组输

入输出测试数据对该一阶不确定系统模型进行测

试ꎬ输出测试数据作为目标输出区间ꎬＩＮＮ 的输出

数据为预测输出区间ꎬ仿真结果如图 ６、图 ７ 所

示. 从图中可以看出ꎬ对于选取的 １００ 个测试数

据ꎬ其中 ９８％ 以上都在预测输出区间内ꎬ因此该

仿真结果证明了本文所提建模方法的有效性.

图 ４　 Ｐａｒｅｔｏ前沿(ＵＢＢ －Ｕ)
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ(ＵＢＢ￣Ｕ)

图 ５　 Ｐａｒｅｔｏ前沿(ＵＢＢ －Ｎ)
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ(ＵＢＢ￣Ｎ)

表 １　 评价指标数值表
Ｔａｂｌｅ １　 　 Ｅｖａｌｕａｔｉｎｇ ｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ

序号
ＵＢＢ － Ｕ ＵＢＢ － Ｎ

σ１ σ２ σ１ σ２

１ ０􀆰 ９８０ ０ ０􀆰 ３８８ ５ ０􀆰 ９８８ １ ０􀆰 ３５８ １

２ ０􀆰 ９８０ ０ ０􀆰 ５８９ ３ ０􀆰 ９８９ ４ ０􀆰 ６９８ ４

３ ０􀆰 ８２０ ０ ０􀆰 ３６７ １ ０􀆰 ９９０ ０ ０􀆰 ８２４ ６

４ ０􀆰 ６３０ ０ ０􀆰 ２２０ ９ ０􀆰 ８９５ ０ ０􀆰 ２８８ １

５ ０􀆰 ６７０ ０ ０􀆰 ２６７ ５ ０􀆰 ９１６ １ ０􀆰 ２６１ ４

６ ０􀆰 ３３０ ０ ０􀆰 １０４ ５ ０􀆰 ８２９ ６ ０􀆰 １９６ ０

７ ０􀆰 ５７０ ０ ０􀆰 ２８０ ４ ０􀆰 ６６０ ３ ０􀆰 １５０ １
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图 ６　 目标输出点值与预测输出区间值对比图(ＵＢＢ －Ｕ)
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

ｉｎｔｅｒｖａｌ ｆｏｒ ＵＢＢ￣Ｕ

图 ７　 目标输出区间值与预测输出区间值对比图
(ＵＢＢ －Ｎ)

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔａｒｇｅｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ａｎｄ
ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｆｏｒ ＵＢＢ￣Ｎ

４　 结　 　 语

本文提出了一种区间多目标粒子群优化算

法ꎬ给出了基于区间的 Ｐａｒｅｔｏ 占优关系ꎬ选择了两

种测试函数证明了 ＩＭＯＰＳＯ 算法的可行性. 在
ＵＢＢ －Ｕ 和 ＵＢＢ －Ｎ 情况下ꎬ基于 ＩＮＮ 对一阶不

确定线性系统进行建模ꎬ并采用所提的 ＩＭＯＰＳＯ
算法训练 ＩＮＮꎬ证明了本文所提建模方法的有效

性. 本文将区间分析理论、智能算法中的进化思想

以及神经网络相结合ꎬ为有界误差建模提供了一

条有效的途径.
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