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摘　 　 　 要: 针对传统的相似模型设计方法、量纲分析法以及方程分析法在一些情况下使用的局限性ꎬ基于

最小二乘法ꎬ通过过渡模型固有频率建立了薄壁圆锥壳的畸变相似关系式ꎬ并提出一种畸变模型适用区间确

定的方法ꎬ基于模型与原型在固有特性相似(固有频率成比例映射关系ꎬ并且振型保持一致)时畸变模型尺寸

适用区间的确定方法ꎬ利用多项式拟合ꎬ得到单一材料薄壁圆锥壳在不同阶次相似畸变模型几何结构适用区

间的边界方程. 最后通过试验验证ꎬ证明了推导畸变相似关系式的准确性ꎬ为薄壁圆锥壳结构试验模型动力学

相似提供了理论依据.
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　 　 薄壁圆锥壳为厚度远小于中曲面尺度的旋转

壳体. 若母线与轴线相交则形成完全锥壳ꎻ若母线

与轴线不相交则形成截头锥壳. 薄壁圆锥壳结构

被广泛用于航天、宇航、船舶和化工机械等诸多领

域. 在工程实际中ꎬ这些结构通常具有结构复杂、
体积大以及制作成本高等特点ꎬ所以直接对原型

本体进行试验ꎬ就会受到试验条件和制造成本诸

多条件的限制ꎬ这就需要进行模型试验. 由于在设



　 　

计相似模型时ꎬ受原型本体的结构尺寸以及材料

参数等诸多因素的限制ꎬ很少会采用完全几何相

似模型进行试验. 如:航空发动机的外壳厚度非常

小ꎬ进行完全几何相似模型设计时ꎬ其厚度过小ꎬ
加工困难ꎬ因此畸变模型的应用得到广泛关注. 畸
变模型就是原型的各个几何尺寸不是等比例缩放

的模型ꎬ但不是任意的畸变模型都可以预测原型

的振动特性ꎬ尤其是对于固有特性分析试验ꎬ原型

与模型的固有频率成比例映射关系ꎬ同阶同振型

保持一致是基本要求ꎬ因此确定畸变模型的几何

尺寸适用区间十分重要.
关于圆锥壳类结构振动试验模型研究ꎬ学者

们也做了许多工作. 曹志远[１]系统介绍了壳体动力

学基本理论和研究方法ꎻＬｉｅｗ 等[２] 采用基于无网

格 ｋｐ －Ｒｉｔｚ 的方法ꎬ分析了薄壁圆锥壳在不同的

边界条件下的自由振动ꎻＤａｍａｔｔｙ 等[３] 利用有限元

数值模型和试验结果对比的方法对圆锥 － 圆柱组

合壳的动力学特性进行了研究ꎻＴｒｉｐａｔｈｉ 等[４] 研究

了材料参数随机性对圆锥壳线性自由振动响应的

敏感性的影响ꎻＴｏｒｎａｂｅｎｅ 等[５] 利用广义差分正交

方法研究了锥壳结构的自由振动. 利用数值方法进

行壳体振动特性的研究ꎬ一些学者也进行了尝试ꎬ
如 Ｙａｎｇ[６]采用数值积分的方法研究了锥壳振动问

题ꎻＴｏｎｇ 等[７]采用类似级数展开的方法ꎬ对正交各

向异性的圆锥壳的自由振动问题进行了分析ꎬ并证

明了级数解的收敛性ꎻＲａｍｅｓｈ 等[８ － ９] 还对多层复

合材料的锥壳的动力学特性进行了研究ꎻＲｏｓａ
等[１０]分析了完整和不完整的薄壳结构的动态响

应ꎻＬｕｏ 等[１１]针对旋转薄壁短圆柱壳结构的相似

试验模型设计问题ꎬ提出一种不完全几何相似(畸
变)模型的几何尺寸区间确定方法.

关于薄圆锥壳相似设计方面的研究文献尚不

多见ꎬ畸变模型的设计更是少之又少. 当结构比较

复杂、参数较多ꎬ以及反映物理现象的微积分方程

难以建立时ꎬ难以通过方程分析法建立模型的畸

变相似关系ꎬ并且量纲分析法只适用建立完全几

何相似关系. 因此针对传统相似模型设计方法存

在的局限性ꎬ基于最小二乘法建立了薄壁圆锥壳

的畸变相似关系ꎬ并给出了畸变试验模型几何区

间的确定方法ꎬ为相似试验模型的设计及动力学

特性的预测提供了参考.

１　 最小二乘法建立相似关系的理论

本文利用最小二乘法对模型固有频率进行拟

合ꎬ得到模型与原型之间的相似关系式[１２]ꎬ从而

运用模型的固有频率来预测原型的固有频率.
假设原型结构用 ｐ 表示ꎬｍ 代表模型ꎬ系统的

输入参数对固有频率的影响是独立的. 输入量为

Ｘ ｊ( ｊ 表示参数)ꎬ原型的固有频率为 Ｙｊꎬｐꎬ模型的

固有频率为 Ｙｊꎬｍ .
将各个参数进行无量纲化:

λＸｊ
＝
Ｘ ｊꎬｍ

Ｘ ｊꎬｐ
ꎬ (１)

λＹｊ ＝
Ｙｊꎬｍ

Ｙｊꎬｐ
. (２)

选取多个过渡模型 ｍ１ꎬｍ２ꎬ􀆺ꎬｍｎ 进行分析ꎬ
得到过渡模型的固有频率 Ｙｍ１

ꎬＹｍ２
ꎬ􀆺ꎬＹｍｎ

.
原型与过渡模型的相似关系可以写为

Ｙｊꎬｍ

Ｙｊꎬｐ
＝ λＹｊꎬｍ ＝ λα

Ｘｊꎬｍ . (３)

将式(３)两端取对数:
ｌｎ(λＹｊꎬｍ) ＝ αｌｎ(λＸｊꎬｍ) . (４)

令 ｌｎ(λＹｊꎬｍ) ＝ Ａꎬｌｎ(λＸｊꎬｍ) ＝ Ｂꎬ得
Ｂ􀅰α ＝ Ａꎬ (５)

Ｂ ＝

Ｂ１

Ｂ２

⋮
Ｂｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ꎬα ＝

α
α
⋮
α

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

ꎬＡ ＝

Ａ１

Ａ２

⋮
Ａｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

. (６)

方程(６)一般而言没有解ꎬ所以为了选择最

合适的 α让该等式尽量成立ꎬ引入残差平方和函

数 Ｓ.
Ｓ(α) ＝‖Ｂα － Ａ‖２ . (７)

当 α ＝ α^时ꎬＳ(α)取最小值ꎬ记作

α^ ＝ ａｒｇ ｍｉｎＳ(α) . (８)
通过对 Ｓ(α)进行微分求最小值ꎬ可以得到

ＢＴＸＢ^ ＝ ＢＴＡ . (９)
如果矩阵 ＢＴＢ 非奇异ꎬ则 α有唯一解:

α^ ＝ (ＢＴＢ) － １ＢＴＡ . (１０)
经过以上分析ꎬ可以计算得到式(３)中的 αꎬ

当改变不同的输入参数时ꎬ可以得到不同的幂数

αｊꎬ所以模型与原型的相似比为

λ ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝１
λＹｊꎬｍ ＝ ∏

ｎ

ｉ ＝１
λαｊ

Ｘｊꎬｍ . (１１)

所以圆锥壳的畸变相似关系式可以表达为

λαｌ０ｌ０ ＝ λαｒ
ｒ λαｈ

ｈ λαｌ
ｌ . (１２)

对于畸变相似关系ꎬ式(１１)还要满足一定的

条件ꎬ当模型几何尺寸等比变化时ꎬ式(１２)将等

价于完全几何相似关系:
λαｌ０ｌ０ ＝ λαｒ

ｌ０ λ
αｈ
ｌ０ λ

αｌ
ｌ０ . (１３)

其中ꎬ几何尺寸为等比例变化ꎬ下脚标可以用统一

的下脚标代替ꎬｌ０ 表示几何参数ꎬλα
ｌ０ 为完全几何
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相似关系. 完全几何相似关系与畸变相似关系存

在的联系可表达为

λαｌ０ｌ０ ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝１
λαｊ

Ｘｊꎬｍ
ꎬ

αｌ０ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
αｊ .

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１４)

２　 畸变相似关系的建立

以薄壁圆锥壳为例ꎬ利用最小二乘法建立畸

变相似关系ꎬ边界条件为大端固定小端自由ꎬ其结

构示意图如图 １ 所示ꎬ圆锥壳的几何参数与材料

参数如表 １ 所示ꎬ其中ꎬ半锥角为 ３０°ꎬ泊松比

为 ０􀆰 ３.

图 １　 薄壁圆锥壳结构图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｉｎ￣ｗａｌｌｅｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

表 １　 薄壁圆锥壳几何参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｉｎ￣ｗａｌｌｅｄ ｃｏｎｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌ

杨氏模量 Ｅ
Ｐａ

密度 ρ
ｋｇ􀅰ｍ － ３

长度 ｌ
ｍｍ

厚度 ｈ
ｍｍ

半径 ｒ
ｍｍ

２ × １０１１ ７ ８５０ １７３􀆰 ２ ２ ２００

　 　 利用 Ａｎｓｙｓ 对薄壁圆锥壳进行模态分析ꎬ以
一阶固有频率为例ꎬ等比例缩小和放大薄壁圆锥

壳各个几何尺寸的比例ꎬ得到不同比例下过渡模

型的固有频率ꎬ如表 ２ 所示.
根据表 ２ 与式(１０)可得

αｌ０ ＝ － １ . (１５)
根据式(１１)与式(１３)可得完全几何相似关

系式:
λω ＝ λ － １

ｌ０ . (１６)
通过 Ａｎｓｙｓ 对薄壁圆锥壳进行模态分析ꎬ分

别改变厚度及轴向长度ꎬ得到不同比例参数下过

渡模型的一阶固有频率ꎬ如表 ３ 和表 ４ 所示.

表 ２　 不同比例的过渡模型的固有频率
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ

Ｎ λＸｌ０ꎬｍ
Ｙｌ０ꎬｍ / Ｈｚ λＹｌ０ꎬｍ

１ ０􀆰 ９ １ ０２６􀆰 ７ １􀆰 １１１

２ ０􀆰 ９５ ９７２􀆰 ６６ １􀆰 ０５３

３ １ ９２４􀆰 ０２ １

４ １􀆰 ０５ ８８０􀆰 ０２ ０􀆰 ９５２ ４

５ １􀆰 １ ８４０􀆰 ０２ ０􀆰 ９０９ １

６ １􀆰 １５ ８０３􀆰 ５０ ０􀆰 ８６９ ６

　 　 注:ｌ０ 表示薄壁圆锥壳的几何尺寸.

表 ３　 不同比例厚度 ｈ下过渡模型的固有频率
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ

Ｎ λＸｈꎬｍ Ｙｈꎬｍ / Ｈｚ λＹｈꎬｍ

１ ０􀆰 ９ ８８８􀆰 ９５ ０􀆰 ９６２ ０

２ ０􀆰 ９５ ９０６􀆰 ２６ ０􀆰 ９８０ ８

３ １ ９２４􀆰 ０２ １

４ １􀆰 ０５ ９４２􀆰 １９ １􀆰 ０１９ ７

５ １􀆰 １ ９６０􀆰 ７２ １􀆰 ０３９ １

６ １􀆰 １５ ９７９􀆰 ５９ １􀆰 ０６０ １

表 ４　 不同比例长度 ｌ下过渡模型的固有频率
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ａｘｉａｌ ｌｅｎｇｔｈ ｌ

Ｎ λＸｌꎬｍ Ｙｌꎬｍ / Ｈｚ λＹｌꎬｍ

１ ０􀆰 ９４２ ３ ９６１􀆰 ３７ １􀆰 ０４０ ４

２ ０􀆰 ９７１ １ ９４２􀆰 ４１ １􀆰 ０１９ ９

３ １ ９２４􀆰 ０２ １

４ １􀆰 ０２８ ９ ９０６􀆰 ２５ ０􀆰 ９８０ ８

５ １􀆰 ０５７ ７ ８８６􀆰 ４３ ０􀆰 ９５９ ３

６ １􀆰 ０８６ ６ ８６９􀆰 ８４ ０􀆰 ９４１ ５

　 　 根据表 ３ 与表 ４ 和式(１０)可得

αｌ ＝ － ０􀆰 ７０９ ８ ꎬ (１７)
αｈ ＝ ０􀆰 ４００ １ . (１８)

根据式(１４)、式(１６) ~式(１８)可得

αｒ ＝ － ０􀆰 ６９０ ３ . (１９)
为了计算方便ꎬ将式(１７) ~式(１９)简化:

αｌ ＝ － ０􀆰 ７ꎬ
αｈ ＝ ０􀆰 ４ꎬ
αｒ ＝ － ０􀆰 ７.

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(２０)

根据式(１２)、式(２０)可得到畸变模型的一阶

固有频率畸变相似关系式:
λω ＝ λ － ０􀆰 ７

ｒ λ０􀆰 ４
ｈ λ － ０􀆰 ７

ｌ . (２１)
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３　 畸变模型的几何适用区间确定

对于动力学模型ꎬ首先要保证模型与原型具

有相 同 振 型ꎬ 其 次 要 保 证 误 差 在 允 许 范 围

内[１３ － １４] . 以薄壁圆锥壳为例ꎬ给出几何适用区间

的确定方法.
３􀆰 １　 一阶固有特性相似的几何适用区间确定

方法

　 　 设任意模型薄壁圆锥壳的大端外径与轴线长

度的比为

Γｍ ＝
ｒｍ
ｌｍ

＝ ＣꎬΓ∈[Γ ｊ
ｍｉｎꎬΓ ｊ

ｍａｘ] . (２２)

其中 Γ ＝ ｒ / ｌ
畸变模型分别取不同的 Ｃ 值ꎬＣ 应满足 Ｃｊ

Γ∈
[Γ / Γ ｊ

ｍａｘꎻ Γ / Γ ｊ
ｍｉｎ]ꎬＣｊ

Γ 称为薄壁圆锥壳前 ｊ 的振

型控制区间. 以第 ２ 节薄壁圆锥壳为例ꎬ通过

Ａｎｓｙｓ 对原型锥壳进行模态分析得一阶固有频率

为 ９２４􀆰 ０２ Ｈｚꎬ 并得到尺寸 Γ１ 的范围ꎬ Γ１ ∈
[０􀆰 ８６ꎬ１􀆰 ３３]ꎬ因此薄壁圆锥壳的一阶振型控制

区间为 Ｃ１
Γ∈[０􀆰 ８ꎬ１􀆰 ３４]ꎬ在振型控制区间中选

取离散值 Ｃ ＝ [ ０􀆰 ８７ꎬ ０􀆰 ９７ꎬ １􀆰 ０６ꎬ １􀆰 １５ꎬ １􀆰 ２５ꎬ
１􀆰 ３４]ꎬ通过畸变相似关系式(２１)得到对应的一

阶固有频率预测值 ω１ꎬｐｒꎬ采用五阶多项式进行插

值运算ꎬ如图 ２ 所示ꎬ得到拟合方程式为

ω１ꎬｐｒ ＝ １４ ３９２􀆰 １４Ｃ５ － ８２ ２４７􀆰 ２２Ｃ４ ＋ １８６ ９０２􀆰 １３Ｃ３

－ ２１０ ６２５􀆰 ４９Ｃ２ ＋ １１７ ５５５􀆰 ７４Ｃ ＋ １１７ ５５５􀆰 ７４ .
(２３)

图 ２　 五阶多项式拟合预测曲线
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｉｆｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｆｉｔｔｉｎｇ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ

对于畸变相似的预测误差有

η ＝
｜ωｐｒ － ωｐ ｜

ωｐ
× １００％ . (２４)

设预测精度 η ≤ １％ ꎬ 将 式 ( ２３ ) 代 入 式

(２４)得

η ＝

１４ ３９２􀆰 １４Ｃ５ －８２ ２４７􀆰 ２２Ｃ４ ＋
１８６ ９０２􀆰 １３Ｃ３ －２１０ ６２５􀆰 ４９Ｃ２ ＋
１１７ ５５５􀆰 ７４Ｃ ＋１１７ ５５５􀆰 ７４ －
９２４􀆰 ０２

９２４􀆰 ０２ ＝０􀆰 ０１ . (２５)

解得ꎬＣｍｉｎ ＝ ０􀆰 ８１ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 １４.
所以在 Γ ＝ １􀆰 １５ꎬΨ ＝ １００ × ｈ / ｌ ＝ １􀆰 １５ 时ꎬ一

阶固有频率的几何尺寸变化范围为 Ｃ∈[０􀆰 ８１ꎬ
１􀆰 １４] . 因此薄壁圆锥壳的几何适用区间为

Ｃ１ ＝ Ｃ∩Ｃ１
Γ∈[０􀆰 ８１ꎬ１􀆰 １４] .

３􀆰 ２　 一阶固有特性几何区间边界的确定

当 Ψ ＝ １􀆰 １５ 时ꎬ选取 Γ∈[０􀆰 ８６ꎬ１􀆰 ３３]内离

散点 Γ ＝ [０􀆰 ９ꎬ０􀆰 ９８ꎬ１􀆰 ０６ꎬ１􀆰 １４ꎬ１􀆰 ２３ꎬ１􀆰 ３]ꎬ分别

计算不同 Γ 下 Ｃｍｉｎ和 Ｃｍａｘ的值ꎬ见表 ５ ~表 １０.

表 ５　 Γ ＝０􀆰 ９ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝０􀆰 ９

Ｃ 的区间 (０􀆰 ６７８ꎬ１􀆰 ０４)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ６８ꎬ０􀆰 ７５ꎬ０􀆰 ８２ꎬ０􀆰 ８９ꎬ０􀆰 ９６ꎬ１􀆰 ０３]

五阶多项式
拟合方程

－ １００ ６５２􀆰 ５１Ｃ５ ＋ ４２６ ７３１􀆰 ９２Ｃ４ － ７１９ １３９􀆰 ５９Ｃ３

＋ ６０２ ９０３􀆰 ６Ｃ２ － ２５１ ６６３􀆰 １３Ｃ ＋ ４２ ９６３􀆰 ０５

ωｐ / Ｈｚ １ １４２􀆰 ６
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９６９ ２ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ０３０ ４

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９６９ ２ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ０３０ ４

表 ６　 Γ ＝０􀆰 ９８ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝０􀆰 ９８

Ｃ 的区间 (０􀆰 ７４ꎬ１􀆰 １３)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ７３ꎬ０􀆰 ８１ꎬ０􀆰 ８９ꎬ０􀆰 ９７ꎬ１􀆰 ０６ꎬ１􀆰 １４]

五阶多项式
拟合方程

－ ４１ ５３２􀆰 ５８Ｃ５ ＋ １９１ ８２６􀆰 ５６Ｃ４ － ３５１ ７６５􀆰 ８８Ｃ３

＋ ３２０ ７３２􀆰 ２５Ｃ２ － １４５ ５８５􀆰 ９Ｃ ＋ ２７ ３７６􀆰 ２２

ωｐ / Ｈｚ １ ０５１􀆰 ３
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９３９ ４ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ０４１ ５

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９３９ ４ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ０４１ ５

表 ７　 Γ ＝１􀆰 ０６ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝１􀆰 ０６

Ｃ 的区间 (０􀆰 ８２ꎬ１􀆰 ２２)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ８ꎬ０􀆰 ８８ꎬ０􀆰 ９６ꎬ１􀆰 ０４ꎬ１􀆰 １２ꎬ１􀆰 ２]
五阶多项式
拟合方程

－ ４６ ２６０􀆰 ３２Ｃ５ ＋ ２２９ ５４９􀆰 ９７Ｃ４ － ４５２ ８９６􀆰 ４９Ｃ３

＋ ４４４ ５８０􀆰 ５９Ｃ２ － ２１７ ２９７􀆰 ３Ｃ ＋ ４３ ３０７􀆰 ８２
ωｐ / Ｈｚ ９８２􀆰 ８７
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍａｘ ＝ １􀆰 ０６８ ２

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ８２ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ０６８ ２
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表 ８　 Γ ＝１􀆰 １４ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ ８　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝１􀆰 １４

Ｃ 的区间 (０􀆰 ８６ꎬ１􀆰 ３２)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ８６ꎬ０􀆰 ９５ꎬ１􀆰 ０４ꎬ１􀆰 １３ꎬ１􀆰 ２２ꎬ１􀆰 ３１]

五阶多项式
拟合方程

１４ ５２５􀆰 ７９Ｃ５ － ８１ ６０６􀆰 ８６Ｃ４ ＋ １８２ ２８２􀆰 ６２Ｃ３

－ ２０１ ８４９􀆰 １７Ｃ２ ＋ １１０ ６４９􀆰 ２５Ｃ － ２３ ０７０􀆰 ８９

ωｐ / Ｈｚ ８９１􀆰 ５０
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍａｘ ＝ １􀆰 １３１ ８

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ８６ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 １３１ ８

表 ９　 Γ ＝１􀆰 ２３ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ ９　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝１􀆰 ２３

Ｃ 的区间 (０􀆰 ９２ꎬ１􀆰 ４１)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ９１ꎬ１􀆰 ０１ꎬ１􀆰 １１ꎬ１􀆰 ２１ꎬ１􀆰 ３１ꎬ１􀆰 ４１]

五阶多项式
拟合方程

－ １３ ２２２Ｃ５ ＋ ７５ ９３２􀆰 １Ｃ４ － １７３ １９６􀆰 １５Ｃ３

＋ １９６ ４５８􀆰 ７５Ｃ２ － １１０ ９４５􀆰 ８１Ｃ ＋ ２５ ８６２􀆰 ５９

ωｐ / Ｈｚ ８８４􀆰 ８５
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍａｘ ＝ １􀆰 ２０９ ６

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９２ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ２０９ ６

表 １０　 Γ ＝１􀆰 ３ 离散点的区间边界值
Ｔａｂｌｅ １０　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔ

Γ ＝１􀆰 ３

Ｃ 的区间 (０􀆰 ９８ꎬ１􀆰 ４９)

Ｃ 的取值 [０􀆰 ９８ꎬ１􀆰 ０８ꎬ１􀆰 １８ꎬ１􀆰 ２８ꎬ１􀆰 ３８ꎬ１􀆰 ４８]

五阶多项式
拟合方程

－ １２ ５４９Ｃ５ ＋ ７６ ６１１􀆰 ６Ｃ４ － １８５ ９２３􀆰 ８４Ｃ３

＋ ２２４ ４７７􀆰 ９８Ｃ２ － １３４ ９４９􀆰 ４４Ｃ ＋ ３３ １８５􀆰 ４８

ωｐ / Ｈｚ ８５３􀆰 ５３
η < １％ 控制区间有解 Ｃｍａｘ ＝ １􀆰 ３０７ ８

Ｃ Ｃｍｉｎ ＝ ０􀆰 ９８ꎬＣｍａｘ ＝ １􀆰 ３０７ ８

　 　 由表 ５ ~表 １０ 得

Γ ＝ [０􀆰 ９ꎬ０􀆰 ９８ꎬ１􀆰 ０６ꎬ１􀆰 １４ꎬ１􀆰 ２３ꎬ１􀆰 ３]ꎬ
Ｃｍｉｎ ＝ [０􀆰 ９６９ ２ꎬ０􀆰 ９３９ ４ꎬ０􀆰 ８２ꎬ０􀆰 ８６ꎬ０􀆰 ９２ꎬ０􀆰 ９８]ꎬ
Ｃｍａｘ ＝ [１􀆰 ０３０ ４ꎬ１􀆰 ０４１ ５ꎬ１􀆰 ０６８ ２ꎬ１􀆰 １３１ ８ꎬ
　 　 １􀆰 ２０９ ６ꎬ１􀆰 ３０７ ８] .

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(２６)
将边界值采用五阶多项式进行插值拟合得到

Ｃｍｉｎ ＝ １ ５６８􀆰 ９６Γ５ － ８ ７５４􀆰 ９８Γ４ ＋ １９ ４５３􀆰 ３７Γ３ －

２１ ５０８􀆰 ９７Γ２ ＋ １１ ８３０Γ － ２ ５８８􀆰 １８ꎬ
Ｃｍａｘ ＝ ３０１􀆰 ０７Γ５ － １ ６４９􀆰 ６９Γ４ ＋ ３ ６００􀆰 ５２Γ３ －

３ ９１０􀆰 ６５Γ２ ＋ ２ １１３􀆰 ３５Γ － ４５３􀆰 ５５.

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(２７)
式(２７)的函数图像如图 ３ 所示.

图 ３　 一阶几何适用区间边界
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ

图 ３ 中ꎬ两条曲线之间的部分为 Φ ＝ １􀆰 １５５ꎬ
即 Γ∈[０􀆰 ９ꎬ１􀆰 ３]时ꎬ一阶固有频率对应的几何

适用区间.
其他阶次的几何适用区间的计算步骤和一阶

固有频率的几何适用区间的计算步骤相同.

４　 试验验证

试验对象如图 ４ 所示ꎬ从右到左依次编号为

１ꎬ２ꎬ３ꎬ令 １ 号为原型ꎬ２ 号ꎬ３ 号为模型ꎬ在圆锥壳

表面均匀标出 ８０ 个测点. 基于多点激励单点响应

测试原理得到固有频率及振型. 尺寸与材料参数

如表 １１ 所示ꎬ半锥角均为 α ＝ ３０°. 测试仪器有:
激振力锤、轻质加速度传感器、ＬＭＳ 测试系统. 在
两端自由边界条件下ꎬ利用锤激法进行固有特性

测试ꎬ如图 ４ 所示ꎬ试验得到固有频率及振型如表

１２ 所示.

图 ４　 薄壁圆锥壳结构及试验操作图
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｏｎｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｔｅｓｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒｔ

表 １１　 薄壁圆锥壳尺寸参数及材料参数
Ｔａｂｌｅ １１　 Ｓｉｚｅ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｉｎ￣ｗａｌｌｅｄ

ｃｏｎｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ

试验
对象

杨氏模量 Ｅ
Ｐａ

密度 ρ
ｋｇ􀅰ｍ － ３

长度 ｌ
ｍｍ

厚度 ｈ
ｍｍ

半径 ｒ
ｍｍ

１ 号 ７ × １０１０ ２ ７８０ １３０ １􀆰 ５ １５０
２ 号 ７ × １０１０ ２ ７８０ １１７ １􀆰 ２ １１５
３ 号 ７ × １０１０ ２ ７８０ １０８ １􀆰 ３ １２９
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表 １２　 薄壁圆锥壳固有特型
Ｔａｂｌｅ １２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｉｎ￣ｗａｌｌｅｄ ｃｏｎｉｃａｌ ｈｅｌｌｓ

阶次 原型 １ 号振型 模型 ２ 号振型 模型 ３ 号振型 阶次 原型 １ 号振型 模型 ２ 号振型 模型 ３ 号振型

１ ３

２ ４

　 　 通过第 ２ 节求畸变相似关系的方法ꎬ建立圆锥 壳的前四阶畸变相似关系ꎬ预测结果如表 １３ 所示.

表 １３　 固有频率预测结果
Ｔａｂｌｅ １３　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

阶次 ２ 号预测值 / Ｈｚ ３ 号预测值 / Ｈｚ 畸变相似关系 ２ 号预测误差 / ％ ３ 号预测误差 / ％

１ ６８􀆰 １ ７０􀆰 ３ λω１ ＝ λ０􀆰 ９９９ １
ｈ λ － １􀆰 ９１５ ５

ｒ λ － ０􀆰 ０８３ ６
ｌ １􀆰 ３ １􀆰 ９

２ １９０􀆰 ５ １９７􀆰 ５ λω２ ＝ λ０􀆰 ９９７ ６
ｈ λ － １􀆰 ５５８ ３

ｒ λ － ０􀆰 ４３９ ３
ｌ ２􀆰 ９ ６􀆰 ７

３ ３２９􀆰 ４ ３６８􀆰 ８ λω３ ＝ λ０􀆰 ９８９ １
ｈ λ － １􀆰 ９１１ ４

ｒ λ － ０􀆰 ０７７ ７
ｌ ５􀆰 ３ ６

４ ４６４􀆰 ２ ４７０􀆰 ３ λω４ ＝ λ０􀆰 ９９１ ３
ｈ λ － １􀆰 ６４４ １

ｒ λ － ０􀆰 ３４７ ２
ｌ ０􀆰 ３８ ０􀆰 ９２

　 　 根据表 １３ 知ꎬ模型固有频率预测最大误差为

６􀆰 ７％ ꎬ产生较大误差原因是多方面的ꎬ包括试验件

几何尺寸、焊缝、边界条件等. 其他预测误差均小于

７％ ꎬ并且由表 １２ 可知原型与模型的振型一致ꎬ表明

所建立的固有频率畸变相似关系较为准确有效.

５　 结　 　 论

１) 本文利用最小二乘法ꎬ以薄壁圆锥壳为

例ꎬ通过过度模型的固有频率建立了畸变相似关

系式ꎬ为薄壁圆锥壳类结构的缩尺试验模型设计

提供了理论依据.
２) 根据振型相同原则ꎬ提出振型控制区间

[Ｃｊ
ｍｉｎ(Γ)ꎬＣｊ

ｍａｘ(Γ)]ꎬ在振型控制区间内ꎬ以一阶

固有频率为例ꎬ利用插值法得到一阶固有频率的

几何适用区间和边界值方程ꎬ为其他阶次的几何

适用区间的确定提供了参考.
３) 试验结果表明建立的畸变相似关系能够准

确地预测出原型固有频率以及振动模态ꎬ验证了基

于最小二乘法建立的畸变相似关系的正确性.
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ｓｉｍｉｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｓｃａｌｉｎｇ ｌａｗｓ ｆｏｒ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｈｅｌｌｓ: ａ ｒｅｖｉｅｗ
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