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基于 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型与主动学习的
齿轮热传递误差可靠性分析

于震梁ꎬ 孙志礼ꎬ 曹汝男ꎬ 张毅博
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 为提高齿轮热传递误差可靠性分析的计算效率和精度ꎬ提出了一种高效的基于 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 代

理模型与主动学习函数 ＬＩＦ 相结合的可靠性分析方法. 采用多项式混沌展开(ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣ｃｈａｏｓ￣ｅｘｐａｎｓｉｏｎꎬ
ＰＣＥ)替代传统 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的回归基函数来增强预测模型的全局近似精度ꎬ并利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型来捕捉预测

模型局部特征的能力. 采用最小角回归(ＬＡＲ)构建回归基函数的最优多项式数量集ꎬ同时用 Ａｋａｉｋｅ 信息准则

(ＡＩＣ)来确定最优的截断集合. 并采用一种主动学习函数 ＬＩＦ 选择每次迭代的最佳样本点以提高模型收敛效

率. 通过齿轮热传递误差算例表明:与传统的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型相比ꎬ所提出方法在保证精度的同时可以极大

地减少预测模型可靠性分析中的学习次数.
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ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ.
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ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｅｒｒｏｒ

　 　 齿轮作为最主要的传动机构已被广泛地应用

在航天航空、船舶、汽车、机械制造等领域. 高速重

载工况下的齿轮ꎬ齿面间的相对滑动将产生大量

摩擦热ꎬ受热后的轮齿变形将会引起齿轮的热传

递误差ꎬ从而导致齿轮振动加剧、噪声变强、加速

磨损以及缩短寿命. 因此ꎬ对齿轮受热后的传递误

差精度的可靠性研究是具有工程实际意义的.
在评估具有高度非线性和隐式功能函数的机



　 　

械结构可靠性问题时ꎬ传统的一阶矩(ＦＯＲＭ)、二
阶矩(ＳＯＲＭ)和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ(ＭＣＳ)模拟仿真很

难应用于工程实际中[１] . 为此ꎬ基于响应面法[２]、
人工神经网络[３]、支持向量机[４]、Ｋｒｉｇｉｎｇ[５ － ６] 等

代理模型的可靠性分析方法越来越受到关注. 由
于经典响应面法是基于多项式的回归模型ꎬ其结

果往往易受到多项式函数形式及样本点选择的影

响ꎬ从而抑制了该方法对极限状态的拟合精度. 为
此ꎬＩｓｕｋａｐａｌｌｉ 等[７]提出了一种基于多项式混沌展

开( ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎꎬ ＰＣＥ)的随机响

应面法. 同时ꎬ基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型的结构可靠

性分析技术也日趋成熟ꎬ但其基函数往往采用常

数项作为回归部分ꎬ而由文献[８]可知在 ＳＤｏＥ较

少时ꎬ基函数阶次越高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型越精确. 然
而ꎬ随着 ｘ 的维数和多项式阶次的增加ꎬ基函数的

项数也急剧增加ꎬ这使得 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在高阶的

可靠性分析中(如立方)难以计算. 随后ꎬＳｃｈｏｅｂｉ
等[９]提出了一种新的结合 ＰＣＥ 和 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的代理

模型ꎬ即多项式混沌展开的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型

(ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣ｃｈａｏｓ￣ｂａｓｅｄ ＫｒｉｇｉｎｇꎬＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ)ꎬ
并通过 ６ 种基准分析函数对 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型进

行了验证ꎬ结果表明:ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 的数值精度要

比 ＰＣＥ 或 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的要好. 此外ꎬ诸多学者还提出

了若干主动学习函数[５]ꎬ如 ＵꎬＥＦＦꎬＬＩＦ 等ꎬ旨在

尽可能少地调用功能函数ꎬ提高结构可靠性分析

效率.
据作者所知ꎬ国内外对 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的

研究较少ꎬ且尚未发现其在机械结构可靠性分析

中的相关研究工作ꎬ同时为提高复杂结构可靠性

分析的计算效率与计算精度ꎬ本文提出一种 ＰＣ －
Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型与主动学习函数 ＬＩＦ 相结合的

结构可靠性分析方法(ＡＰＣＫ － ＬＩＦ)ꎬ并将其应用

在齿轮的热传递误差精度的可靠性分析中ꎬ来说

明所提方法的高效性和适用性.

１　 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型假设真实功能函数由两部

分组成ꎬ即回归模型和随机函数.

Ｇ(ｘ) ＝∑
ｐ

ｈ ＝１
βｈｇｈ(ｘ) ＋ｚ(ｘ) ＝ ｇＴ(ｘ)β ＋ｚ(ｘ) . (１)

其中:ｇｈ(ｘ) (ｈ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐ)表示回归的基函数ꎻ
ｚ(ｘ)为高斯随机过程. 本文对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型回归

基函数作如下改进:
假设输入随机变量 ｘ 服从多元标准正态分

布ꎬ且各分量是独立的. 令 π(ｍ)
ｊ ( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)表示

完备的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２ (Ｒꎬｆｘｉ)标准正交基ꎬ且为

ｆｘｉ的一个标准正交函数系列 π(ｍ)
ｊ ( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺) .

∫π(ｍ)
ｋ (ｘ)π(ｍ)

ｊ (ｘ) ｆｘｉ(ｘ)ｄｘ ＝ ０ꎬｋ ≠ ｊꎻ
１ꎬｋ ＝ ｊ.{ (２)

其中 ｆｘｉ是 ｘｉ ( ｘｉ 为 ｘ 的第 ｉ 个分量)的概率密度

函数.
一个完备的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２ (Ｒꎬ ｆ)的标准正

交基( ｆ 表示 ｘ 的联合概率密度函数)是

ψα(ｘ) ＝ ∏
Ｍ

ｍ ＝１
π(ｍ)

αｍ (ｘｍ) .

其中 α ＝ [α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαＭ]是一个自然数的 Ｍ 维向

量. 这里ꎬ满足总项数 ｜α ｜ ＝ α１ ＋ α２ ＋ 􀆺＋ αＭ不超

过给定阈值 Ｔ０ 的项将被保留作为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型基

函数的候选项. 基函数的候选项 ＡＭꎬＴ０可表示为

ＡＭꎬＴ０ ＝ {α∈ＮＭꎬ ｜α ｜≤Ｔ０}ꎬ (３)
ＡＭꎬＴ０中项数可由 Ｐ 表示.

Ｐ ＝ ｃａｒｄ(ＡＭꎬＴ０) ＝
Ｍ ＋ Ｔ０

Ｔ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (４)

然后ꎬ考虑基函数的所有候选项的“完备”设
计矩阵是

ＧＭꎬＴ０ ＝ [ψα０ꎬψα１ꎬ􀆺ꎬψαＰ － １
] .

ψαｉ ＝ [ψαｉ(ｘ１)ꎬψαｉ(ｘ２)ꎬ􀆺ꎬψαｉ(ｘＮ)] Ｔ .
其中:αｉ∈Ａ ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １)ꎻｘｎ ÎＳＤｏＥ(ｎ ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬＮ) .
　 　 由式(３)ꎬ如果使用 ＡＭꎬＴ０ 中的所有项作为

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的基函数ꎬ那么对调用功能函数的次

数会随着 Ｔ０的增多而急剧增加. 为了克服这个问

题ꎬ在构建稀疏多项式基函数时ꎬ在 ＡＭꎬＴ０ 中仅有

一部分项是被保留下来的. ＬＡＲ[１０]被用来提供功

能函数的可能的多项式基函数集的数量ꎬ同时

ＡＩＣ[１１]用来决定哪个是最优的. Ｋｒｉｇｉｎｇ 基函数的

选择步骤如下:
步骤 １　 设置相关参数值ꎬ即保留多项式 Ｔ０

的最大阶次和基函数 ｐｍａｘ的最多项数. 本文设 Ｔ０

＝ ３ꎬｐｍａｘ ＝ ０􀆰 ５ ｃａｒｄ(ＳＤｏＥ) .
Ｈ ＝ｍｉｎ{Ｐꎬｐｍａｘ} .

步骤 ２　 初始化所有候选项中的系数 ａαｉ ＝ ０
( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １) . 根据 ＬＡＲ 理论ꎬ初始化后的

剩余项等于结构响应 Ｙ.
步骤 ３　 找出 ψαｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １)与当前

残差之间的相关系数最大的向量 ψα′１ .
Ｇ１ ＝ψα′１ .

步骤 ４　 ｈ ＝ ２ꎬ调整 ａα′１ 在 Ｇ１ 上当前残差的

最小二乘系数的方向ꎬ直到另一个向量 ψα′２与 Ｇ１

具有相同的相关系数.
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Ｇｈ ＝ [Ｇ１ꎬψα′２]ꎬａ ＝ [ａα′１ꎬａα′２] .
步骤 ５　 ｈ ＝ ｈ ＋ １ꎬ共同移动 ａ 朝向当前残差

为 Ｇｈ － １的联合最小二乘系数ꎬ直到向量 ψαｈ与当

前残差 Ｇｋ － １具有相同的相关系数.
Ｇｈ ＝ [Ｇｈ － １ꎬψα′ｈ]ꎬａ ＝ [ａα′１ꎬａα′２ꎬ􀆺ꎬａα′ｈ] .
步骤 ６　 重复步骤 ５ꎬ直到满足 ｈ ＝Ｈ.
步骤 ７　 计算 Ｇｈ(ｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ)的 ＡＩＣ 值:

ＡＩＣｈ ＝ Ｎｌｎ(ＳＳＥｈ) ＋ ２ｈ .
其中 ＳＳＥｈ ＝ [Ｇｈ(Ｇｈ

ＴＧｈ) － １ＧｈＹ － Ｙ] Ｔ

[Ｇｈ(Ｇｈ
ＴＧｈ) － １ＧｈＹ － Ｙ] .

步骤 ８　 找到最小的 ＡＩＣｈ(ｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ) .
ｐ ＝ ａｒｇ ｍｉｎｈ{ＡＩＣｈꎻ ｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ} .

然后ꎬ对于 ＳＤｏＥ和 ＹꎬＫｒｉｇｉｎｇ 模型的最优基

函数为

ｇ(ｘ) ＝ [ψα′１(ｘ)ꎬψα′２(ｘ)ꎬ􀆺ꎬψα′ｐ(ｘ)]
Ｔ .

２　 本文所提方法

本文构造了一种主动学习的 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模

型的结构可靠性分析方法ꎬ采用所提出的 ＡＰＣＫ －
ＬＩＦ 模型方法来迭代改进 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型ꎬ直到

其精度满足停止准则.
步骤 １　 ｔ ＝ ０ꎬ采用拉丁超立方抽样(ＬＨＳ)

获得初始 ＤｏＥ 点ꎬ并调用真实的功能函数计算对

应的功能函数值. ＬＨＳ 的超矩形是[ － ｎσꎬｎσ]Ｍꎬ
最初的点数为 Ｎ０ꎬ本文设置 ｎσ ＝ ５.

ＳＤｏＥ ＝ [ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘＮ０
]ꎬ

Ｙ ＝ [ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙＮ０
] Ｔ .

步骤 ２　 基于 ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ － ｃｈａｏｓ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 构

造 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型 Ｇ^ｔ (ｘ)和 σ２
Ｇ(ｘ)ꎬ并计算失

效概率的估计 Ｐ^ｆꎬｔꎬ相应的变异系数及精度.

􀭹Ｐｆꎬｔ ＝ １
ＮＭＣꎬｔ

∑
ＮＭＣꎬｔ

ｉ ＝１
ＩＧ^ｔ <０(ｘＭＣꎬｉ)ꎬ (５)

δＭＣ ＝
ｖａｒ( Ｐ^ｆ)
Ｐ^ｆ

＝
１ － Ｐ^ｆ

ＮＭＣＰ^ｆ
≈ １

ＮＭＣＰ^ｆ

ꎬ

εＰ^ｆ
＝
Ｐ^ｆ － Ｐ^ＭＣＳ

ｆ

Ｐ^ＭＣＳ
ｆ

.

式中ꎬ Ｐ^ＭＣＳ
ｆ ＝ １

ＮＭＣꎬｔ
∑
ＮＭＣꎬｔ

ｉ ＝１
ＩＧ <０(ｘＭＣꎬｉ) .

步骤 ３ 　 判断学习过程是否收敛. 根据式

(５)ꎬ可以得到失效概率估计值 Ｐ^ｆꎬｔ相对真实值 Ｐｆ

的绝对误差期望为

Ｅ ｔ ＝ １
ＮＭＣ

∑
ＮＭＣ

ｉ ＝１
Φ( － Ｕｔ(ｘＭＣꎬｉ)) . (６)

其中ꎬΦ( － Ｕｔ ( ｘＭＣꎬｉ))表示 ｘＭＣꎬｉ对应的响应值

Ｇ^ｔ(ｘＭＣꎬｉ)与真实值 Ｇｔ(ｘＭＣꎬｉ)符号相反的概率.
从而得到停止条件:

ｅｔ ＝ Ｅ ｔ / Ｐ^ｆꎬｔ≤[ｅε] . (７)
如果符合停止条件ꎬ执行步骤 ５ꎬ否则ꎬ执行

步骤 ４.
步骤 ４　 ｔ ＝ ｔ ＋ １ꎬ选取最佳样本点. 引入文献

[５]的学习函数 ＬＩＦ(ｘ):
ＬＩＦ(ｘ) ＝Φ( －ＵＧ(ｘ)) ｆ(ｘ)Ｅ( ｜ＧＭ(ｘ) ｜ ) . (８)
其中ꎬ
Ｅ( ｜ＧＭ(ｘ) ｜ ) ＝

ｕＭ
Ｇ (ｘ) ＋∑

Ｍ/ ２

ｍ ＝１
Ｃ２ｍ

Ｍ ｕＭ－２ｍ(ｘ)σ２ｍ
Ｇ (ｘ)(２ｍ － １)!!ꎬ

Ｍ 为偶数ꎻ

２
π ∑

Ｍ

ｍ ＝０
Ｃｍ

ＭｕＭ－ｍ
Ｇ (ｘ)σｍ

Ｇ(ｘ) ∫＋∞

－
ｕＧ(ｘ)
σＧ(ｘ)

ｔｍｅｘｐ － ｔ２
２( )ｄｔꎬ

Ｍ 为奇数 .

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

　 　 根据式(８)选取 ＬＩＦ(ｘ)最大值的点作为最

佳样本点ꎬ并计算其功能函数值ꎬ更新当前的

ＤｏＥ 和 Ｙꎬ然后返回到步骤 ２.
步骤 ５　 判断迭代过程是否停止. 如果 δＭＣ≤

０􀆰 ０３ꎬ输出失效概率ꎬ否则扩大 ＭＣＳ 样本数ꎬ返回

步骤 ２. 具体流程如图 １ 所示.

图 １　 主动学习 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ方法流程图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ａｃｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ＰＣ￣Ｋｒｉｇｉｎｇ

３　 齿轮热传递误差可靠性分析

齿轮传递误差主要包括轮齿受载荷作用产生
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的弹性变形和齿轮在加工制造及装配过程中产生

的误差[１２] . 本文研究重点为考虑温度和载荷共同

作用下的弹性变形对齿轮传递误差的可靠性分

析ꎬ齿轮模型为渐开线直齿轮ꎬ转矩为 １４０ Ｎ􀅰ｍꎬ
转速为 ９ ２８０ ｒ / ｍｉｎ. 相关参数如表 １ 所示.

表 １　 齿轮的基本参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｂａｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｇｅａｒｓ

基本参数 主动齿轮 从动齿轮

模数 / ｍｍ ３ ３
齿数 ２４ ３８

压力角 / (°) ２５ ２５
齿宽 / ｍｍ １５ １４􀆰 ５

齿顶高系数 １ １
顶隙系数 ０􀆰 ２５ ０􀆰 ２５
变位系数 ０ ０

３􀆰 １　 极限状态函数的建立

假设齿轮模数、齿宽、压力角、线膨胀系数以

及弹性模量为随机变量ꎬ且各随机变量均服从正

态分布ꎬ其均值与方差分布形式如表 ２ 所示.

表 ２　 随机变量参数
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

变量 分布 均值 标准差

模数 / ｍｍ Ｎｏｒｍａｌ ３ ０􀆰 ２
齿宽 / ｍｍ Ｎｏｒｍａｌ １４􀆰 ５ ０􀆰 ２

压力角 / (°) Ｎｏｒｍａｌ ２５ ０􀆰 ３
线膨胀系数 / ℃ － １ Ｎｏｒｍａｌ １０􀆰 ３６ × １０ － ６ ０􀆰 ５ × １０ － ６

弹性模量 / Ｐａ Ｎｏｒｍａｌ ２􀆰 １ × １０１１ ２􀆰 １ × １０１ ０

　 　 采用 ＡＮＳＹＳ 有限元分析软件以从动轮某一

单齿为研究对象进行热分析ꎬ再采用载荷传递法

对齿轮进行热变形的耦合分析ꎬ提取齿轮副的热

变形量ꎬ绘制齿轮副的非渐开线误差曲线.
　 　 轮齿综合变形情况如图 ２ 所示ꎬ内侧虚线是

图 ２　 从动轮某一单齿综合变形
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ

ｔｏｏｔｈ ｄｒｉｖｅｎ ｗｈｅｅｌ

理论齿廓线ꎬ外侧实线是变形后的实际齿廓线. 可
以看出齿轮工作部分变形随着半径的增大而增

大ꎬ变形最大的地方均出现在齿顶处.
　 　 使用 ＭＡＴＬＡＢ 从 ＡＮＳＹＳ 结果中读取最大

变形量 Δｙꎬ将齿轮实际传递误差的波动范围超过

极限值作为齿轮传递误差失效的准则ꎬ齿轮传递

误差状态函数可以表示为

Ｇ(ｘ) ＝ ｜ ｙ ｜ － Δｙ . (９)
式中: ｜ ｙ ｜ ＝ ０􀆰 ０５ ｍｍꎻΔｙ ＝ ｙｍａｘ － ｙｍｉｎꎻｙｍａｘꎬｙｍｉｎ是

实际传递误差 ｙ 在传动过程中的最大值和最小

值ꎻ ｜ ｙ ｜是齿轮实际传递误差波动范围的极限阈

值ꎬ当 ｙ ＝ Δｙ 时ꎬＧ(ｘ) > ０ꎬ齿轮处于安全状态ꎬ当
ｙ≤Δｙ 时ꎬＧ(ｘ)≤０ꎬ则齿轮处于失效状态.
３􀆰 ２　 热传递误差可靠度计算与分析

根据 所 提 可 靠 性 分 析 方 法 流 程 进 行

ＭＡＴＬＡＢ 编程ꎬ首先使用拉丁超立方选取 ２５ 的

点作为初始样本点ꎬ并使用 ＡＮＳＹＳ 仿真得到其

对应的最大变形量. 根据随机变量和响应值建立

初始的 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型ꎬ用学习函数 ＬＩＦ 选择

最优点加入到样本空间中ꎬ调用 ＡＮＳＹＳ 仿真求

得响应值ꎬ更新 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型. 这样再经过

１９４ 次调用 ＡＮＳＹＳ 仿真后达到规定精度.
用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法抽样 １００ ０００ 次计算的

结果作为计算标准ꎬ分别用 ＡＫ －ＭＣＳ ＋ ＵꎬＡＫ －
ＳＳＩＳ ＋Ｕ 和本文提出的算法计算齿轮热传递误差

可靠性. 表 ３ 将不同的方法进行比较.

表 ３　 不同方法结果
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法 Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ ε / ％

ＭＣＳ １０５ ０􀆰 ０１８１ —
ＡＫ －ＭＣＳ ＋ Ｕ ２５ ＋ ３０６ ０􀆰 ０１７９ － １􀆰 １０
ＡＫ － ＳＳＩＳ ＋ Ｕ ２５ ＋ ３３１ ０􀆰 ０１８５ ２􀆰 ２１

本文方法 ２５ ＋ １９４ ０􀆰 ０１８０ － ０􀆰 ５５

　 　 通过表 ３ 可知ꎬ本文提出的方法需要调用

ＡＮＳＹＳ 仿真软件的次数最少ꎬ节约了大量计算时

间ꎬ且本文提出的方法计算精度较高.

４　 结　 　 论

１) 本文提出了一种新的改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 基函数

与主动学习函数相结合的可靠性分析方法ꎬ采用

Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ － Ｃｈａｏｓ － Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ 作为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

的基函数对原始 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型作改进ꎬ使得 ＰＣ －
Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法在基函数回归方面具有更大的灵

活性.
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２) 通过对齿轮热状态传递误差可靠性分析

可知ꎬ所提方法相对于 ＡＫ － ＭＣＳ ＋ Ｕ 和 ＡＫ －
ＳＳＩＳ ＋ Ｕ 方法将迭代次数从 ３００ 余次降至 １９４
次ꎬ同时精度提升到 － ０􀆰 ５５％ ꎬ具有更快的效率以

及更高的精度.
３) 对齿轮系统可靠性分析表明ꎬ所提方法亦

适用于求解功能函数为隐式的多维非线性问题ꎬ
为解决实际工程中的可靠性问题提供了重要的

参考.
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[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ
２０１７ꎬ３８(７):１００２ － １００６. )

[ ７ ]　 Ｉｓｕｋａｐａｌｌｉ Ｓ Ｓꎬ Ｒｏｙ Ａꎬ Ｇｅｏｒｇｏｐｏｕｌｏｓ Ｐ Ｇ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ( ＳＲＳＭｓ ) ｆｏｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ: ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ
ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ] . Ｒｉｓｋ Ａｎａｌｙｓｉｓꎬ１９９８ꎬ１８(３):３５１ － ３６３.

[ ８ ]　 Ｇａｓｐａｒ ＢꎬＴｅｉｘｅｉｒａ Ａ Ｐꎬ Ｓｏａｒｅｓ Ｃ Ｇ. Ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｓｕｒｒｏｇａｔｅ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ
ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｊ] . Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ２０１４ꎬ３７:
２４ － ３４.

[ ９ ]　 Ｓｃｈｏｅｂｉ Ｒꎬ Ｓｕｄｒｅｔ Ｂꎬ Ｗｉａｒｔ Ｊ. Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣ｃｈａｏｓ￣ｂａｓｅｄ￣
Ｋｒｉｇｉｎｇ [ Ｊ ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
Ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２０１５ꎬ５(２):１７１ － １９３.

[１０] Ｅｆｒｏｎ ＢꎬＨａｓｔｉｅ Ｔꎬ Ｊｏｈｎｓｔｏｎｅ Ｉꎬｅｔ ａｌ. Ｌｅａｓｔ ａｎｇｌｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ
[Ｊ] . Ａｎｎａｌｓ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ２００４ꎬ３２(２):４０７ － ４５１.

[１１] Ａｒｎｏｌｄ Ｔ Ｗ. Ｕｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｍｏｄｅｌ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ
ｕｓｉｎｇ Ａｋａｉｋｅ′ｓ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｗｉｌｄｌｉｆｅ
Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔꎬ２０１０ꎬ７４(６):１１７５ － １１７８.

[１２] Ｖｅｌｅｘ ＰꎬＣｈａｐｒｏｎ Ｍꎬ Ｆａｋｈｆａｋｈ Ｈꎬ ｅｔ ａｌ. Ｏｎ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ
ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｐｒｏｆｉｌｅ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ ｍｉｎｉｍｉｓｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃ ｔｏｏｔｈ
ｌｏａｄｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉ￣ｍｅｓｈ ｇｅａｒｓ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１６ꎬ３７９:２８ － ５２.
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