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一种基于失效概率相对误差估计的可靠性分析方法

张毅博ꎬ 孙志礼ꎬ 闫玉涛ꎬ 王　 健
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 为更高效地分析复杂机械结构的可靠性ꎬ提出了一种新的基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型和失效概率相对误

差估计的自适应分析方法. 采用泊松二项分布的近似正态分布推导了样本符号不确定区域内真实失效样本

数的取值范围ꎬ并通过引入比例因子重新定义取值下限ꎬ以确保真实失效样本数准确落在确定的区间内ꎬ进而

给出了一种更精确的失效概率相对误差的估计. 采用学习函数 Ｕ 实现自适应试验设计. 通过两个算例验证失

效概率相对误差估计和自适应分析方法的准确性、通用性及高效性ꎬ结果表明:本文方法不仅能准确估计失效

概率的相对误差ꎬ而且显著减少了功能函数的调用次数.
关　 键　 词: 结构可靠性分析ꎻ失效概率ꎻ相对误差ꎻＫｒｉｇｉｎｇ 模型ꎻ自适应试验设计

中图分类号: ＴＢ １１４􀆰 ３　 　 　 文献标志码: Ａ　 　 　 文章编号: １００５ － ３０２６(２０２０)０２ － ０２２９ － ０６

Ａ Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｍｅｔｈｏｄ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｅｒｒｏｒ
Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｆａｉｌｕｒｅ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ＺＨＡＮＧ Ｙｉ￣ｂｏꎬ ＳＵＮ Ｚｈｉ￣ｌｉꎬ ＹＡＮ Ｙｕ￣ｔａｏꎬ ＷＡＮＧ Ｊｉａｎ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ Ｎｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈｅｎｙａｎｇ １１０８１９ꎬ Ｃｈｉｎａ.
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ: ＺＨＡＮＧ Ｙｉ￣ｂｏꎬ Ｅ￣ｍａｉｌ: ｎｅｕｚｙｂ＠１６３. ｃｏｍ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｍｏｒｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙꎬ ａｎ
ｉｎｎｏｖａｔｉｖｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ. Ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｃｔｕａｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｓａｍｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｇｉｏｎ
ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｉｇｎｓ ｏｆ ｓａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｈａｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓ
ｔｏ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｂｉｎｏｍｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｉｓ ｒｅｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ
ｓｃａｌｅ ｆａｃｔｏｒ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｃｔｕａｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｓａｍｐｌｅｓ ｃａｎ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｆａｌｌ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ.
Ｔｈｅｎꎬ ａ ｍｏｒｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ. Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ
ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｉｓ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｕ. Ｔｗｏ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ
ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙꎬ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｓ￣ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ
ｃａｎ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙꎬ ｂｕｔ ａｌｓｏ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ
ｄｅｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｃａｌｌｓ ｔｏ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓꎻ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙꎻ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒꎻ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌꎻ
ａｄａｐｔｉｖｅ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

　 　 随着机械结构的日趋复杂ꎬ基于代理模型

(如响应面 ＲＳＭ[１]、神经网络 ＮＮｓ[２]、支持向量机

ＳＶＭ[３]、Ｋｒｉｇｉｎｇ[４ － ７] 等)的可靠性分析方法由于

其高效性和准确性而越来越受到重视. Ｋｒｉｇｉｎｇ 模

型作为一种精确的内插方法ꎬ在提供预测响应的

同时还给出了预测响应的方差ꎬ这使得 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型在可靠性分析中得到了广泛应用并逐渐成为

研究热点.
近年来ꎬ为改善 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的精度和可靠

性分析效率ꎬ众多学者提出了各种自适应试验设

计策略和可靠性分析方法ꎬ其中ꎬ基于学习函数的

选点策略是研究最广泛的. 例如ꎬＢｉｃｈｏｎ 等[８] 提

出了学习函数 ＥＦＦꎬ用以测量样本接近极限状态

的程度ꎻＥｃｈａｒｄ 等[９] 定义了学习函数 Ｕꎬ用以选



　 　

择最容易错分类的样本ꎻＳｕｎ 等[４] 通过提出的学

习函数 ＬＩＦ 来选择对失效概率预测精度改善最大

的样本. 此外ꎬ学者们还从采样区域[１０] 及交叉验

证[１１]等方面发展了各种选点策略. 然而ꎬ现有自

适应试验设计的停止准则主要聚焦于单个样本满

足学习函数的要求ꎬ而不是从预测的失效概率满

足可靠性分析精度需求的角度出发ꎬ这往往会增

加不必要的功能函数调用次数ꎬ降低可靠性分析

效率. 为此ꎬＨｕ 等[１２]和 Ｗａｎｇ 等[１３]基于失效概率

的相对误差估计提出了两种新的停止准则ꎻ然而ꎬ
由于保守或错误地估计真实失效样本数的取值范

围ꎬ新的停止准则仍难以应用到工程实际中.
针对上述存在的问题ꎬ本文基于失效概率的

相对误差估计提出了一种更精确的真实失效样本

数的区间估计方法ꎬ从而有效地避免了不必要的

功能函数调用和错误的失效概率评估结果ꎬ并采

用两个实例来说明所提方法的通用性、准确性及

高效性.

１　 可靠性分析基本理论

在可靠性领域中ꎬ失效概率被定义为

Ｐｆ ＝ ∫
Ｇ(ｘ)≤０

ｆ(ｘ)ｄｘ . (１)

式中:ｘ 为 Ｎ 维随机向量(即 Ｎ 个影响结构输出

的随机输入因素)ꎻｆ(ｘ)为 ｘ 的联合概率密度函

数ꎻＧ(ｘ)为结构的功能函数且 Ｇ(ｘ)将 ｘ 的空间

分为两部分ꎬ即失效域{ｘ ｜Ｇ(ｘ)≤０}和安全域{ｘ
｜Ｇ(ｘ) > ０} .

在 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型中ꎬＧ(ｘ)被表示为

Ｇ(ｘ) ＝ ｇ(ｘ) Ｔβ ＋ ｚ(ｘ) . (２)
式中:ｇ(ｘ)为多项式回归基函数ꎻβ 为相应的回

归系数ꎬ本文令 ｇ(ｘ)的阶次为 ０ꎻｚ(ｘ)为高斯过

程. ｚ(ｘ)具有如下特征:
Ｅ[ｚ(ｘ)] ＝ ０ꎬＣｏｖ[ｚ(ｘ)ꎬｚ(ｗ)] ＝ σ２Ｒ(ｘꎬｗꎻθ) .
式中:σ 是高斯过程 ｚ(ｘ)的标准差ꎻＲ(ｘꎬｗꎻθ)表
示 ｚ(ｘ)和 ｚ(ｗ)间含未知参数 θ 的相关系数. 本
文采用应用最广泛的高斯相关函数:

Ｒ(ｘꎬｗꎻθ) ＝ ｅｘｐ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
[ － θｋ (ｘｋ － ｗｋ) ２] . (３)

式中:ｘｋꎬｗｋꎬθｋ 分别表示 ｘꎬｗ 和 θ 的第 ｋ 个元素.
在给定含 Ｍ 个训练样本的初始 ＤｏＥ(ｄｅｓｉｇｎ

ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ)下ꎬβ 和 σ 的估计分别为

β^ ＝ (ｇＴＲ － １ｇ) － １ｇＴＲ － １Ｙꎬ (４)

σ^２ ＝ １
Ｍ(Ｙ － ｇβ^) ＴＲ － １(Ｙ － ｇβ^) . (５)

式中:ｇ ＝ [ ｇ ( ｘ１ )ꎬ ｇ ( ｘ２ )ꎬ􀆺ꎬ ｇ ( ｘＭ )] Ｔꎬ Ｒ ＝
[Ｒ(ｘꎬｗꎻθ)] Ｎ × Ｎ .

参数 θ 由极大似然估计得到:
ｍａｘＬ(θ) ＝ － ｌｎ( ｜Ｒ ｜ σ^２Ｍ) . (６)

为确保预测响应最小方差无偏性ꎬ样本 ｘ 处

的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测响应及其方差分别为

μＧ(ｘ) ＝ Ｇ^(ｘ) ＝ ｇＴ β^ ＋ ｒ(ｘ)Ｒ －１(Ｙ － ｇβ^)ꎬ (７)
σ２

Ｇ(ｘ) ＝ σ^２(１ ＋ ｕＴ(ｘ)(ｇＴＲ － １ｇ) － １ｕ(ｘ) －
ｒ (ｘ) ＴＲ － １ｒ(ｘ)) . (８)

式中:
ｒ(ｘ) ＝ [Ｒ(ｘ１ꎬｘꎻθ)ꎬＲ(ｘ２ꎬｘꎻθ)ꎬ􀆺ꎬＲ(ｘＭꎬｘꎻθ)]ꎬ

ｕ(ｘ) ＝ ｇＴＲ － １ｒ(ｘ) － １.
因此ꎬ结构失效概率的估计值为

Ｐ^ｆ ＝ ∫
Ｇ^(ｘ)≤０

ｆ(ｘ)ｄｘ . (９)

对复杂结构而言ꎬ直接求解积分(９)很困难ꎬ
甚至是不可能的. 因此ꎬ本文使用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
(ＭＣ)法近似估计 Ｐ^ｆꎬ即

Ｐ^ｆ ＝ ∫
Ｇ^(ｘ)≤０

ｆ(ｘ)ｄｘ ≈ １
ＮＭＣ

∑
ＮＭＣ

ｉ ＝１
ＩＧ^(ｘｉ) . (１０)

式中:ＮＭＣ为 ＭＣ 样本数ꎻｘｉ 是第 ｉ 个 ＭＣ 样本ꎻ
ＩＧ^(ｘ)为失效指示函数ꎬ当 Ｇ^(ｘ)≤０ 时ꎬＩＧ^(ｘ) ＝１ꎬ
当 Ｇ^(ｘ) > ０ 时ꎬＩＧ^(ｘ) ＝ ０.

Ｐ^ｆ 的变异系数为

δＰ^ｆ
＝

ｖａｒ( Ｐ^ｆ)
Ｐ^ｆ

＝
１ － Ｐ^ｆ

ＮＭＣＰ^ｆ
ꎬ (１１)

ｖａｒ( Ｐ^ｆ) ＝ １
ＮＭＣ

( Ｐ^ｆ － Ｐ^２
ｆ ) .

Ｐ^ｆ 的相对误差为

εＰ^ｆ
＝

｜ Ｐ^ｆ － Ｐ^ＭＣＳ
ｆ ｜

Ｐ^ＭＣＳ
ｆ

. (１２)

式中ꎬＰ^ＭＣＳ
ｆ 为通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ(ＭＣＳ)

和真实功能函数得到的结构失效概率.

２　 失效概率的相对误差估计

２􀆰 １　 学习函数 Ｕ
Ｅｃｈａｒｄ 等[９]从样本符号预测精度的角度出

发定义了一个学习函数 Ｕ 来量化符号预测的不

确定性ꎬ其表达式为

Ｕ(ｘ) ＝ μＧ(ｘ)
σＧ(ｘ)

ꎬ (１３)

则该样本 ｘ 处符号预测错误的概率为

Ｐｅｒｒｏｒ(ｘ) ＝Φ( －Ｕ(ｘ)) . (１４)
式中ꎬΦ(􀅰)为标准正态分布的累积分布函数.

显然ꎬμＧ(ｘ)越小(样本 ｘ 越接近极限状态
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Ｇ(ｘ) ＝ ０)或 σＧ(ｘ)越大(样本 ｘ 的不确定性越

高)或两者兼之ꎬ则 Ｕ(ｘ)值越小ꎬ样本 ｘ 处符号

越容易预测错误. 因此ꎬ定义 Ｕ(ｘ)最小的点为新

训练样本ꎬ即
ｘ∗ ＝ ａｒｇｍｉｎ

ｘ
Ｕ(ｘ) . (１５)

基于函数 Ｕ 的自适应可靠性分析流程如下:
① 在[ － ５ꎬ ５] Ｎ 空间内采用拉丁超立方抽样

(ＬＨＳ)定义初始训练样本集 Ωꎬ并应用 ＭＣ 法产

生候补样本集 ΩＣＳꎻ
② 基于样本集 Ωꎬ构建 Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型ꎬ并

根据式(７)、式(８)和式(１３)找到样本集 ΩＣＳ中对

应的最小 Ｕ 值 ｍｉｎ(Ｕ(ｘ))ꎬ如果 ｍｉｎ(Ｕ(ｘ)) >
２ꎬ停止迭代ꎬ由式(１０) ~ 式(１２)计算可靠性结

果ꎬ否则继续步骤③ꎻ
③ 计算新训练样本 ｘ∗处的功能函数值 Ｇ∗ꎬ

将其加入到初始训练样本集 Ω 中ꎬ并返回步骤②.
２􀆰 ２　 相对误差估计方法

根据学习函数 ＵꎬＵ(ｘ) > ２ 的样本的符号可

以认为是预测正确的. 因此ꎬ式(１２)中 Ｐ^ｆ 的相对

误差可以改写为

εＰ^ｆ
＝

Ｐ^ｆ － Ｐ^ＭＣＳ
ｆ

Ｐ^ＭＣＳ
ｆ

＝
Ｎ ｆ^２ － Ｎｆ２

Ｎ ｆ^１ ＋ Ｎｆ２
. (１６)

式中:Ｎ ｆ^１ꎬＮ ｆ^２ꎬＮｆ２分别表示域 Ω ｆ^１ꎬΩ ｆ^２和 Ωｆ２内的样

本总数ꎬ且域 Ω ｆ^１ꎬΩ ｆ^２和 Ωｆ２分别代表如下所示的

样本点.
Ω ｆ^１ ＝ {ｘ ｜ Ｇ^(ｘ)≤０ꎬＵ(ｘ) > ２}ꎬ
Ω ｆ^２ ＝ {ｘ ｜ Ｇ^(ｘ)≤０ꎬＵ(ｘ)≤２}ꎬ
Ωｆ２ ＝ {ｘ ｜Ｇ(ｘ)≤０ꎬＵ(ｘ)≤２} .

显然ꎬＮｆ２等于域 Ω ｆ^２ 内符号预测正确的样本

数和域 Ω ｓ^２ ＝ {ｘ ｜ Ｇ^(ｘ) > ０ꎬＵ(ｘ)≤２}内符号预

测错误的样本数之和. 类似于失效指示函数ꎬ本文

定义一个指示函数 Ｉｗ(ｘ)ꎬ用于识别样本符号是

否预测错误ꎬ即

Ｉｗ(ｘ) ＝
１ꎬ ｜ ＩＧ(ｘ) － ＩＧ^(ｘ) ｜ ＝ １ꎻ
０ꎬ ｜ ＩＧ(ｘ) － ＩＧ^(ｘ) ｜ ＝ ０.{

因此ꎬ域 Ω ｆ^２内符号预测正确的样本数 Ｓｆｃ和域 Ω ｓ^２

内符号预测错误的样本数 Ｓｓｗ可分别表示为

Ｓｆｃ ＝ ∑
Ｎ ｆ^２

ｊ ＝ １
(１ － Ｉｗ(ｘｊ)) ꎬ Ｓｓｗ ＝ ∑

Ｎ ｓ^２

ｉ ＝１
Ｉｗ(ｘｉ) . (１７)

式中ꎬＮ ｓ^２ 为域 Ω ｆ^２ 内的样本总数.
忽略Ｋｒｉｇｉｎｇ预测之间的相关性ꎬ则 Ｓｓｗ 和 Ｓｆｃ

均服从泊松二项分布ꎬ其分布参数为

μｓｗ ＝∑
Ｎｓ^２

ｉ ＝１
Φ(－Ｕｉ)ꎬσ２

ｓｗ ＝∑
Ｎｓ^２

ｉ ＝１
Φ(－Ｕｉ)Φ(Ｕｉ) . (１８)

μｆｃ ＝∑
Ｎｆ^２

ｊ ＝１
Φ(Ｕｊ) ꎬσ２

ｆｃ ＝∑
Ｎｆ^２

ｊ ＝１
Φ(Ｕｊ)Φ(－Ｕｊ) . (１９)

式中:Ｕｉ ＝Ｕ(ｘｉ)ꎻＵｊ ＝Ｕ(ｘｊ) .
随着 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型精度的逐渐改善ꎬＵ(ｘ)≤２

的样本数逐渐减少ꎬ文献[１３]采用的林德伯格 －
费勒中心极限定理不再适用. 此外ꎬ根据 Ｌｅ ｃａｍ
定理定义的误差界限可知ꎬ只有在样本符号预测

正确或错误的概率较小时ꎬ泊松分布才能较好地

近似泊松二项分布. 因此ꎬ本文采用适用性更广泛

且近似效果优于泊松分布的正态分布来模拟 Ｓｓｗ

和 Ｓｆｃ的分布ꎬ即

Ｓｓｗ ＝ ∑
Ｎ ｓ^２

ｉ ＝１
Ｉｗ(ｘｉ) ~ Ｎ(μｓｗ－ ０. ５ꎬσ２

ｓｗ)ꎬ

Ｓｆｃ ＝ ∑
Ｎ ｆ^２

ｊ ＝１
(１ － Ｉｗ(ｘｊ)) ~ Ｎ(μｆｃ－ ０􀆰 ５ꎬσ２

ｆｃ) .

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(２０)

因此ꎬＮｆ２的分布为

Ｎｆ２ ＝ Ｓｓｗ ＋ Ｓｆｃ ~ Ｎ(μＮｆ２
ꎬσ２

Ｎｆ２
) . (２１)

式中:μＮｆ２
＝ μｓｗ ＋ μｆｃ － １ꎻσ２

Ｎｆ２
＝ σ２

ｓｗ ＋ σ２
ｆｃ .

在置信水平为 ０􀆰 ９５ 时ꎬＮｆ２的置信区间为

[μＮｆ２
－ １􀆰 ９６σＮｆ２

ꎬ μＮｆ２
＋ １􀆰 ９６σＮｆ２

] . (２２)
文献[１２]将 Ｎｆ２的取值区间定义为

Ｎｆ２∈[０ꎬＮ ｓ^２ ＋ Ｎ ｆ^２] . (２３)
显然ꎬ式(２３)是极端情况下(域 Ω ｆ^２内的样本

符号全部预测错误且域 Ω ｓ^２内样本符号全部预测

正确ꎬ即 Ｎｆ２取值为 ０ꎻ域 Ω ｆ^２内的符号全部预测正

确且域 Ω ｓ^２ 内符号全部预测错误ꎬ即 Ｎｆ２ 取值为

Ｎ ｓ^２ ＋ Ｎ ｆ^２)得到的 Ｎｆ２的取值区间ꎬ因此过于保守.
文献[１３]将 Ｎｆ２的取值区间定义为

Ｎｆ２∈[μｆｃ－ ０􀆰 ５ ＋ １􀆰 ９６σｆｃꎬ
Ｎ ｆ^２ ＋ μｓｗ－ ０􀆰 ５ ＋ １􀆰 ９６σｓｗ] . (２４)

显然ꎬ式(２４)中的取值下限忽略了域 Ω ｓ^２ 内

符号预测错误的样本数ꎬ取值上限则认为域 Ω ｆ^２内

样本符号全部预测正确ꎬ因此式(２４)中 Ｎｆ２ 的取

值区间不精确.
此外ꎬ在 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型精度较差时ꎬ由于域

Ω ｆ^２ꎬΩ ｓ^２内样本(即 Ｕ(ｘ)≤２ 的样本)总数较多ꎬ
导致式 (２２ ) 和式 (２４ ) 中 Ｎｆ２ 的下限过高ꎬ即

Ｕ(ｘ)≤２ 区域内的真实失效样本数没有落在 Ｎｆ２

的取值区间内ꎬ从而错误地估计相对误差和失效

概率.
随着 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型精度逐渐改善ꎬ域 Ω ｆ^１内的

样本数 Ｎ ｆ^１基本呈增长趋势且逐渐收敛于整个样

本空间内真实的失效样本数 Ｎｆꎬ即 Ｎｆ２与 Ｎ ｆ^１间的

比值逐渐减小. 因此ꎬ为使 Ｕ(ｘ)≤２ 内的真实失

效样本数落在 Ｎｆ２的取值区间内ꎬ本文提出引入一

个比例因子 αꎬ通过 αＮ ｆ^１ 重新定义 Ｎｆ２ 的取值下

限ꎬ即
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ＮΩ
ｆ２􀰛[μＮｆ２

－ １􀆰 ９６σＮｆ２
ꎬ μＮｆ２

＋ １􀆰 ９６σＮｆ２
]ꎬ

　 　 　 　 　 　 　 μＮｆ２
－ １􀆰 ９６σＮｆ２

< αＮ ｆ^１ꎻ

ＮΩ
ｆ２􀰛[αＮ ｆ^１ꎬ μＮｆ２

＋ １􀆰 ９６σＮｆ２
]ꎬ

　 　 　 　 　 　 　 μＮｆ２
－ １􀆰 ９６σＮｆ２

≥αＮ ｆ^１ .

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

(２５)

本文令 α ＝ ０􀆰 １ꎬ则失效概率估计值的相对误

差为

εＰ^ｆ
＝

｜Ｎ ｆ^２ － Ｎｆ２ ｜
Ｎ ｆ^１ ＋ Ｎｆ２

≤ ｍａｘ
Ｎｆ２∈ＮΩ

ｆ２

(
｜Ｎ ｆ^２ － Ｎｆ２ ｜
Ｎ ｆ^１ ＋ Ｎｆ２

) ＝ εｍａｘ . (２６)

因此ꎬ只要式(２６)中失效概率的最大相对误

差 εｍａｘ满足式(２７)中的条件ꎬ就说明满足可靠性

分析的精度要求.
εｍａｘ≤εｔｈｒ . (２７)

式中ꎬεｔｈｒ为最大相对误差的阈值ꎬ工程实际中 εｔｈｒ

一般为 ０􀆰 ０１ ~ ０􀆰 ０５[１２ － １３]ꎬ本文取 εｔｈｒ ＝ ０􀆰 ０３.
２􀆰 ３　 基于相对误差估计的可靠性分析

基于相对误差估计的自适应可靠性分析方法

的基本步骤如下:
步骤 １ 　 采用 ＬＨＳ 法产生初始训练样本集

ＳＤｏＥꎬ并计算相应的真实功能函数值 ＧＤｏＥ . 初始训

练集 ＳＤｏＥ一般只需少量的样本ꎬ在后续迭代选点

过程中不断更新训练集.
步骤 ２ 　 基于现有 ＤｏＥ 和 ＭＡＴＬＡＢ 中的

ＤＡＣＥ 工具箱构建 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型ꎬ并应用 ＭＣ 法产

生候补样本集 ΩＣＳ .
步骤 ３　 计算候补样本集 ΩＣＳ相应的 μＧ(ｘ)ꎬ

σＧ(ｘ)和 Ｕ(ｘ)ꎻ根据式(２６)获取失效概率估计

值的最大相对误差 εｍａｘꎬ如果不满足式(２７)ꎬ将样

本集 ΩＣＳ中最小 Ｕ 值 ｍｉｎ(Ｕ(ｘ))对应的样本作

为新训练样本加入到 ＤｏＥ 中并返回步骤 ２ꎻ否则ꎬ
继续下一步.

步骤 ４　 应用 ＭＣ 法估计失效概率及其变异

系数ꎬ如果变异系数满足式(２８)ꎬ则停止迭代并

输出可靠性分析结果ꎻ否则ꎬ扩大 ＭＣ 样本数并重

复步骤 ２ ~ ４ꎬ直至满足式(２８) .

δＰ^ｆ
＝

１ － Ｐ^ｆ

ＮＭＣＰ^ｆ
≤０􀆰 ０３ . (２８)

３　 算例验证

３􀆰 １　 算例 １
选取文献[８]中的二元非线性功能函数作为

研究对象ꎬ其表达式为

Ｇ(ｘ１ꎬｘ２) ＝ １􀆰 ２ － １
２０(ｘ

２
１ ＋ ４)(ｘ２ － １) ＋ ｓｉｎ( ５

２ ｘ１) .

(２９)

式中ꎬｘ１ ~ Ｎ(０ꎬ１)ꎬｘ２ ~ Ｎ(０ꎬ１)ꎬ且相互独立.
初始 ＬＨＳ 训练样本点设置为 ６ 个ꎬ并采用

１０６ 个 ＭＣ 样本点计算该二元函数的失效概率.
由不同真实失效样本数 Ｎｆ 取值范围的估计方法

及相应停止条件得到的可靠性分析结果如表 １ 所

示ꎬ其中 Ｎｃａｌｌ为功能函数调用次数. 显然ꎬ本文的

可靠性分析方法在满足精度要求的同时ꎬ比其他

方法需要更少的功能函数调用次数.

表 １　 不同方法的分析结果
Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法 Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ × １０３ δＰ^ｆ / ％ εＰ^ｆ / ％

ＭＣＳ １０６ ４􀆰 ７３２ １􀆰 ４５
Ｕ 函数 ４４ ４􀆰 ７５１ １􀆰 ４５ ０􀆰 ４０

文献[１２] ３８ ４􀆰 ７８８ １􀆰 ４４ １􀆰 １８
文献[１３] ２０ ３􀆰 ０６１ １􀆰 ８０ ３５􀆰 ３１
本文方法 ２７ ４􀆰 ８０５ １􀆰 ４４ １􀆰 ５４

　 　 图 １、图 ２ 分别显示了由不同估计方法得到

的 Ｎｆ 和失效概率相对误差 εＰ^ｆ
随迭代次数 Ｎｉｔ的

变化. 可以发现ꎬ本文所估计的 Ｎｆ 的取值范围和

失效概率的最大相对误差比文献 [１２] 和文献

[１３]的更精确.

图 １　 由不同方法得到的 Ｎｆ 的取值范围
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｒａｎｇｅ ｏｆ Ｎｆ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ２　 采用不同方法 εＰ^ｆ和 εｍａｘ随 Ｎｉｔ的变化
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ εＰ^ｆ ａｎｄ εｍａｘ ｗｉｔｈ

Ｎｉｔ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
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３􀆰 ２　 算例 ２
以图 ３ 所示的具有 ９ 个随机变量的悬臂式管

结构[１４]为分析对象ꎬ其功能函数为结构屈服强度

Ｓ 和最大应力 σｍａｘ之差ꎬ即
　 Ｇ( ｔꎬｄꎬＬ１ꎬＬ２ꎬＦ１ꎬＦ２ꎬＰꎬＴꎬＳ) ＝ Ｓ － σｍａｘ . (３０)
式中各随机变量的分布特征如表 ２ 所示ꎬσｍａｘ为

原点处悬臂管上表面所受的最大等效应力:

σｍａｘ ＝ σ２
ｘ ＋ ３τ２

ｚｘ . (３１)
式中

σｘ ＝
Ｐ ＋ Ｆ１ｓｉｎθ１ ＋ Ｆ２ｓｉｎθ２

Ａ ＋Ｍｄ
２Ｉ ꎬ

τｚｘ ＝
Ｔｄ
４Ｉꎬ

θ１ ＝ ５°ꎬθ２ ＝ １０°ꎬ
Ｍ ＝ Ｆ１Ｌ１ｃｏｓθ１ ＋ Ｆ２Ｌ２ｃｏｓθ２ꎬ

Ａ ＝ π
４ ｄ２ － (ｄ － ２ｔ) ２[ ]ꎬ

Ｉ ＝ π
６４ ｄ４ － (ｄ － ２ｔ) ４[ ].

图 ３　 悬臂管
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｔｕｂｅ

表 ２　 各随机变量的分布特征
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

变量 参数 １ 参数 ２ 分布

ｔ / ｍｍ ５(均值) ０􀆰 １(标准差) 正态

ｄ / ｍｍ ４２(均值) ０􀆰 ５(标准差) 正态

Ｌ１ / ｍｍ １１９􀆰 ７５(下限) １２０􀆰 ２５(上限) 均匀

Ｌ２ / ｍｍ ５９􀆰 ７５(下限) ６０􀆰 ２５(上限) 均匀

Ｆ１ / ｋＮ ３􀆰 ０(均值) ０􀆰 ３(标准差) 正态

Ｆ２ / ｋＮ ３􀆰 ０(均值) ０􀆰 ３(标准差) 正态

Ｐ / ｋＮ ２７􀆰 ０(均值) ２􀆰 ７(标准差) Ｇｕｍｂｅｌ

Ｔ / (Ｎ􀅰ｍ) ９０􀆰 ０(均值) ９􀆰 ０(标准差) 正态

Ｓ / ＭＰａ ２２０(均值) ２２(标准差) 正态

　 　 初始 ＬＨＳ 训练样本点设置为 １２ 个ꎬ并采用

２􀆰 ０ × １０５ 个 ＭＣ 样本点计算该悬臂管的失效概

率. 表 ３ 和图 ４ 列举了采用不同方法得到的结果.
相较于其他方法ꎬ在满足可靠性分析精度要求时ꎬ
本文方法在效率上更具优势.

表 ３　 不同方法的分析结果
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法 Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ × １０３ δＰ^ｆ / ％ εＰ^ｆ / ％

ＭＣＳ ２􀆰 ０ × １０５ ７􀆰 ３０２ ２􀆰 ６１ －
Ｕ ９２ ７􀆰 ３３５ ２􀆰 ６０ ０􀆰 ４５

文献[１２] ６９ ７􀆰 １８６ ２􀆰 ６３ １􀆰 ５９
文献[１３] ２５ ６􀆰 ９３５ ２􀆰 ６８ ５􀆰 ０３
本文方法 ３８ ７􀆰 １７３ ２􀆰 ６３ １􀆰 ７７

图 ４　 采用不同方法得到的 εＰ^ｆ和 εｍａｘ随 Ｎｉｔ的变化
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ εＰ^ｆ ａｎｄ εｍａｘ ｗｉｔｈ Ｎｉｔ

ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

４　 结　 　 论

１) 通过两个算例表明ꎬ本文确定的取值区间

不仅能够准确地包含真实失效样本数ꎬ而且还能

得到更精确的失效概率相对误差估计结果.
２) 本文提出的基于失效概率相对误差估计

的自适应可靠性分析方法在满足分析精度要求的

同时极大地减少了功能函数的调用次数ꎬ为解决

实际工程中复杂结构的可靠性问题提供了一种切

实可行的分析方法.
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