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摘　 　 　 要: 将一种 Ｘ 型结构应用于准零刚度隔振器以改善其低频隔振性能. 根据牛顿运动定律建立了系

统的动力学方程. 利用增量谐波平衡法对非线性常微分方程进行求解ꎬ得到系统的幅频响应曲线. 讨论了等同

约化刚度 γ 值对系统传递率的影响. 研究结果表明:水平弹簧的无量纲预压缩长度的合理区间为 (０ꎬ２) . 在共

振区时ꎬγ 值的增大可以减小力传递率. 在较高频率激励下ꎬγ 值的变化对系统隔振性能影响较弱. 随着 γ 值

减小ꎬ共振区的位移传递率急剧减小. 此外ꎬγ 值的减小也会引起共振频率减小ꎬ并且使得跳跃现象消失. 因
此ꎬＸ 型准零刚度隔振器的等同约化刚度 γ 值是一个可以有效反映系统低频隔振效果的理想参数.
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　 　 在许多工程领域中ꎬ非线性隔振通常是一个

关键问题. 非线性隔振分为主动式和被动式ꎬ被动

隔振器[１]由于具有可靠性高、外部能量零输入、
结构简单等优点在许多领域得到了广泛应用ꎬ如

车辆[２]、航天器[３] 和精密仪器[４] 等. 近几年ꎬ准零

刚度(ｑｕａｓｉ￣ｚｅｒｏ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓꎬＱＺＳ)非线性隔振器以

其优异的综合性能吸引了众多学者的关注[５] . 典
型的非线性 ＱＺＳ 隔振器在设计载荷质量 ｍ 下ꎬ在



　 　

其平衡位置处将正刚度 ｋｖ 和负刚度 ｋｈ 单元组合

起来. ＱＺＳ 隔振器在静平衡位置具有高静低动的

刚度特性ꎬＱＺＳ 隔振器具有较低的主共振频率和

较小的静挠度ꎬ从而实现了高承载能力的低频

隔振.
　 　 ＱＺＳ 隔振器可由多种方式实现ꎬ近些年ꎬ学
者们提出了多种具有 ＱＺＳ 特性的隔振系统模型.
Ｃｈｅｎｇ 等[５] 提出了一种几何非线性阻尼器ꎬ并将

其应用于 ＱＺＳ 隔振器中ꎬ以提高其低频隔振性

能. Ｚｈｏｕ 等[６]提出了一种具有准零刚度特性的扭

转隔振器ꎬ用于衰减轴系中扭转振动的传递ꎬ同时

也起到了轴系间的耦合作用. Ｓｕｎ 等[７] 提出了一

种多方向 ＱＺＳ 剪刀形结构ꎬ并与已有的 ＱＺＳ 隔

振器进行了隔振效果对比.
为了提高 ＱＺＳ 隔振器的低频隔振性能ꎬ本文

采用了一种 Ｘ 型结构并将其应用于 ＱＺＳ 型隔振

器的设计中. 首先ꎬ应用静力学和泰勒公式得到了

弹簧的刚度特性曲线ꎬ得出了准零刚度产生的条

件. 其次ꎬ通过对 Ｘ 型结构的受力分析建立了系

统 的 动 力 学 方 程ꎬ 利 用 增 量 谐 波 平 衡 法

( ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄꎬＩＨＢＭ)对

非线性常微分方程进行半解析求解ꎬ并通过

Ｒｕｎｇｅ －Ｋｕｔｔａ 法对比验证了解的一致性. 最后ꎬ对
系统的幅频响应、力传递率及位移传递率特性进

行了分析及参数讨论. 结果表明:本系统具有良好

的隔振性能ꎬ可为结构振动的被动控制提供一种

新的解决方案.

１　 ＱＺＳ 系统及建模

如图 １ 所示ꎬＱＺＳ 隔振器主要由两个竖直弹

簧和两个 Ｘ 型结构的调节器组成. Ｘ 型结构的调

节器由支架、连杆、铰链轴和水平弹簧组成. 所有

连杆的长度均为 Ｌꎬ水平弹簧的两端与铰链轴连

接ꎬ竖直弹簧两端经支架与加载支架和基座连接ꎬ
在垂直导杆的作用下ꎬ加载支架只能沿垂直方向

移动. 水平弹簧的弹性系数为 Ｋｈꎬ竖直弹簧的弹

性系数为 Ｋｖ / ２ꎬ线性阻尼器的阻尼系数为 Ｃ. 加
载支架上放置质量为 ｍ 的质量块.
　 　 在质量块重力作用下ꎬ整个系统处于静平衡

状态ꎬ所有连杆重叠并且是处于水平状态ꎬ质量块

的位移为

Δｘ ＝ｍｇ / Ｋｖ . (１)
为了提供负刚度ꎬ两个刚度系数都为 Ｋｈ的水

平弹簧预先压缩的长度为 ｄꎬ水平弹簧的弹性恢

复力经连杆和支架传递到加载支架上ꎬ与竖直弹

簧所产生的弹性恢复力方向相反. 因此隔振器处

于静平衡状态时ꎬ当负刚度与正刚度相等时ꎬ系统

实现了准零刚度特性.
首先分析弹性恢复力ꎬ当上支架受到外力 ｆ

作用时ꎬ加载支架会偏离静平衡位置并产生位移

ｘꎬ此时ꎬＱＺＳ 系统的结构模型如图 １ 所示.

图 １　 ＱＺＳ系统的任意时刻模型图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｍｏｄｅｌ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ＱＺＳ ｓｙｓｔｅｍ ａｔ ａｎｙ ｔｉｍｅ

　 　 如图 ２ 所示ꎬ所施加的力与位移的关系为

ｆ(ｘ) ＝ ｆｖ ＋ｍｇ － ｆｔ . (２)
其中:ｆｖ ＝ Ｋｖ (ｘ － Δｘ)表示竖直弹簧的系统弹性

恢复力ꎻｆｔ ＝ ２ｆｈ ｔａｎα 表示水平弹簧的系统弹性恢

复力ꎻα 表示连杆与水平面之间的夹角ꎬ并且

ｔａｎα ＝ ｘ / ４Ｌ２ － ｘ２ . 施加外激励可以表示为

ｆ(ｘ) ＝ Ｋｖｘ － ２Ｋｈｘ(
ｄ － ２Ｌ
４Ｌ２ － ｘ２

＋ １) . (３)

对式(３)无量纲化处理ꎬ得到

ｈ(ｕ) ＝ ｕ － ２βｕ( δ － ２
４ － ｕ２

＋ １) . (４)

其中:ｈ ＝ ｆ / (ＫｖＬ)ꎻｕ ＝ ｘ / Ｌꎻβ ＝ Ｋｈ / Ｋｖꎻ δ ＝ ｄ / Ｌ.

图 ２　 单侧结构的受力分析图
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｏｒｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｕｎｉｌａｔｅｒａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

　 　 ＱＺＳ 系统的无量纲刚度为式(４)对 ｕ 的微分

ｋ(ｕ) ＝ １ － ２β
４(δ － ２)
(４ － ｕ２)

３
２
＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷. (５)

令 ｋ(ｕ ＝ ０) ＝ ０ꎬ则准零刚度产生的条件为

δｑｚｓ ＝
１
β . (６)

将式(６)代入式(４)得到

ｈｑｚｓ(ｕ) ＝ ｕ － ２
δｑｚｓ

(
δｑｚｓ － ２
４ － ｕ２

＋ １)ｕꎬ (７)

３６６第 ５ 期 　 　 　 姚　 国等: Ｘ 型准零刚度隔振器的隔振特性分析



　 　

ｋ(ｕ) ＝ １ － ２
δｑｚｓ

４(δｑｚｓ － ２)
(４ － ｕ２)

３
２

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷. (８)

对于不同无量纲预压缩长度 δｑｚｓꎬ随着加载

支架位移的变化ꎬ无量纲刚度曲线见图 ３.

图 ３　 ＱＺＳ系统对于不同 δｑｚｓ的无量纲刚度
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ＱＺＳ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ δｑｚｓ

　 　 从图 ３ 可以观察到ꎬ当 δｑｚｓ < ２ꎬＱＺＳ 系统的

刚度都为正刚度ꎬ并且随着 δｑｚｓ的增大ꎬ刚度曲线

趋于平缓. 当 δｑｚｓ ＝ ２ 时ꎬＱＺＳ 系统的刚度恒为零ꎬ
这表明隔振系统失去承载能力. 如果 δｑｚｓ > ２ꎬ刚度

为负值ꎬ在实际工程中是不允许发生的. 因此ꎬδｑｚｓ

的合理区间是(０ꎬ ２) .
将式(４)在 ｕ ＝ ０ 处展开为四阶泰勒级数ꎬ即

ｈ(ｕ) ＝ － ２β( δ
１６ － １

８ )ｕ３ ＋ (１ － βδ)ｕ. (９)

将准零刚度条件即式(６)代入到式(９)中ꎬ得
到 ｈｑｚｓ(ｕ) ＝ γｕ３ꎬ其中定义 γ 为等同约化刚度ꎬ其
值可以通过改变水平弹簧与竖直弹簧的刚度比来

进行调节ꎬγ 的具体表达式为

γ ＝
２ － δｑｚｓ

８􀅰δｑｚｓ
＝

Ｋｈ

４􀅰Ｋｖ
－ １

８ . (１０)

原始刚度表达式(７)和其泰勒展开式(９)的
对比如图 ４ 所示. 可以观察到泰勒展开式结果与

原始表达式结果吻合良好ꎬ因此ꎬ本文采用四阶泰

勒级数展开是合理的.
　 　 典型 ＱＺＳ 隔振器和本文设计的 Ｘ 型隔振器

都具有准零刚度特性ꎬ图 ５ 为这两种隔振器的无

量纲刚度对比情况ꎬ图中两条曲线都是在水平弹

簧与竖直弹簧的刚度系数之比为 １ 的情况下计算

得到的. 可以看出本文设计的 Ｘ 型 ＱＺＳ 隔振器相

比于典型ＱＺＳ隔振器具有更小的无量纲刚度ｋꎬ
特别是当 ｕ 在区间( － １ꎬ － ０. ５)和(０. ５ꎬ１)时ꎬ两
者的 ｋ 值差异更为明显. 较小的系统刚度意味着

系统的共振频率较低[１]ꎬ因此本文设计的 Ｘ 型隔

振器可以有效地提高其低频隔振性能.

图 ４　 ｈ精确值与近似值对比图
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ

ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｈ

图 ５　 典型 ＱＺＳ隔振器与 Ｘ型 ＱＺＳ隔振器的
无量纲刚度 ｋ对比图

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ ｂｅｔｗｅｅｎ
ａ ｔｙｐｉｃａｌ ＱＺＳ ｉｓｏｌａｔｏｒ ａｎｄ ａｎ Ｘ￣ｓｈａｐｅｄ
ＱＺＳ ｉｓｏｌａｔｏｒ

２　 力传递率

２􀆰 １　 幅频响应

简谐力作用下系统的运动方程为

ｍｘ̈ ＋ ２Ｃ ｘ􀅰 ＋ ｆ(ｘ) ＝ Ｆｅｃｏｓ(ωｔ) . (１１)
其中ꎬＦｅ和 ω 分别表示外部激励的幅值和频率ꎬ
引入无量纲参数ꎬ并将已知表达式代入式(１１)得
到

ｕ̈ ＋ ２ζｕ
􀅰

＋ γｕ３ ＝ ｆｅｃｏｓ(Ω τ) . (１２)

式中:ｕ ＝ ｘ / Ｌꎻω０ ＝
Ｋｖ

ｍ ꎻτ ＝ ω０ ｔꎻζ ＝ Ｃ
２ｍω０

ꎻ ｆｅ ＝

Ｆｅ

ＫｖＬ
ꎻΩ ＝ ω

ω０
.

增量谐波平衡法( ＩＨＢ)具有移植性强、改变

参数灵活的许多优点ꎬ下面将应用 ＩＨＢ 法求解系

统的动力学方程.
首先ꎬ对方程(１２)进行时间尺度变换ꎬ即令
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ｔ∗ ＝Ω τꎬ式(１２)关于新的时间变量 ｔ∗的微分方程为

Ω２ ｕ̈ ＋ ２ζΩ ｕ􀅰 ＋ γｕ３ ＝ ｆｅｃｏｓ( ｔ∗) . (１３)
其次为 Ｎｅｗｔｏｎ － Ｒａｐｈｓｏｎ 增量步骤ꎬ设 ｕ０ 和 Ω０

是方程(１２)的解ꎬ则其相邻位置的解可以用增量

表示为

ｕ ＝ ｕ０ ＋ ΔｕꎬΩ ＝ Ω０ ＋ ΔΩ . (１４)
将式(１４)代入式(１３)并省略去高阶小量ꎬ整理增

量方程为

Ω２
０Δｕ″ ＋ ２ζΩ０Δｕ′ ＋ ３γｕ２

０Δｕ ＝ Ｒｅ －
(２Ω０ｕ″０ ＋ ２ζｕ′０)ΔΩ. (１５)

式中ꎬＲｅ 表示不平衡力ꎬ
　 Ｒｅ ＝ ｆｅｃｏｓ( ｔ∗) － (Ω２

０ｕ″ ＋ ２ζΩ０ｕ′ ＋ γｕ３
０) . (１６)

当 Ｒｅ ＝ ０ 时ꎬ求得 ｕ０ 和 Ω０ 的精确解.
　 　 最后为谐波平衡过程ꎬ设方程(１３)的周期解 ｕ 为

ｕ ＝Ｕ Ａ０ . (１７)
式中ꎬＵ ＝ １ꎬｃｏｓｔ∗ꎬ􀆺ꎬｃｏｓｉｔ∗ꎬｓｉｎｔ∗ꎬ􀆺ꎬｓｉｎｉｔ∗[ ]ꎻ

Ａ０ ＝ [ａ０ꎬａ１ꎬ􀆺ꎬａｉꎬｂ１ꎬ􀆺ꎬｂｉ] Ｔꎻ (１８)
Δｕ ＝ＵΔＡꎻ (１９)

ΔＡ ＝ [Δａ０ꎬΔａ１ꎬ􀆺ꎬΔａｉꎬΔｂ１ꎬ􀆺ꎬΔｂｉ] Ｔ . (２０)
将式 (１７) ~ 式 (２０) 代入式 (１５)ꎬ并对式

(１５)在一个周期 ２π 内进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 积分:

∫
２π

０

δΔｕ(Ω２
０Δｕ″ ＋ ２ζΩ０Δｕ′ ＋ ３γｕ２

０Δｕ̈)ｄｔ∗ ＝

∫
２π

０

δΔｕＲｅｄｔ∗ － ∫
２π

０

δΔｕ((２Ω０ｕ″０ ＋ ２ζｕ′０)ΔΩ)ｄｔ∗ .

(２１)
由式(２１)可以得到以 ΔＡ 和 ΔΩ 为未知量的

线性迭代方程为

ＫΔＡ ＝ Ｒ ＋ ＲｍΔΩ. (２２)
式中:

Ｋ ＝ ∫
２π

０

ＵＴ(Ω２
０Ü ＋ ２ζΩ０Ｕ

􀅰
＋ ３γｕ２

０Ｕ)ｄｔ∗ꎻ

Ｒｍ ＝ － ∫
２π

０

ＵＴ((２Ω０Ü ＋ ２ζＵ
􀅰
) Ａ０)ｄｔ∗ꎻ

Ｒ ＝ ∫
２π

０

ＵＴＲｅｄｔ∗ .

为了验证增量谐波平衡法的有效性ꎬ进行了

基于 Ｒｕｎｇｅ －Ｋｕｔｔａ 的数值模拟ꎬ两种方法得到的

结果如图 ６ 所示. 可以看出ꎬ解析解与数值解吻合

较好ꎬ这表明 ＩＨＢ 法对于本文所研究的问题是有

效且可靠的. 需要注意的是ꎬＲｕｎｇｅ －Ｋｕｔｔａ 法无法

得到不稳定解. 此外ꎬ本文在求解系统的幅频曲线

时还进一步结合了弧长法[８]ꎬ由此可以获得复杂

完整的响应曲线ꎬ从幅频曲线中还可以观察到系

统鞍点分岔引起的跳跃现象[９] .

图 ６　 幅频曲线 (δｑｚｓ ＝１. ４ꎬζ ＝０􀆰 ０２５ꎬｆｅ ＝０􀆰 ０１)
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅ(δｑｚｓ ＝１. ４ꎬ

ζ ＝０􀆰 ０２５ꎬｆｅ ＝０􀆰 ０１)

２􀆰 ２　 力传递率

力的传递率[１０] 是评估隔振器好坏的一个重

要指标. 本系统的传递力表达式为

ｆｔ ＝ ２ζ ｕ􀅰 ＋ γｕ３ . (２３)
传递力的幅值可通过 ＩＨＢ 求得的解(即 ｕ)

代入式(２３)求出

Ｆ ｔ ＝
( － ２ζａ１Ω ＋ ３

４ γｂ３
１ ＋ ３

４ γａ２
１ｂ１) ２ ＋

(２ζｂ１Ω ＋ ３
４ γａ３

１ ＋ ３
４ γａ１ｂ２

１) ２ .

(２４)
因此ꎬ本系统的力传递率可写成为

Ｔｆ ＝ １０ｌｇ(Ｆ ｔ / ｆｅ) . (２５)
　 　 对于不同 γ 值ꎬ系统的力传递率如图 ７ 所示.
从图中可以观察到ꎬ在主共振区时ꎬ等同约化刚度

γ 值的增大可以有效地减小力传递率ꎬ而在较高

的激励频率下ꎬ等同约化刚度 γ 值的变化对系统

隔振性能的影响不大.

图 ７　 不同 γ值对应的力传递率(ζ ＝０􀆰 ０２５ꎬｆｅ ＝０􀆰 ０１)
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

γ (ζ ＝０􀆰 ０２５ꎬｆｅ ＝０􀆰 ０１)

５６６第 ５ 期 　 　 　 姚　 国等: Ｘ 型准零刚度隔振器的隔振特性分析



　 　

３　 位移传递率

３􀆰 １　 幅频响应

在分析系统的位移传递率时ꎬ应去掉加载支

架的外激励ꎬ这时应施加位移激励 ｚ ＝ Ｚｅｃｏｓ(ωｔ)
并且加载到基座上ꎬ见图 １ꎬ加载支架的位移是 ｘꎬ
加载支架的相对运动方程为

ｍ ｙ􀅰􀅰 ＋ ２Ｃ ｙ
􀅰
＋ ｆ(ｙ) ＝ｍＺｅω２ｃｏｓ(ωｔ) . (２６)

其中:ｙ ＝ ｘ － ｚꎻＺｅ表示基座激励的幅值.
对式(２６)进行无量纲化ꎬ并且采用前述的无

量纲参数ꎬ得到

η̈ ＋ ２ζ η
􀅰
＋ γη３ ＝ ｚｅΩ２ｃｏｓ(Ω τ) . (２７)

其中:η ＝ ｙ / Ｌꎻｚｅ ＝ Ｚｅ / Ｌ.
　 　 应用与 ２􀆰 １ 小节相同的分析过程ꎬ得到加载

支架的幅频曲线ꎬ如图 ８ 所示ꎬ所采用的参数为 γ
＝ ０􀆰 ０６５ꎬζ ＝ ０􀆰 ０２２ ５ꎬｚｅ ＝ ０􀆰 ２. 从图中可以看出ꎬ
由于非线性刚度的存在ꎬ使得曲线有向右弯的现

象ꎬ这也说明本系统具有硬式非线性特性.

图 ８　 不同 γ值对应的位移传递率及 γ ＝０􀆰 ０６５
时的幅频曲线(ζ ＝０􀆰 ０２２ ５ꎬｚｅ ＝０􀆰 ２)

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ(ζ ＝０􀆰 ０２２ ５ꎬｚｅ ＝０􀆰 ２)

３􀆰 ２　 位移传递率

位移传递率的定义为传递到加载支架的位移

与基座位移幅值的比率ꎬ即
Ｔｄ ＝ １０ｌｇ(Ａ / ｚｅ) . (２８)

对于不同的 γ 值ꎬ本系统的位移传递率 Ｔｄ 如

图 ８ 所示. 从图中可以观察到:随着等同约化刚度

γ 值减小ꎬ在共振区ꎬ系统的位移传递率急剧减

小ꎬ而在较高的激励频率下位移传递率不受影响.
此外ꎬ等同约化刚度 γ 值的减小可以引起共振频

率的减小ꎬ并且使得跳跃现象(不稳定解)消失.

４　 结　 　 论

１) 通过对系统的整体刚度分析ꎬ得出了准零

刚度产生的条件ꎬ即无量纲预压缩长度与无量纲

刚度比的乘积为 １. 结果表明:无量纲预压缩长度

δｑｚｓ的合理区间为(０ꎬ２)ꎬ并定义了一个可以有效

反映系统低频隔振效果的重要参数ꎬ即等同约化

刚度 γ. 与典型 ＱＺＳ 隔振器相比ꎬ本文设计的 Ｘ
型 ＱＺＳ 隔振器具有更好的低频隔振性能.

２) 讨论了不同 γ 值对力传递率的影响ꎬ等同

约化刚度 γ 值的增大可以显著地减小力传递率ꎬ
而在较高的激励频率下ꎬ等同约化刚度 γ 值的变

化对系统隔振性能的影响较弱.
３) 讨论了不同 γ 值对位移传递率的影响. 随

着等同约化刚度 γ 值的减小ꎬ共振区的位移传递

率急剧减小ꎬ而在较高的激励频率下的位移传递

率不受其影响. 此外ꎬ等同约化刚度 γ 值的减小可

以引起共振频率的减小ꎬ并且使得跳跃现象(不
稳定解)消失.
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ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ[Ｊ] . Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ２０１６ꎬ
８７(４):１ － １３.

[ ６ ]　 Ｚｈｏｕ Ｊꎬ Ｘｕ Ｄꎬ Ｂｉｓｈｏｐ Ｓ. Ａ ｔｏｒｓｉｏｎ ｑｕａｓｉ￣ｚｅｒｏ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｏｒ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１５ꎬ
３３８:１２１ － １３３.

[ ７ ]　 Ｓｕｎ ＸꎬＪｉｎｇ Ｘ. Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ａｎｄ ｄａｍｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａ ｓｃｉｓｓｏｒ￣ｌｉｋｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ [ Ｊ ] .
Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇꎬ ２０１６ꎬ ６６ / ６７:
７２３ － ７４２.

[ ８ ]　 Ｗｕ Ｚꎬ Ｚｈａｎｇ Ｙꎬ Ｙａｏ Ｇ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ａｎｄ ｓｕｐｅｒ￣
ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅ
ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ [ Ｊ ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ２０１９ꎬ１５３ / １５４:３２１ － ３４０.

[ ９ ]　 Ｍｉｒｚａｅｉ Ｍꎬ Ｋｉａｎｉ Ｙ. Ｓｎａｐ￣ｔｈｒｏｕｇｈ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｉｎ ａ
ｔｈｅｒｍａｌｌｙ ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｅｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ
ｗｉｔｈ ＦＧ￣ＣＮＴＲＣ ｆａｃｅ ｓｈｅｅｔｓ [ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ
２０１５ꎬ１３４:１００４ － １０１３.

[１０] Ｌｕ Ｚꎬ Ｂｒｅｎｎａｎ Ｍ Ｊꎬ Ｃｈｅｎ Ｌ. Ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｉｅｓ ｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ
ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ２０１６ꎬ３７５:２８ － ３７.
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