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一种自适应 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的结构
可靠性分析方法

于震梁ꎬ 孙志礼ꎬ 张毅博ꎬ 王　 健
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 为提高小失效概率及耗时的复杂结构可靠性评估精度和效率ꎬ提出了一种基于 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ
(ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣ｃｈａｏｓ￣ｂａｓｅｄ Ｋｒｉｇｉｎｇ)模型与自适应 ｋ － ｍｅａｎｓ 聚类分析相结合的结构可靠性分析方法. ＰＣ －
Ｋｒｉｇｉｎｇ 的回归基函数采用稀疏多项式最优截断集合来近似数值模型全局行为ꎬ并用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 来处理模型输出

的局部变化. 在基函数的建立上ꎬＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 采用最小角回归(ＬＡＲ)计算功能函数可能的多项式基函数集

的数量ꎬ同时用 Ａｋａｉｋｅ 信息准则(ＡＩＣ)来确定最优多项式形式. 自适应 ｋ￣ｍｅａｎｓ 聚类分析确保每次迭代添加

若干个对失效概率贡献较大的样本点. 通过两个数值算例分析ꎬ结果表明所提出方法在能够保证失效概率估

计值的有效性和准确性的同时减小结构功能函数的评估次数.
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　 　 随着结构可靠性评估和稳健性设计概念在现

代工程可靠性分析中的日益深入ꎬ可靠性分析方

法也得到了广泛发展和进一步研究. 由于在实际

工程问题中其功能函数往往是隐式的(强非线性



　 　

或耗时的)ꎬ采用经典分析技术如一阶可靠度法

(ＦＯＲＭ)、二阶可靠度法(ＳＯＲＭ) [１]、蒙特卡罗模

拟法(ＭＣＳ)在精度和时间成本上往往难以接受.
因此ꎬ采用代理模型法(如响应面法[２]、人工神经

网络[３]、支持向量机[４]、Ｋｒｉｇｉｎｇ[５]等)来近似功能

函数计算可靠性得到了迅速发展.
Ｋｒｉｇｉｎｇ 代理模型[６] 是一种精确的插值方法

且具有随机性ꎬ不仅能提供未采样点的预测值ꎬ还
能对预测方差进行估计. 因此ꎬ该方法在结构可靠

性分析中得到了广泛应用. 为了进一步提高模型

的计算精度和效率ꎬ一些学者对传统的 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型进行了改进研究ꎬ如在建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的

过程中加入样本点函数值的同时也考虑了其函数

值的梯度信息值ꎬ这种模型被称为 Ｃｏ － Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型[７] 或梯度增强 Ｋｒｉｇｉｎｇ ( ｇｒａｄｉｅｎｔ￣ｅｎｈａｎｃｅｄ
ＫｒｉｇｉｎｇꎬＧＥＫ) [８]ꎬ在此基础上ꎬＨａｎ 等[９] 为进一

步提高 ＧＥＫ 的计算效率ꎬ提出了改进的梯度增强

Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法(ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ￣ｅｎｈａｎｃｅｄ Ｋｒｉｇｉｎｇꎬ
ＷＧＥＫ) . Ｓｃｈｏｅｂｉ 等[１０]提出了一种基于多项式混

沌 展 开 ( ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣ｃｈａｏｓ￣ｅｘｐａｎｓｉｏｎꎬ ＰＣＥ ) 和

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型相结合的可靠性方法 ( ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ￣
ｃｈａｏｓ￣ｂａｓｅｄ ＫｒｉｇｉｎｇꎬＰＣ￣Ｋｒｉｇｉｎｇ) . 在分析比较复

杂工程结构问题时ꎬ往往采用试验设计的思想. 因
此ꎬ若干种自适应试验设计(ＤｏＥ)策略已被构建ꎬ
如 Ｂｉｃｈｏｎ 等[１１]通过所提的 ＥＦＦ 函数选择距极限

状态最近的样本点作为新增训练点. Ｅｃｈａｒｄ 等[１２]

提出 Ｕ 函数来衡量未测点符号预测错误的概率ꎬ
并将 Ｕ 值最小的点定义为最佳样本点.

上述这些基于自适应 ＤｏＥ 策略的学习函数

能够有效地提高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的准确性和效率.
然而ꎬ由文献[１３]可知具有不同基函数的 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型的准确性是不同的ꎬ使得 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在高

阶的可靠性分析中难以计算. 为了解决这类问题ꎬ
提出了一种基于 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 和自适应 ｋ －ｍｅａｎｓ
相结合的结构可靠性分析方法(ＡＰＣ￣Ｋｒｉｇｉｎｇ) . 首
先ꎬＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 是一种改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 算法ꎬ其
回归基函数采用稀疏多项式最优截断集合来近似

数值模型全局行为ꎬ而用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 来处理模型输

出的局部变化ꎬ在保证精度的同时提高了计算效

率. 其次ꎬ常见的可靠性方法的采集样本点为逐个

采集ꎬ而本文的自适应 ｋ －ｍｅａｎｓ 聚类分析将空间

分成若干个区域ꎬ并从每个区域选取一个最佳样

本点ꎬ 从而使多个区域同时达到提高 ＰＣ －
Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型精度的目的ꎬ从而再次提升模型的计

算效率.

１　 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

在构造结构功能函数 Ｇ(ｘ)的近似代理模型

时ꎬＫｒｉｇｉｎｇ 将其假定为由确定性 ｇ(ｘ) Ｔβ 和随机

性 ｚ(ｘ)两部分组成ꎬ即
Ｇ(ｘ) ＝ ｇ(ｘ) Ｔβ ＋ ｚ(ｘ) . (１)

其中:向量 ｘ 为包含 Ｍ 个对结构状态(即功能函

数)产生影响的基本随机变量的集合ꎻｇ(ｘ)为模

型基函数ꎬ即在 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型中改进的部分ꎻ
β 为基函数的系数矢量ꎻｚ(ｘ)为均值为 ０ 的高斯

随机过程ꎬ其协方差为

Ｃｏｖ[ｚ(ｘｉ)ꎬｚ(ｘｊ)] ＝ σ２Ｒ(ｘｉꎬｘｊꎻθ) . (２)
式中:σ 为 ｚ(ｘ)的标准差ꎻＲ(ｘｉꎬｘｊꎻθ)为 ｚ(ｘｉ)和
ｚ(ｘｊ)间的带有参数 θ 的相关系数ꎬ通常为应用最

广泛的高斯相关函数.

Ｒ(ｘｉꎬｘｊꎻθ) ＝ ∏
Ｍ

ｍ＝１
ｅｘｐ[－ θｍ(ｘｍｉ －ｘｍｊ )２]. (３)

式中ꎬθｍꎬｘｍ
ｉ ꎬｘｍ

ｊ 分别为矢量 θꎬｘｉꎬｘｊ 的第 ｍ 个

元素.
给定 Ｎ 个训练样本 ＳＤｏＥ ＝ [ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘＮ]及

其对应的结构状态值 Ｙ ＝ [ｙ１ꎬ ｙ２ꎬ􀆺ꎬｙＮ]ꎬＧ(ｘ)
预测值的无偏估计及其方差为

μＧ(ｘ) ＝ Ｇ^(ｘ) ＝ ｇ(ｘ) Ｔ β^ ＋ ｒ(ｘ) Ｔγꎬ (４)
σ２

Ｇ(ｘ) ＝ σ^２(１ ＋ ｕ(ｘ) Ｔ(ＧＴＲ － １Ｇ) － １ｕ(ｘ) －
ｒ(ｘ) ＴＲ － １ｒ(ｘ)) . (５)

式中:
β^ ＝ (ＧＴＲ － １Ｇ) － １ＧＴＲ － １Ｙꎬ

γ ＝ Ｒ － １(Ｙ －Ｇβ^)ꎬ

σ^２ ＝ １
Ｎ (Ｙ －Ｇβ^) ＴＲ － １(Ｙ －Ｇβ^)ꎬ

ｕ(ｘ) ＝ＧＴＲ － １ｒ(ｘ) － ｇ(ｘ)ꎬ
Ｒ ＝ (Ｒ(ｘｉꎬｘｊꎻθ)) Ｎ × Ｎꎬ

Ｇ ＝ [ｇ(ｘ１)ꎬ􀆺ꎬｇ(ｘＮ)] Ｔ .
其中ꎬ参数向量 θ 需采用极大似然估计获取.

ｍａｘＬ(θ) ＝ － (Ｎｌｎ( σ^２) ＋ ｌｎ[ｄｅｔ(Ｒ)]) .
ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 采用多项式混沌展开替代传统

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的回归基函数来增强预测模型的全

局近似精度ꎬ并利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型来捕捉预测模

型局部特征的能力. 采用最小角回归(ＬＡＲ)构建

回归基函数的最优多项式数量集ꎬ同时用 Ａｋａｉｋｅ
信息准则(ＡＩＣ)来确定最优的截断集合.

令 π(ｍ)
ｊ ( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺) 表示希尔伯特空间

Ｌ２(ＲꎬｆＸｉ
)的完全正交基ꎬ这意味着 π(ｍ)

ｊ ( ｊ ＝ １ꎬ
２ꎬ􀆺)是 ｆＸｉ

上的正交函数系列.
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∫π(ｍ)
ｉ (ｘ)π(ｍ)

ｊ (ｘ) ｆＸｉ
(ｘ)ｄｘ ＝ ０ꎬｉ ≠ ｊꎻ

１ꎬｉ ＝ ｊ.{ (６)

式中ꎬｆＸｉ
(ｘ)为 ｘ 的第 ｉ 个边缘概率密度函数.

一个完备的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２ (Ｒꎬ ｆ)的标准正

交基( ｆ 表示 ｘ 的联合概率密度函数)是

ψα(ｘ) ＝ ∏
Ｍ

ｍ ＝１
π(ｍ)

αｍ (ｘｍ) .

其中ꎬα ＝ [α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαＭ]是一个自然数的 Ｍ 维

向量. 这里ꎬ满足总项数 ｜α ｜ ＝ α１ ＋ α２ ＋ 􀆺＋ αＭ 不

超过给定阈值 Ｔ０ 的项将被保留作为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型

基函数的候选项. 基函数的候选项 ΑＭꎬＴ０可表示为

ＡＭꎬＴ０ ＝ {α∈ＮＭꎬ ｜α ｜≤Ｔ０}ꎬＡＭꎬＴ０中项数的数量可

由 Ｐ 表示:

Ｐ ＝ ｃａｒｄ(ＡＭꎬＴ０) ＝
Ｍ ＋ Ｔ０

Ｔ０

æ

è
ç

ö

ø
÷. (７)

然后ꎬ考虑基函数的所有候选项的“完备”设
计矩阵:

ＧＭꎬＴ０ ＝ [ψα０ꎬψα２ꎬ􀆺ꎬψαＰ － １
]ꎬ

ψαｉ ＝ [ψαｉ(ｘ１)ꎬψαｉ(ｘ２)ꎬ􀆺ꎬψαｉ(ｘＮ)] Ｔ .
式中:αｉ∈Ａ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １)ꎻｘｎÎＳＤｏＥ(ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬＮ) .

根据式(７)ꎬ如果将 ΑＭꎬＴ０中的所有候选函数

用作 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的基函数ꎬ则函数调用的次数

将随着 Ｔ０ 的增加而急剧增加. 为了避免这类问

题ꎬ在构造稀疏多项式 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的基函数时ꎬ
采用 ＬＡＲ[１４] 理论定义了函数的基函数集个数ꎬ
并用 ＡＩＣ[１５]准则来确定哪一个是最佳的. 最后ꎬ
保留中间的候选项以确保 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的准确

性ꎬ同时大大减少函数调用的数量(即保留对模

型贡献更多的候选项) . 选择 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型基函数

的主要步骤:
步骤 １　 设置相关参数值ꎬ即保留多项式 Ｔ０

的最大阶次和基函数 ｐｍａｘ 的最多项数ꎬ本文设

Ｔ０ ＝ ３ꎬｐｍａｘ ＝ ０. ５ｃａｒｄ(ＳＤｏＥ) . Ｈ ＝ｍｉｎ{Ｐꎬｐｍａｘ} .
步骤 ２　 初始化所有候选项中的系数 ａαｉ ＝ ０

( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １) . 根据 ＬＡＲ 理论ꎬ初始化后的

剩余项等于结构响应 Ｙ.
步骤 ３　 找出 ψαｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＰ － １)与当前

残差之间相关系数最大的矢量 ψα′１
ꎬＧ１ ＝ψα′１ .

步骤 ４　 ｈ ＝ ２. 调整 ａα′１在 Ｇ１ 上当前残差的

最小二乘系数的方向ꎬ直到另一个向量 ψα′２
与 Ｇ１

具有相同的相关系数. Ｇｈ ＝ [Ｇ１ꎬψα′２ ]ꎬａ ＝ [ａα′１ꎬ
ａα′２] .

步骤 ５　 ｈ ＝ ｈ ＋ １. 共同移动 ａ 朝向当前残差

为 Ｇｈ － １的联合最小二乘系数ꎬ直到向量 ψαｈ与当

前残差 Ｇｋ － １具有相同的相关系数.
Ｇｈ ＝ [Ｇｈ － １ꎬψα′ｈ]ꎬａ ＝ [ａα′１ꎬａα′２ꎬ􀆺ꎬａα′ｈ] .
步骤 ６　 重复步骤 ５ꎬ直到满足 ｈ ＝Ｈ.
步骤 ７　 计算 Ｇｈ(ｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ)的 ＡＩＣ 值:

ＡＩＣｈ ＝ Ｎｌｎ(ＳＳＥｈ) ＋ ２ｈ .
其中ꎬ ＳＳＥｈ ＝ [Ｇｈ(Ｇｈ

ＴＧｈ) － １ＧｈＹ － Ｙ] Ｔ ×
[Ｇｈ(Ｇｈ

ＴＧｈ) － １ＧｈＹ － Ｙ] .
步骤 ８　 找到最小的 ＡＩＣｈ(ｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ)ꎬｐ ＝

ａｒｇ ｍｉｎｈ{ＡＩＣｈꎻｈ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＨ}ꎬ对于 ＳＤｏＥ和 ＹꎬＰＣ －
Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的最优基函数为

ｇ(ｘ) ＝ [ψα′１(ｘ)ꎬψα′２(ｘ)ꎬ􀆺ꎬψα′ｐ(ｘ)]
Ｔ . (８)

２　 自适应 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法

构造完近似代理模型后ꎬ结构的失效概率可

通过式(９)近似计算:

Ｐ^ｆ ≈
１

ＮＭＣ
∑
ＮＭＣ

ｉ ＝１
ＩＧ^≤０(ｘＭＣꎬｉ) . (９)

式中:ＮＭＣ为蒙特卡罗样本数ꎻＩＧ^(ｘ)为失效指示

函数ꎬ当 Ｇ^(ｘ)≤０ 时ꎬＩＧ^(ｘ) ＝ １ꎻ否则ꎬＩＧ^ (ｘ) ＝
０.

然而ꎬ失效概率估计值 Ｐ^ｆ 的精度取决于

Ｇ^(ｘ) ＝ ０ 与 Ｇ(ｘ) ＝ ０ 间的“距离”ꎬ在 Ｇ^(ｘ)≠０
的区域ꎬ只要 Ｇ^(ｘ)与 Ｇ(ｘ)的符号相同ꎬ就不会

对 Ｐ^ｆ 的精度产生影响ꎻ当 Ｇ^(ｘ) ＝ ０ 与 Ｇ(ｘ) ＝ ０
完全重合时ꎬＰ^ｆ ＝ Ｐｆ . 因此ꎬ本文提出自适应策略

的思想是在 Ｇ^(ｘ) ＝ ０ 上选取对失效概率贡献大

的若干个点ꎬ并计算出所选若干个点的结构响应值ꎬ
在迭代过程中不断更新 Ｇ^(ｘ) ＝０ꎬ进而使 Ｇ^(ｘ) ＝ ０
逐渐接近 Ｇ(ｘ) ＝ ０ 直至满足收敛条件.
２􀆰 １　 自适应 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ方法

所提出的 ｋ － ｍｅａｎｓ 聚类分析自适应策略选

取样本点方法步骤:
　 　 步骤 １ ｔ ＝ ０ꎬ最初的试验设计样本点是由拉

丁超立方随机采样生成的ꎬ并精确地计算出相应

的功能函数响应值ꎬ即计算 Ｇ^０(ｘ)ꎬ􀭹Ｐｆꎬ０ . 设初始样

本点个数为 Ｍ０ꎬ则有

Ω０ ＝ {(ｘ０ꎬｉꎬｙ０ꎬｉ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ０}ꎬ
Ｘ０ ＝ ｘ０ꎬ１ꎬｘ０ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｘ０ꎬＭ０

{ }.
步骤 ２ ｔ ＝ ｔ ＋ １ꎬ在 Ｇ^ｔ － １ (ｘ) ＝ ０ 上通过马尔

科夫链蒙特卡罗模拟法(ＭＣＭＣ)产生 Ｋ 个点. 给
定 Ｇ^ｔ － １(ｘ)ꎬ采用 ＭＣＭＣ 法生成 Ｍ 维服从 ｆ(ｘ)
( ｆ(ｘ)为 ｘ 的联合概率密度函数)且满足式(１０)
的随机向量ꎬ则认为随机抽取的点在 Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０
上. 当抽取的点的数量达到 Ｋ 个时随机抽取过程

停止ꎬ则生成的随机向量为 􀭾Ｘｔ － １ ＝ {􀭹ｘｔ － １ꎬ１ꎬ􀭹ｘｔ － １ꎬ２ꎬ

９６６第 ５ 期 　 　 　 于震梁等: 一种自适应 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的结构可靠性分析方法



　 　

􀆺ꎬ􀭹ｘｔ － １ꎬＫ}ꎬ本文令 Ｋ 为 ２ ０００ꎬ[ε]为 ０. ０１.
｜ Ｇ^ｔ － １(ｘ) ｜≤[ε] . (１０)

步骤 ３ 采用 ｋ － ｍｅａｎｓ 聚类分析方法将 􀭾Ｘｔ － １

分成 ｋ 个类别ꎬ并将这 ｋ 类别的中心点映射到

Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０ 上. 令 ｓｔ － １ꎬ１ꎬｓｔ － １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ － １ꎬｋ{ }表示 ｋ
个聚类中心. 当 Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０ 为非线性曲面时ꎬ则
不能保证这 ｋ 类别的中心点都在 Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０ 上ꎬ
这时就需要将未在 Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０ 上的中心点映射

到 Ｇ^ｔ － １(ｘ) ＝ ０ 上. 映射方法为找到满足式(１１)
的点ꎬ并得到 Ｓｔ － １ ＝ { ｓ^ｔ － １ꎬ０ꎬｓ^ｔ － １ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｓ^ｔ － １ꎬｋ}ꎬ其中

ｓ^ｔ － １ꎬ０为 Ｇ^ｔ － １(ｘ)的设计点.
ｍｉｎ ｜｜ ｘ － ｓｔ － １ꎬｉ ｜｜ ꎬ
ｓ. ｔ. Ｇ^(ｘ) ＝ ０. } (１１)

其中ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ.
步骤 ４ 调整集合 Ｓｔ － １中各点位置. 定义距离

Ｄ０ꎬ如式(１２)所示. 假设在集合 Ｓｔ － １ 中如果任意

两个样本点之间的距离小于 Ｄ０ 时可视为是不能

接受的ꎬ此时需要将集合 Ｓｔ － １中个别点位置进行

调整.

Ｄ０ ＝ｅ􀅰 ２
Ｍ(Ｍ － １)∑ｉ <ｊ

‖ｘｉ － ｘｊ‖( ). (１２)

式中 ｅ 为给定常数.
集合 Ｓｔ － １中各点可能出现两种情况:① Ｓｔ － １

内部某些点间的距离可能过小. ｓ^ｔ － １ꎬ０与 ｓ^ｔ － １ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ
ｓ^ｔ － １ꎬｋ中某些点距离很小的可能性较大ꎻ② Ｓｔ － １中

的某个点与 Ｘｔ － １中某些点间的距离过小. 若出现

情况①ꎬ比如 ｓ^ｔ － １ꎬ１与 ｓ^ｔ － １ꎬ２的距离小于 Ｄ０ꎬ则要改

变概率密度函数较小点的位置ꎬ概率密度函数较

大点的位置不变ꎻ若出现情况②ꎬ则改变 Ｓｔ － １中对

应点. 样本点位置调整的方法为ꎬ假设先要改变

ｓ^ｔ － １ꎬ１的位置ꎬ将 􀭾Ｘｔ － １中点按照与 ｓ^ｔ － １ꎬ１距离升序排

列ꎬ依次将 ｓ^ｔ －１ꎬ１变换至新序列各点位置ꎬ直至满足

ｓ^ｔ －１ꎬ１与所有 Ｓｔ －１及 Ｘｔ －１中所有点距离都大于 Ｄ０ .
步骤 ５ 计算出集合 Ｓｔ － １中各样本点相对应的

功能函数值. Ω ０
ｔ － １ ＝ {( ｓ^ｔ － １ꎬｉꎬｙｔ － １ꎬｉ )ꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ

ｋ}ꎬΩｔ ＝ Ωｔ － １∪Ω ０
ｔ － １ .

步骤 ６ 根据 Ωｔ 并结合式(４)、式(８)和式(９)
计算 Ｇ^(ｘ)ꎬ􀭹Ｐｆꎬｔ . 若满足式(１３)的收敛条件ꎬ则迭

代过程停止ꎬ􀭹Ｐｆꎬｔ即为 Ｐｆ 估计值ꎻ否则返回步骤 ２ꎬ
直至 􀭹Ｐｆꎬｔ满足收敛条件.
２􀆰 ２　 收敛条件

收敛条件采用文献[１６]中的学习停止条件ꎬ
其基本思想为随着迭代过程进行ꎬ符号预测错误

的样本点数占总失效样本点数的比重很小时ꎬ失
效概率估计值满足精度要求ꎬ学习过程停止ꎬ其表

达式为

Ｎｕｎ

Ｎｆａｉｌ
≤ｅ′. (１３)

式中:Ｎｕｎ为符号预测错误的样本总数ꎻＮｆａｉｌ则代表

总失效样本数ꎬｅ′为 Ｐ^ｆ 的许用误差ꎬ其中

Ｎｕｎ ＝ ２ ＮＵ <Ｐ

２ ＋ ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ􀅰Φ( － Ｕ)æ
è
ç

ö
ø
÷ꎬ

Ｎｆａｉｌ ＝ ∑
ＮＭＣ

ｉ ＝１
ＩＧ^(ｘｉ) .

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１４)

式中ꎬ用 ＮＵ < Ｐ表明符号预测错误概率高的样本

点ꎬ这样的点可以看作一定失效的点. 用 ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ

表明符号预测错误概率较高的样本点ꎬ这样的样

本点可用 ＮＰ≤Ｕ≤Ｑ􀅰Φ( － Ｕ)表明其失效预测错误

的总个数. 本研究中ꎬＰ ＝ １ꎬＱ ＝ ２ꎬｅ′ ＝ ０. ０３.

３　 算　 　 例

３􀆰 １　 算例 １
选取文献[１２]中具有多个设计点的状态函

数ꎬ其表达式为

Ｇ(ｘ) ＝ｍｉｎ

３ ＋ ０􀆰 １(ｘ１ － ｘ２) ２ － (ｘ１ ＋ ｘ２) / ２ ꎻ

３ ＋ ０􀆰 １(ｘ１ － ｘ２) ２ ＋ (ｘ１ ＋ ｘ２) / ２ ꎻ

(ｘ１ － ｘ２) ＋ ６ / ２ ꎻ

(ｘ２ － ｘ１) ＋ ６ / ２ .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中ꎬｘ１ꎬ ｘ２ 为服从标准正态 Ｎ(０ꎬ１)的独立同分

布随机变量.
　 　 适当抽取构建初始 ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型时所需

样本点数ꎬ设 Ｎ０ ＝ ６. 为取得分布较为均匀的初始

样本点ꎬ采用拉丁超立方抽样 (Ｌａｔｉｎ ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ
ｓａｍｐｌｉｎｇꎬ ＬＨＳ)在[ － ５ꎬ ５]区域内抽取初始样本

点. 通过 Ｍａｔｌａｂ 中的工具箱根据所提算法建立

ＰＣ － Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测模型ꎬ并通过主动学习ꎬ更新样

本空间 ＤｏＥꎬ并不断提高模型精度ꎬ重复该过程ꎬ
直到满足迭代停止条件ꎬ结果见图 １、表 １. 其中ꎬ
Ｎｉｔ表示迭代次数ꎬＮｃａｌｌ为调用样本点数ꎬε 为失效

概率估计值与标准值的相对误差ꎬ失效概率标准

值由 ＭＣＳ 方法计算得到.
通过图 １ 和表 １ 的结果对比ꎬ可以发现在

Ｎｃａｌｌ项所提方法需要最少的样本点就可以达到足

够高精度ꎬ而通过对 Ｎｉｔ项ꎬ因为应用到聚类分析ꎬ
使得在满足精度的要求下迭代次数得到大幅度的

降低ꎬ从而提高计算效率.
３􀆰 ２　 算例 ２

选用文献[１７]悬臂式圆柱筒结构(图 ２)ꎬ它
是一个拥有 ９ 个随机变量的高维非线性的工程结

构实例ꎬ该结构的 ９ 个输入随机变量分别为 ｔꎬｄꎬ
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Ｌ１ꎬＬ２ꎬＦ１ꎬＦ２ꎬＰꎬＴꎬＳ. 其分布特征如表 ２ 所示.

图 １　 失效概率与相对误差变化趋势
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｔｒｅｎｄ

(ａ)—失效概率ꎻ (ｂ)—相对误差.

表 １　 二维算例结果对比
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

方法 Ｎｉｔ Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ × １０３ ε × １０２

ＭＣＳ — ２􀆰 ５ × １０６ ４􀆰 ４９７ —
ＡＫ －ＭＣＳ ＋ Ｕ ４５ ６ ＋ ４４ ４􀆰 ４２ １􀆰 ６

ＡＫ －ＭＣＳ ＋ ＥＦＦ ５５ ６ ＋ ５４ ４􀆰 ４１ ２
ＡＫ － ＳＳＩＳ ＋ Ｈ ５９ ６ ＋ ５８ ４􀆰 ３８ ２􀆰 ５

Ｋ ＝ ３ １３ ６ ＋ ３６ ４􀆰 ４４ １􀆰 ２
本文方法 Ｋ ＝ ４ １１ ６ ＋ ４０ ４􀆰 ４６ ０􀆰 ８

Ｋ ＝ ５ ８ ６ ＋ ３５ ４􀆰 ４３ １􀆰 ５

表 ２　 随机变量的分布特征
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

变量 参数 １ 参数 ２ 分布

ｔ ５ ｍｍ(均值) ０􀆰 １(标准差) 正态

ｄ ４２ ｍｍ(均值) ０􀆰 ５ ｍｍ(标准差) 正态

Ｌ１ １１９􀆰 ７５ ｍｍ(下限) １２０􀆰 ２５ ｍｍ(上限) 均匀

Ｌ２ ５９􀆰 ７５ ｍｍ(下限) ６０􀆰 ２５ ｍｍ(上限) 均匀

Ｆ１ ３􀆰 ０ ｋＮ(均值) ０􀆰 ３ ｋＮ(标准差) 正态

Ｆ２ ３􀆰 ０ ｋＮ(均值) ０􀆰 ３ ｋＮ(标准差) 正态

Ｐ １２􀆰 ０ ｋＮ(均值) １􀆰 ２ ｋＮ(标准差) 耿贝尔

Ｔ ９０􀆰 ０ Ｎｍ(均值) ９􀆰 ０ Ｎｍ(标准差) 正态

Ｓ ２２０ ＭＰａ(均值) ２２ ＭＰａ(标准差) 正态

图 ２　 悬臂式圆筒结构
Ｆｉｇ. ２　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　 　 图 ２ 中悬臂式圆筒结构受到外力 Ｆ１ꎬＦ２ꎬＰ
和扭矩 Ｔ 的作用ꎬ其功能函数表示为屈服强度 Ｓ
和最大应力 σｍａｘ的差:

ｇ(ｘ) ＝ Ｓ － σｍａｘ .
其中:σｍａｘ表示在原点处筒上表面所受的最大等

效应力ꎻσｘ 为正应力ꎻτｚｘ为扭应力.

σｍａｘ ＝ σ２
ｘ ＋ ３τ２

ｚｘ ꎬ

σｘ ＝
Ｐ ＋ Ｆ１ｓｉｎθ１ ＋ Ｆ２ｓｉｎθ２

Ａ ＋Ｍｃ
ｌ .

其中:θ１ ＝ ５°ꎻθ２ ＝ １０°ꎬＭ 为弯矩ꎬＭ ＝ Ｆ１Ｌ１ｃｏｓθ１ ＋

Ｆ２Ｌ２ｃｏｓθ２ꎻＡ ＝ π
４ [ ｄ２ － ( ｄ － ２ｔ) ２ ]ꎻ ｃ ＝ ｄ / ２ꎻ

ｌ ＝ π
６４ × [ｄ４ － (ｄ － ２ｔ) ４]ꎻτｚｘ ＝

Ｔｄ
２ＪꎻＪ ＝ ２ｌ.

　 　 首先ꎬ采用 Ｎａｔａｆ 变换将上述随机变量映射

到标准正态空间ꎬ并在[ － ５ꎬ５] ９ 立方体内抽取

Ｎ０ ＝ １１ 个拉丁超立方随机样本点ꎬ再应用所提算

法评估悬臂式圆柱筒的可靠性. 所提算法与其他

现有算法所得失效概率估计值随迭代次数的变化

趋势如图 ３ 所示ꎬ其中横坐标为迭代次数 Ｎｉｔꎬ纵
坐标为失效概率估计值的对数形式. 此外ꎬ表 ３ 列

举了本文算法与其他方法所得结果. 通过比较ꎬ不
难发现本文算法相较于其他方法在效率和精度方

面更具优势.

表 ３　 九维算例结果对比
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｉｎｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

方法 Ｎｉｔ Ｎｃａｌｌ Ｐ^ｆ × １０４ ε × １０３

ＭＣＳ — １０１０ １. ５００ —
ＥＧＲＡ ９４ １０５ １. ５０２ ０. １３

ＡＫ －ＭＣＳ ＋ Ｕ ７２ ８３ １. ５０３ ０. ２
Ｋ ＝ ４ １６ １１ ＋ ６０ １. ５０２ ０. １３

本文方法 Ｋ ＝ ５ １３ １１ ＋ ６０ １. ５０１ ０. ０６７
Ｋ ＝ ６ １２ １１ ＋ ６６ １. ５０１ ０. ０６７
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图 ３　 失效概率与相对误差变化趋势
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｔｒｅｎｄ

(ａ)—失效概率ꎻ (ｂ)—相对误差.

４　 结　 　 论

１) 本文提出了一种新的改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 基函数

与 ｋ －ｍｅａｎｓ 聚类分析相结合的可靠性分析方法.
使得 ＰＣ －Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法在基函数回归方面具有更

大的灵活性. 结合 ｋ －ｍｅａｎｓ 聚类分析方法的自适

应策略在每次迭代时添加多个新增样本点来提高

计算效率.
２) 通过与两个算例中 ＭＣＳ 抽样计算的结果

对比可知ꎬ所提出的算法与 ＭＣＳ 模拟较为接近ꎬ
从而验证了本文所提算法计算精度的正确性.

３)通过对比的可靠性分析结果可以发现ꎬ所
提方法相对于 ＡＫ － ＭＣＳ ＋ Ｕ 和 ＡＫ － ＭＣＳ ＋
ＥＦＦ 将迭代次数降低同时提高了估计精度ꎬ说明

所提方法具有更快的效率以及更高的精度.
４) 所提方法亦可适用于解决功能函数为隐

式多维非线性问题ꎬ这为解决实际工程中的可靠

性评估问题提供了重要的参考价值.
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ｒｅｇｉｏｎｓ ａｎｄ ｐａｒａｌｌｅｌｉｚａｂｉｌｉｔｙ [ Ｊ] . Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆
Ｓｙｓｔｅｍ Ｓａｆｅｔｙꎬ２０１６ꎬ１５３:１７０ － １７９.
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