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熔丝加工成型薄板的动力学特性及响应

姜世杰ꎬ 孙明宇ꎬ 董天阔ꎬ 陈丕峰
(东北大学 机械工程与自动化学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 通过熔丝加工成型( ｆｕｓｅｄ ｆｉｌａｍｅｎｔ ｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎꎬＦＦＦ)理论与实验相结合ꎬ研究了悬臂边界条件下

ＦＦＦ 薄板的固有特性和振动响应. 首先ꎬ针对 ＦＦＦ 薄板的分层和正交各向异性等特点ꎬ基于正交多项式法对其

进行理论建模. 然后ꎬ通过 Ｒｉｔｚ 法获取 ＦＦＦ 薄板的固有特性ꎬ再利用频域振动方程解析研究薄板内任意一点

的振动响应. 最后ꎬ以聚乳酸(ＰＬＡ)ＦＦＦ 薄板为例ꎬ实验研究了其固有特性和动态响应ꎬ以分析验证理论模型

的正确性. 结果表明:本文建立的 ＦＦＦ 薄板理论模型ꎬ能够准确预测出薄板的固有特性和动态响应结果ꎬ理论

模型可靠.
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　 　 熔丝加工成型 ( ｆｕｓｅｄ ｆｉｌａｍｅｎｔ ｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎꎬ
ＦＦＦ)技术广泛应用于快速成型制造和特定产品

加工ꎬ能生产任意复杂几何形状的设计结构[１] .
其工作原理是利用驱动齿轮将丝状原材料输送到

热熔喷嘴中ꎬ根据计算机辅助设计出的轮廓ꎬ喷嘴

将熔融状态的材料挤出ꎬ逐层累加堆积ꎬ并与之前

挤出的材料凝固粘结ꎬ形成最终的零件[２ － ３] . 然

而ꎬ由于诸如孔之类以及逐层累加堆积引起的无

层间压力等缺陷ꎬＦＦＦ 生产的工件的机械性能还

远不如传统加工工件ꎬ减缓了 ＦＦＦ 技术的发展

速度.
目前ꎬＦＦＦ 技术被广泛应用到航空航天、汽车

船舶和医疗卫生等实际工作领域中ꎬ随着工作环

境越来越严苛ꎬ尤其是在动态循环载荷的作用下ꎬ



　 　

亟需对制品进行更为实际的动力学分析以准确判

定和 预 测 ＦＦＦ 零 件 的 稳 定 性 和 可 靠 性.
Ａｒｉｖａｚｈａｇａｎ 等[４] 利用 ＤＭＡ ２９８０ 设备对 ＦＦＦ 样

件进行了 ０ ~ １００ Ｈｚ 频率范围内的动力学特性参

数的扫频试验ꎬ结果表明储能模量随温度的升高

而增加ꎬ黏度随温度的升高而降低. Ｍｏｈａｍｅｄ
等[５ － ６]采用相似的方法研究了纤维角度、打印间

隙等 ＦＦＦ 工艺参数对动态弹性模量的影响ꎬ结果

表明动态弹性模量随着光栅角、打印间隙、路径宽

度及打印方向等参数的增加而减小ꎻ且通过实验

验证了最佳处理参数. 然而ꎬ以上研究都是基于实

验测试开展的ꎬ缺乏理论依据ꎻ尽管实验是在循环

振动载荷条件下进行的ꎬ但是研究中只考虑了杨

氏模量、储能模量等参数的变化情况ꎬ未超出材料

力学特性的研究范畴. 鲜有学者针对 ＦＦＦ 工件进

行固有特性(固有频率和模态振型)、振动响应等

动力学方面的研究.
本研究针对 ＦＦＦ 薄板结构的动力学特性及

振动响应建立了理论模型ꎬ以深入了解 ＦＦＦ 薄板

尤其在动态载荷作用下的稳定性和可靠性ꎬ为改

善 ＦＦＦ 产品的动力学性能提供理论基础. 因此ꎬ
研究 ＦＦＦ 薄板的固有特性和振动响应有着重要

的理论价值和实际意义[７] .
截至目前ꎬ研究人员在不同结构薄板的固有

特性和振动响应方面进行了大量的研究与论证.
Ｍｏｃｈｉｄａ 等[８]利用叠加法和有限差分法计算了自

由矩形薄板的固有频率. 其中ꎬ叠加法给出了上限

结果ꎬ有限差分法给出了下限结果. Ｒａｍｕ 等[９] 基

于基尔霍夫理论ꎬ使用有限元法计算了简支矩形

薄板的刚度矩阵和质量矩阵ꎬ通过研究这些矩阵

的特征值问题确定了薄板的固有频率. 研究结果

表明ꎬ该方法可以成功应用于任何矩形薄板结构

的自由振动分析. Ｚｈｏｎｇ 等[１０] 利用有限积分方法

推导了矩形悬臂薄板的固有频率和模态振型. 该
方法具有计算简便、速度快、精度高等特点ꎬ为得

到薄板准确的固有特性结果提供了高效、便捷的

方法. Ｌｉｎ 等[１１]利用双余弦积分变换解析方法研

究了自由边界条件下加筋板的振动特性ꎬ理论分

析了加筋板的自由和受迫振动响应.
由于 ＦＦＦ 成型过程的特殊性ꎬ其成型薄板具

有多层、工艺参数复杂、高度各向异性等结构特

点ꎬ使得相应的固有特性及振动响应研究变得十

分复杂. 为此ꎬ本文首次开展了悬臂边界条件下

ＦＦＦ 薄板的固有特性及振动响应研究ꎬ研究成果

可以为改善 ＦＦＦ 产品动力学性能提供理论基础

和技术支持.

１　 ＦＦＦ 薄板动力学特性及响应分析

１􀆰 １　 固有特性理论分析

本文 所 研 究 的 ＦＦＦ 薄 板 由 多 层 聚 乳 酸

(ＰＬＡ)纤维材料组成ꎬ具有明显的正交各向异性

特征ꎬ图 １ 为矩形板的几何模型ꎬ其长度 Ｌｇ 为

１５０ ｍｍꎬ宽度 Ｗｄ 为 ５０ ｍｍꎬ总厚度 ｈ 为 ２. ４ ｍｍ
(每层的厚度为挤出长丝的挤出宽度) . 以板的中

心平面为 ｘｏｙ 平面ꎬ建立三维坐标系(ｏ － ｘｙｚ)ꎬ长
度、宽度和厚度方向由 ｘꎬｙ 和 ｚ 表示.

图 １　 ＦＦＦ薄板理论模型
Ｆｉｇ. １　 Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ＦＦＦ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ

　 　 基于经典层合板理论[１２]ꎬ可将 ＦＦＦ 薄板的位

移场写为

ｕ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ) ＝ ｕ０(ｘꎬｙꎬｔ) － ｚ
∂ｗ０(ｘꎬｙꎬｔ)

∂ｘ ꎬ

ｖ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ) ＝ ｖ０(ｘꎬｙꎬｔ) － ｚ
∂ｗ０(ｘꎬｙꎬｔ)

∂ｙ ꎬ

ｗ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ) ＝ｗ０(ｘꎬｙꎬｔ).

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

(１)

式中:ｕꎬｖꎬｗ 代表板内任意一点的位移ꎻｕ０ꎬｖ０ꎬｗ０

代表板中面位移ꎻｔ 表示时间.
假设悬臂边界条件下的 ＦＦＦ 薄板 ｘ 方向的弹

性模量为 Ｅ１ꎬｙ 方向的弹性模量为 Ｅ２ꎬｘｏｙ 平面内

的剪切弹性模量为 Ｇ１２ꎬｘ 方向与 ｙ 方向上的泊松

比为 ν１２ꎬν２１ . 基于经典层合板理论:只需考虑薄板

的横向振动ꎬ即中面位移 ｕ０ 和 ｖ０ 可忽略不计ꎬ正
应变 εｚ 和剪应变 γｙｚꎬγｘｚ都为 ０ꎬ亦即 εｚ ＝ γｙｚ ＝ γｘｚ

＝ ０ꎬＦＦＦ 薄板内任意一点的应变可以表示为

εｘ ＝
∂ｕ
∂ｘ ＝ － ｚ

∂２ｗ０

∂ｘ２ ꎬ

εｙ ＝
∂ｖ
∂ｙ ＝ － ｚ

∂２ｗ０

∂ｙ２ ꎬ

γｘｙ ＝
∂ｕ
∂ｙ ＋ ∂ｖ

∂ｘ ＝ － ２ｚ
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ.

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

ＦＦＦ 薄板中面弯曲挠曲率和扭曲率可表示为

κｘ ＝ －
∂２ｗ０

∂ｘ２ ꎬκｙ ＝ －
∂２ｗ０

∂ｙ２ ꎬκｘｙ ＝ － ２
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ. (３)

因此ꎬＦＦＦ 薄板内任意一点的应变也可写为

εｘ ＝ ｚκｘꎬεｙ ＝ ｚκｙꎬγｘｙ ＝ ｚκｘｙ . (４)
由于本文讨论的 ＦＦＦ 薄板具有明显的正交
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各向异性特征ꎬ则主轴方向的应力 － 应变关系可

写为

σ１

σ２

σ１２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

Ｑ１１ Ｑ１２ ０
Ｑ１２ Ｑ２２ ０
０ ０ Ｑ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ε１

ε２

γ１２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
. (５)

其中ꎬ

Ｑ１１ ＝
Ｅ１

１ － ν１２ν２１
ꎬＱ１２ ＝

ν１２Ｅ２

１ － ν１２ν２１
ꎬ

Ｑ２２ ＝
Ｅ２

１ － ν１２ν２１
ꎬＱ６６ ＝Ｇ１２ꎬν２１ ＝ ν１２

Ｅ２

Ｅ１
.

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(６)

当主轴方向与所设平面的坐标系之间有夹角

θ 时ꎬ考虑 ＦＦＦ 薄板的分层特点ꎬ可得第 ｋ 层板在

坐标系下的应力 －应变关系:
σｘ

σｙ

σｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(ｋ)

＝

􀭺Ｑ１１
􀭺Ｑ１２

􀭺Ｑ１６

􀭺Ｑ１２
􀭺Ｑ２２

􀭺Ｑ２６

􀭺Ｑ１６
􀭺Ｑ２６

􀭺Ｑ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(ｋ) εｘ

εｙ

γｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
. (７)

其中ꎬ
􀭺Ｑ１１ ＝Ｑ１１ｃｏｓ４θｋ ＋２(Ｑ１２ ＋２Ｑ６６)ｓｉｎ２θｋｃｏｓ２θｋ ＋

　 　 Ｑ２２ｓｉｎ４θｋꎬ
􀭺Ｑ１２ ＝ (Ｑ１１ ＋Ｑ２２ －４Ｑ６６)ｓｉｎ２θｋｃｏｓ２θｋ ＋

　 　 Ｑ１２(ｓｉｎ４θｋ ＋ ｃｏｓ４θｋ)ꎬ
􀭺Ｑ２２ ＝Ｑ１１ｓｉｎ４θｋ ＋２(Ｑ１２ ＋２Ｑ６６)ｓｉｎ２θｋｃｏｓ２θｋ ＋

　 　 Ｑ２２ｃｏｓ４θｋꎬ
􀭺Ｑ１６ ＝ (Ｑ１１ －Ｑ１２ －２Ｑ６６)ｓｉｎθｋｃｏｓ３θｋ ＋

　 　 (Ｑ１２ －Ｑ２２ ＋２Ｑ６６)ｓｉｎ３θｋｃｏｓθｋꎬ
􀭺Ｑ２６ ＝ (Ｑ１１ －Ｑ１２ －２Ｑ６６)ｓｉｎ３θｋｃｏｓθｋ ＋

　 　 (Ｑ１２ －Ｑ２２ ＋２Ｑ６６)ｓｉｎθｋｃｏｓ３θｋꎬ
􀭺Ｑ６６ ＝ (Ｑ１１ ＋Ｑ２２ －２Ｑ１２ －２Ｑ６６)ｓｉｎ２θｋｃｏｓ２θｋ ＋

　 　 Ｑ６６(ｓｉｎ４θｋ ＋ ｃｏｓ４θｋ) .
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þ
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
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(８)

式中:ｋ 表示 ＦＦＦ 薄板的第 ｋ 层ꎻθｋ 表示薄板第 ｋ
层的纤维方向与所设平面坐标系下 ｘ 方向的

夹角.
ＦＦＦ 薄板所受弯矩和扭矩为

Ｍｘ

Ｍｙ

Ｍｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１６

Ｄ１２ Ｄ２２ Ｄ２６

Ｄ１６ Ｄ２６ Ｄ６６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

κｘ

κｙ

κｘｙ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
. (９)

式中ꎬ

Ｄｉｊ ＝
１
３ ∑

ｎ

ｋ ＝１
(􀭺Ｑｉｊ) (ｋ)(ｚ３ｋ － ｚ３ｋ－１)ꎬｉꎬｊ ＝１ꎬ２ꎬ６. (１０)

ＦＦＦ 薄板振动的动能可以表示为

Ｔ ＝ ρｈ
２ ∬Ａ ∂ｗ０

∂ｔ
æ
è
ç

ö
ø
÷

２

ｄＡ. (１１)

式中:Ａ 为 ＦＦＦ 薄板的表面积ꎻρ 为薄板的密度ꎻｈ

为薄板的厚度.
ＦＦＦ 薄板弯曲储存的应变能表示为

Ｕ ＝ １
２ ∬Ａ[Ｍｘκｘ ＋Ｍｙκｙ ＋Ｍｘｙκｘｙ]ｄＡ. (１２)

基于正交多项式法获得 ＦＦＦ 薄板振动的振

型函数:

Ｗ(ξꎬη) ＝ ∑
Ｍ

ｍ ＝１
∑
Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｍ(ξ)Ｐｎ(η) . (１３)

式中: ｃｍｎ 是待定参数ꎻＰ ｉ ( ξ) ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＭ) 和

Ｐ ｊ(η)( ｊ ＝ １ꎬ􀆺ꎬＮ)为一系列的正交多项式.
Ｐ１(ｘ) ＝ ｘｐ (１ － ｘ)ｑꎬＰ１(ｙ) ＝ ｙｒ(１ － ｙ)ｓꎻ
Ｐ２(ζ) ＝ (ζ －Ｂ２)Ｐ１(ζ)ꎻ
Ｐｋ(ζ) ＝ (ζ －Ｂｋ)Ｐｋ －１(ζ) －ＣｋＰｋ －２(ζ)ꎻ
ζ ＝ ｘꎬｙꎻｋ >２.

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

式中 Ｂｋ 和 Ｃｋ 为系数函数ꎬ其表达式分别为

Ｂｋ ＝
∫１

０
ｗ(ζ)[Ｐｋ－１(ζ)]２ζｄζ

∫１
０
ｗ(ζ)[Ｐｋ－１(ζ)]２ｄζ

ꎬ

Ｃｋ ＝
∫１

０
ｗ(ζ)[Ｐｋ－１(ζ)][Ｐｋ－２(ζ)]ζｄζ

∫１
０
ｗ(ζ)[Ｐｋ－２(ζ)]２ｄζ

.
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ï
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ï

(１５)
式中ꎬｗ(ζ)是权函数ꎬ通常取 ｗ(ζ) ＝ １. 而 Ｐ１(ｘ)
和 Ｐ１(ｙ)是满足固支、简支、自由等边界条件的多

项式函数ꎬ且
ｘ ＝ Ｘ / ａꎬ
ｙ ＝ Ｙ / ｂ. } (１６)

将式(１３)代入动能公式(１１)和应变能公式

(１２)中ꎬ可以得到用待定参数 ｃｉｊ表示的最大动能

Ｅｋｍａｘ
和最大应变能 Ｕｋｍａｘ

分别为

Ｅｋｍａｘ
＝ ρｈω２

２ ∬
Ａ
(Ｗ) ２ｄＡ. (１７)

Ｕｋｍａｘ
＝ １

２ ∫Ａ∫
ｈ
２

－ｈ
２

ｚ２[􀭵Ｑ１１(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｎ

ｄ２Ｐｍ

ｄｘ２
)２＋

２􀭵Ｑ１２(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｎ

ｄ２Ｐｍ

ｄｘ２
)(∑

Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｍ

ｄ２Ｐｎ

ｄｙ２
)＋

４􀭵Ｑ１６(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｎ

ｄ２Ｐｍ

ｄｘ２
)(∑

Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎ

ｄＰｍ

ｄｘ􀅰
ｄＰｎ

ｄｙ )＋

４􀭵Ｑ２６(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｍ

ｄ２Ｐｎ

ｄｙ２
)(∑

Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎ

ｄＰｍ

ｄｘ􀅰
ｄＰｎ

ｄｙ )＋

􀭵Ｑ２２(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎＰｍ

ｄ２Ｐｎ

ｄｙ２
)２ ＋

４􀭵Ｑ６６(∑
Ｍ

ｍ＝１
∑

Ｎ

ｎ ＝１
ｃｍｎ

ｄＰｍ

ｄｘ )２]ｄＡｄｚ .
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(１８)

然后将能量函数 Ｌ 表示成
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Ｌ ＝ Ｅｋｍａｘ
－Ｕｋｍａｘ

. (１９)
求解 ＦＦＦ 薄板的固有特性问题ꎬ根据最小势

能原理ꎬ待定参数 ｃｍｎ应使总能量函数 Ｌ 为极值ꎬ
即有

∂Ｌ
∂ｃｍｎ

＝ ０ꎬｍ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎻｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ. (２０)

将式(１９)代入式(２０)中ꎬ可以得到特征值

问题:
(Ｋ － ω２Ｍ)ａ ＝ ０. (２１)

式中:Ｋ 和 Ｍ 分别为 ＦＦＦ 薄板的刚度矩阵和质量

矩阵ꎻａ ＝ [ｃ１１ꎬｃ１２ꎬ􀆺ꎬｃｍｎ] .
Ｋ 和 Ｍ 中的元素是所有待定参数 ｃｍｎ 的系

数ꎬ为保证式(２１)有解ꎬ则系数矩阵行列式为 ０ꎬ即
ｄｅｔ(Ｋ － ω２Ｍ) ＝ ０. (２２)

由式(２２)即可求得其各阶模态的固有频率

值. 然后ꎬ将计算获得各阶特征向量 ａ 以及所建立

的薄板模型的各个节点坐标带回振型函数

Ｗ(ξꎬη)中ꎬ即可获得 ＦＦＦ 薄板的各阶模态振型.
１􀆰 ２　 振动响应理论分析

向薄板输入垂直于中面的外部激励ꎬ其表达

式为

ｆ( ｔ) ＝ Ａｓｉｎ(ωｔ ＋ φ) . (２３)
根据 １. １ 节所述ꎬ基于正交多项式法表示振

型函数ꎬ采用 Ｒｉｔｚ 法可以求解获得 ＦＦＦ 薄板的最

大动能 Ｅｋｍａｘ
和应变能 Ｕｋｍａｘ

的表达式(１７) 和式

(１８)ꎬ并且可以获得等效黏性阻尼做功最大值

Ｗｃｍａｘ为

Ｗｃｍａｘ ＝ ｃ∬
Ａ
Ｗ２ｄＡ. (２４)

式中ꎬｃ 为黏性阻尼系数.
然后ꎬ定义拉格朗日能量函数 Ｌ 的表达式为

Ｌ ＝ Ｅｋｍａｘ
＋Ｗｃｍａｘ －Ｕｋｍａｘ

. (２５)
通过待定参数 ｃｍｎ应使总能量函数 Ｌ 为极值ꎬ即
∂Ｌ
∂ｃｍｎ

＝ ０ꎬｍ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎻｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ. (２６)

即可获得 ＦＦＦ 薄板的频域振动方程

(Ｋ ＋ ｉωＣ － ω２Ｍ)ａ ＝ ｆ( ｔ) . (２７)
式(２７)给出了外部激励下 ＦＦＦ 薄板振动响

应的求解表达式ꎬ由此可以预测 ＦＦＦ 薄板任意一

点的振动响应.
１􀆰 ３　 实验研究

为验证上述模型的正确性ꎬ搭建了如图 ２ 所

示的测试系统ꎬ并以 ＰＬＡ 材料 ＦＦＦ 薄板为研究对

象ꎬ对其固有特性和振动响应等动力学参数进行

实验研究. 测试系统主要包括模态力锤、数据采集

卡和加速度传感器等设备. 其中ꎬ加速度传感器质

量为 ０. ６ ｇꎬ可忽略其对实验的误差. ＦＦＦ 薄板样

件整体长、宽、厚度尺寸分别为 １５０ ｍｍ × ５０ ｍｍ ×
２􀆰 ４ ｍｍꎬｘ 方向的弹性模量 Ｅ１ ＝３ ５００ ＭＰａꎬ切变模

量 Ｇ１２ ＝ １ ２８７ ＭＰａꎬｙ 方向的弹性模量Ｅ２ ＝ ３ ４００
ＭＰａꎬ泊松比 ν１２ ＝ ０. ３６ꎬ密度 ρ ＝ １ ２５２ ｋｇ / ｍ３ꎬ该
类型 ＦＦＦ 薄板共有 ６ 层ꎬ每层具有相同的厚度.

图 ２　 测定 ＦＦＦ样件动力学特性的实验系统
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ

ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＦＦＦ ｐａｒｔｓ

　 　 实验过程中ꎬ首先利用夹具固定保持 ＦＦＦ 薄

板样件的悬臂状态ꎬ薄板被夹持长度为 ２０ ｍｍꎬ激
励点位于夹持位置上方约 １０ ｍｍꎬ加速度传感器

固定在薄板样件顶部和中部ꎬ该处的振动响应较

大ꎬ以获取准确的测试结果. 然后ꎬ通过力锤将脉

冲激励施加到样件上ꎬ并且由加速度传感器测试

由脉冲激励引起的薄板的动态响应ꎬ并通过数据

采集卡实时收集激励信号和响应信号ꎬ确定薄板

的频响函数(ＦＲＦ) . 再次ꎬ采用单点拾振法完成对

样件的参数识别ꎬ即将加速度传感器固定在振动

较大的测量点处ꎬ分别对其余各测点进行激励ꎬ获
得薄板的模态振型. 最后ꎬ针对频响函数曲线进行

分析和计算ꎬ以获取 ＦＦＦ 薄板动力学特性和振动

响应等参数的测试结果. 每个样件选择 ２ 个测点ꎬ
针对每个测点ꎬ进行 １０ 组实验ꎬ以保证测试结果

的准确性.

２　 结果分析

本节对比分析了 ＦＦＦ 薄板的动力学特性及

响应等参数的理论与测试结果ꎬ以验证所提出的

动力学模型的正确性.
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２􀆰 １　 固有特性对比

根据 １􀆰 １ 和 １􀆰 ３ 节的内容ꎬ以悬臂边界条件

下的 ＦＦＦ 薄板为研究对象ꎬ其固有特性的对比结

果如表 １ 所示. 通过对比验证可知ꎬ基于正交多项

式法的 ＦＦＦ ３Ｄ 打印薄板计算振型和测试结果一

致ꎬ其中一阶振型为一阶弯曲振动ꎬ二阶振型为一

阶扭转振动ꎬ三阶振型为二阶弯曲振动. 固有频率

的计算结果与实验结果吻合度较好ꎬ前三阶数值

分别为 ３１􀆰 ２ꎬ１８５ꎬ５２１ Ｈｚ 和 ２９􀆰 ２７ꎬ１８８􀆰 ３ꎬ５１７􀆰 ７ Ｈｚꎬ
误差随着阶次的增加而减小ꎬ范围仅为 ０􀆰 ４４％ ~
２􀆰 ４９％ . 上述分析可知ꎬ利用本文所建立的理论模

型可以准确地分析和预测出 ＦＦＦ ３Ｄ 打印薄板的

固有特性参数ꎬ即固有频率和模态振型ꎬ验证了理

论模型的正确性.

表 １　 ＦＦＦ ３Ｄ打印薄板前 ３ 阶固有特性的理论和实验结果
Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒｓ ｉｎｈｅｒｅｎｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＦ ３Ｄ ｐｒｉｎｔｅｄ ｓｈｅｅｔｓ

项目
模态阶次

第一阶 第二阶 第三阶

计算频率 Ａ / Ｈｚ ３１. ２ １８５ ５２１
测试频率 Ｂ / Ｈｚ ２９. ２７ １８８. ３ ５１７. ７

误差 / ％ ２. ４９ １. ７５ ０. ４４

计算振型

测试振型

２􀆰 ２　 振动响应对比

基于 １􀆰 ２ 和 １􀆰 ３ 节ꎬ确定 ＦＦＦ 薄板振动响应

的理论与实验结果如图 ３ 所示. 第一、三阶的振动

响应理论值为 ０􀆰 ３８２ ６ 和 ０􀆰 ０４５ ４ ｍｍꎬ实验结果

分别为 ０􀆰 ３５３ ４ 和 ０􀆰 ０４１ ０ ｍｍꎬ最大误差仅为

图 ３　 ＦＦＦ薄板的一、三阶振动响应曲线
Ｆｉｇ. ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ａｎｄ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＦＦ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ
(ａ)—第一阶ꎻ (ｂ)—第三阶.

１３􀆰 １７％ . 由此可知ꎬ本文所建立的动力学模型能

够准确预测 ＦＦＦ 薄板的振动响应结果.
２􀆰 ３　 阻尼比对比

利用半功率带宽法分析 ＦＦＦ 薄板的振动响

应曲线ꎬ分别获得了阻尼比的理论与实验结果ꎬ如
图 ４ 所示. 由图可知ꎬ阻尼比的理论与实验结果趋

势基本一致ꎬ其中第一阶阻尼比的理论与实验结

果分别为 ０􀆰 ０１０ ２５ 和 ０􀆰 ０１３ ７６ꎬ误差为 ２５􀆰 ４％ ꎻ
第二阶分别为 ０􀆰 ０２７ ３５ 和 ０􀆰 ０２５ ２４ꎬ 误差为

８􀆰 ３６％ ꎻ第三阶为 ０􀆰 ０３９ ２４ 和 ０􀆰 ０３４ ８３ꎬ误差为

１２􀆰 ６６％ ꎬ可见ꎬＦＦＦ 薄板的阻尼比的理论与实验

结果吻合较好ꎬ进一步验证了动力学模型的正

确性.

图 ４　 ＦＦＦ薄板的前 ３ 阶阻尼比
Ｆｉｇ. ４　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ

ＦＦＦ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ

　 　 综上可知ꎬ利用本文所提出的计算方法可有

效计算悬臂边界条件下 ＦＦＦ ３Ｄ 打印薄板的固有
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频率、模态振型、振动响应及阻尼比等动力学参

数ꎬ为改善 ＦＦＦ 产品的质量提供了理论基础. 但
是仍有必要分析上述误差产生的原因ꎬ其中实验

误差客观存在ꎬ例如测试时的边界条件、仪器灵敏

度、实验方法等造成的影响ꎻ理论建模误差包括在

建模过程中未考虑纤维不规则、粘合缺陷和残余

应力等的影响.

３　 结　 　 论

１) 基于经典层合板理论对悬臂条件下 ＦＦＦ
薄板进行了建模ꎬ分析和验证了 ＦＦＦ 薄板的固有

特性和振动响应.
２) 总结了利用 Ｍａｔｌａｂ 求解 ＦＦＦ 薄板固有特

性和振动响应的步骤. 包括输入薄板各项参数、基
于正交多项式法表示振型函数、通过 Ｒｉｔｚ 法求解

固有频率以及通过频域振动方程求解振动响应等

步骤.
３) 以 ＰＬＡ 纤维 ＦＦＦ 薄板为研究对象ꎬ将固

有特性和动态响应的理论计算结果与实验测试结

果进行了对比ꎬ固有频率计算结果与实验结果的

误差在 ０􀆰 ４４％ ~ ２􀆰 ４９％ 之间ꎬ且前 ３ 阶模态振型

也完全一致ꎬ动态响应计算结果与实验结果的误

差在 ８􀆰 ３５％ ~ １３􀆰 １７％ 之间ꎬ模态阻尼比趋势吻

合度较好ꎬ处于误差允许的范围内ꎬ进而验证了动

力学模型的正确性.
４) 本研究虽然选用 ＰＬＡ 材料的 ＦＦＦ 薄板来

验证理论模型ꎬ但基于相同机理ꎬ所得到的解析公

式适用于任何材料的 ＦＦＦ 薄板结构的动态特性

参数研究.
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