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三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中的 ｋ －型伪零螺线

钱金花ꎬ 刘　 杰
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 在三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中定义 ｋ －型伪零螺线ꎬ并结合结构函数讨论 ｋ － 型伪零螺线的几何性

质. 首先ꎬ根据伪零曲线的概念定义伪零曲线的结构函数ꎬ进而得到伪零曲线的结构表达式以及结构函数与伪

零曲线的曲率函数之间满足的关系. 然后ꎬ讨论 ｋ － 型伪零螺线的几何性质. 结果表明ꎬ三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间

中任意伪零曲线都是 １ －型伪零螺线ꎬ不存在 ２ －型伪零螺线以及得到了 ３ － 型伪零螺线的曲率函数满足的

微分方程等结论. 与此同时ꎬ给出 ｋ －型伪零螺线的轴的表达式以及轴的类型 (类空轴、类时轴、类光轴) .
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　 　 在三维欧氏空间中ꎬ若一条曲线的切线和固

定方向成固定角ꎬ则称其为一般螺线[１] . 近年来ꎬ
欧氏空间中一般螺线的定义已经被推广到

Ｌｏｒｅｎｔｚ － Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中[２ － ４] . 本文给出 ｋ －
型(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３)伪零螺线及其轴的定义ꎬ并根据定

义的伪零曲线的结构函数ꎬ讨论各种伪零螺线的

几何性质.

１　 预备知识

设 Ｅ３
１ 是三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间ꎬ其中的内积定

义为

‹ ꎬ › ＝ － ｄｘ２
１ ＋ ｄｘ２

２ ＋ ｄｘ２
３ .

　 　 设 Ｅ３
１ 中的任意非零向量 αꎬ若‹αꎬα› > ０ꎬ则

称 α为类空向量ꎻ若‹αꎬα› < ０ꎬ则称 α 为类时向

量ꎻ若‹αꎬα› ＝ ０ꎬ则称 α 为类光向量. 特别地ꎬ规



　 　

定零向量为类空向量[５ － ６] .
定义 １[７] 　 设 ｃ 是 Ｅ３

１ 中任意一条正则曲线.
若曲线 ｃ 的切向量为类空向量(类时向量、类光向

量)ꎬ则称 ｃ 为类空曲线(类时曲线、类光曲线) .
特别地ꎬ若类空曲线 ｃ 的主法向量为类空向量(类
时向量、类光向量)ꎬ则称其为第一类类空曲线

(第二类类空曲线、伪零曲线) .
引理 １[７] 　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３

１ 中以 ｓ 为弧长参数

的伪零曲线ꎬ则其满足如下 Ｆｒｅｎｅｔ 公式:
α′(ｓ) ＝ β(ｓ)ꎬ
β′(ｓ) ＝ κ(ｓ)β(ｓ)ꎬ
γ′(ｓ) ＝ － α(ｓ) － κ(ｓ)γ(ｓ) .

ü

þ

ý

ïï

ïï
(１)

其中:
‹αꎬ α› ＝ ‹βꎬ γ› ＝ １ꎬ‹βꎬ β› ＝ ‹γꎬ γ› ＝ ０ꎬ
‹αꎬ β› ＝ ‹αꎬ γ› ＝ ０. α(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)分别称为

曲线 ｒ(ｓ)的切向量、主法向量和副法向量ꎻκ( ｓ)
称为曲线 ｒ(ｓ)的曲率函数.

标注 １　 本文所讨论的伪零曲线均以弧长 ｓ
为参数.

在文献[８ － ９]中ꎬ作者利用结构函数分别描

述了锥曲线与类光曲线. 本文用类似的方法描述

Ｅ３
１ 中的伪零曲线.

首先ꎬ设伪零曲线 ｒ(ｓ)的单位切向量为

ｒ′(ｓ) ＝ [ξ１(ｓ)ꎬ ξ２(ｓ)ꎬ ξ３(ｓ)] .
显然 － ξ１

２ ＋ ξ２
２ ＋ ξ３

２ ＝ １. 不失一般性ꎬ设
ξ１ ＋ ξ３

１ ＋ ξ２
＝
１ － ξ２

ξ３ － ξ１
＝ ｆꎬ ξ２ ＝ ｇꎬ

这里 ｆꎬ ｇ 是 ｓ 的光滑函数. 于是

ξ１ ＝ １
２ [ ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ － １(１ － ｇ)]ꎬ

ξ３ ＝ １
２ [ ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ － １(１ － ｇ)] .

另外ꎬ由‹ｒ″(ｓ)ꎬ ｒ″(ｓ)› ＝ ０ꎬ经过计算ꎬ有
(ｇ２ － １) ｆ′ ＝ ２ｆｇ′.

解上面的微分方程ꎬ可得

ｃｆ ＝ ｇ － １
ｇ ＋ １ꎬ(ｃ∈Ｒ － {０}) .

总结上面的推导过程ꎬ有如下结论.
引理 ２ 　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３

１ 中的伪零曲线ꎬ那么

ｒ(ｓ)可以表示为

ｒ(ｓ) ＝ ∫ ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ－１(１ － ｇ)
２ ꎬ ｇꎬ(

ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ－１(１ － ｇ)
２ )ｄｓ.

其中:ｆꎬ ｇ 是 ｓ 的光滑函数ꎬ称其为结构函数ꎬ且
它们满足

ｃｆ ＝ ｇ － １
ｇ ＋ １ꎬ(ｃ∈Ｒ － {０}) .

由引理 ２ 与引理 １ꎬ容易得到如下结论.
引理 ３　 设 ｒ(ｓ)是 Ｅ３

１ 中的伪零曲线ꎬ那么曲

线 ｒ(ｓ)的曲率函数 κ(ｓ)可以表示为

κ(ｓ) ＝ ｇ″(ｓ)
ｇ′(ｓ) .

定义 ２[９] 　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３
１ 中以{αꎬβꎬγ}为标

架的伪零曲线. 若存在非零常向量 Ｖꎬ使得‹αꎬ
Ｖ›(‹βꎬ Ｖ›ꎬ‹γꎬ Ｖ›)是非零常数ꎬ则称 ｒ( ｓ)为

ｋ －型(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３)伪零螺线ꎬＶ 称为 ｒ(ｓ)的轴.
标注 ２　 定义 ２ 中曲线 ｒ( ｓ)的切向量 αꎬ主

法向量 βꎬ副法向量 γ都不是常向量.

２　 主要结论

设非零常向量 Ｖ 是 ｋ － 型伪零螺线 ｒ( ｓ)的
轴. 那么 Ｖ 可以表示为[１０]

Ｖ ＝ ｖ１α(ｓ) ＋ ｖ２β(ｓ) ＋ ｖ３γ(ｓ) . (２)
这里 ｖｉ ＝ ｖｉ( ｓ) ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)是弧长参数 ｓ 的光滑

函数. 显然

ｖ１ ＝ ‹αꎬ Ｖ›ꎬ ｖ２ ＝ ‹γꎬ Ｖ›ꎬ ｖ３ ＝ ‹βꎬ Ｖ› .
在式(２)两端关于参数 ｓ 求导ꎬ整理可得

ｖ′１ － ｖ３ ＝ ０ꎬ
ｖ１ ＋ ｖ′２ ＋ ｖ２κ ＝ ０ꎬ
ｖ′３ － ｖ３κ ＝ ０.

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(３)

２􀆰 １　 １ －型伪零螺线

定理 １　 Ｅ３
１ 中的任意伪零曲线 ｒ(ｓ)是 １ － 型

伪零螺线.
证明　 根据 １ －型伪零螺线的定义ꎬ有

‹αꎬ Ｖ› ＝ ｖ１ ＝ Ｃ０(Ｃ０≠０) . (４)
在式(４)两端关于参数 ｓ 求两次导ꎬ可知ｒ(ｓ)

的曲率函数 κ(ｓ)是任意函数.
反之ꎬ对于任意伪零曲线 ｒ(ｓ)ꎬ由式(３)和式

(４)ꎬ总可以找到常向量

Ｖ ＝ ｃα ＋ ｅ－∫κｄｓ(ｃ１ － ｃ∫ｅ∫κｄｓｄｓ)βꎬ(ｃ１ ∈ Ｒ)ꎬ

使得‹αꎬ Ｖ› ＝ ｃ ≠０. 证毕.
由定理 １ 及引理 ３ꎬ不难得到下面的推论ꎬ具

体证明略.
推论 １ 　 设 ｒ( ｓ) 是 １ － 型伪零螺线ꎬ那么

ｒ(ｓ)的轴 Ｖ 是类空轴ꎬ且 Ｖ 可以由 ｒ(ｓ)的结构函

数表示为

Ｖ ＝ ｃα ＋ (ｇ′) － １(ｃ１ － ｃｇ)β .
这里 ｃ１ꎬ ｃ∈Ｒ 且 ｃ≠０.
２􀆰 ２　 ２ －型伪零螺线

定理 ２　 在 Ｅ３
１ 中不存在 ２ －型伪零螺线.
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证明　 根据 ２ －型伪零螺线的定义ꎬ有
‹βꎬ Ｖ› ＝ ｖ３ ＝ Ｃ０(Ｃ０≠０) .

将 ｖ３ ＝ Ｃ０ 代入式(３)中ꎬ可得曲率函数 κ(ｓ)≡０.
此时由式(１)可知主法向量 β 为常向量ꎬ显然矛

盾. 证毕.
２􀆰 ３　 ３ －型伪零螺线

定理 ３　 设曲线 ｒ(ｓ)是 Ｅ３
１ 中的伪零曲线ꎬ那

么 ｒ(ｓ)是 ３ － 型伪零螺线当且仅当其曲率函数

κ(ｓ)满足

κ″(ｓ) ＝ κ′(ｓ)κ(ｓ) .
进一步ꎬ曲率函数 κ(ｓ)有以下三种形式:
①κ(ｓ) ＝ － ２ (ｓ ＋ ｃ１) － １ꎻ
②κ(ｓ) ＝ ２ａｔａｎａ(ｓ ＋ ｃ２)ꎻ

③κ(ｓ) ＝ ａ １ ＋ ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)

１ － ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷.

这里 ａ > ０ 且 ｃｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)∈Ｒ.
证明　 根据 ３ －型伪零螺线的定义ꎬ有

‹γꎬ Ｖ› ＝ ｖ２ ＝ Ｃ０(Ｃ０≠０) . (５)
在式(５)两端关于参数 ｓ 求导ꎬ可得

‹αꎬ Ｖ› ＋ κ‹γꎬ Ｖ› ＝ ０. (６)
将 ｖ２ ＝ Ｃ０ 及式(６)代入式(３)中ꎬ可得

κ″(ｓ) ＝ κ′(ｓ)κ(ｓ) . (７)
通过降阶法解方程(７)ꎬ得到曲率 κ( ｓ)的具

体表达式ꎬ如定理 ３ 中的①ꎬ②ꎬ③.
反之ꎬ当曲率 κ(ｓ)满足定理 ３ 中的①ꎬ②ꎬ③

时ꎬ可以找到相应的常向量 Ｖ 如下:
①当 κ(ｓ) ＝ － ２ (ｓ ＋ ｃ１) － １时ꎬ有

Ｖ ＝ ２ｃ
ｓ ＋ ｃ１

α ＋ ｃβ － ２ｃ
(ｓ ＋ ｃ１) ２γꎻ

②当 κ(ｓ) ＝ ２ａｔａｎａ(ｓ ＋ ｃ２)时ꎬ有
Ｖ ＝ － ２ｃａｔａｎａ(ｓ ＋ ｃ２)α ＋ ｃβ －

２ｃａ２ｓｅｃ２ａ(ｓ ＋ ｃ２)γꎻ

③当 κ(ｓ) ＝ ａ １ ＋ ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)

１ － ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷时ꎬ有

Ｖ ＝ －ｃａ １ ＋ｅａ(ｓ ＋ｃ３)

１ －ｅａ(ｓ ＋ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷α＋ｃβ －２ｃａ２ ｅａ(ｓ ＋ｃ３)

(１ －ｅａ(ｓ ＋ｃ３))２γ.

显然三种情形均满足‹γꎬＶ› ＝ ｃ≠０. 证毕.
由定理 ３ 中的三种情形ꎬ有下面的推论.
推论 ２　 设 ｒ(ｓ)是 ３ －型伪零螺线ꎬ那么

①当 κ ( ｓ) ＝ － ２ (ｓ ＋ ｃ１) － １ 时ꎬ轴 Ｖ 为类

光轴ꎻ
②当 κ( ｓ) ＝ ２ａｔａｎａ ( ｓ ＋ ｃ２ ) 时ꎬ轴 Ｖ 为类

时轴ꎻ

③当 κ ( ｓ) ＝ ａ １ ＋ ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)

１ － ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷时ꎬ轴 Ｖ 为类

空轴.

这里 ａ > ０ 且 ｃｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)∈Ｒ.
由定理 ３、引理 ２、引理 ３ꎬ通过适当的参数变

换ꎬ可以得到如下结论ꎬ具体证明略.
定理 ４ 　 设 ｒ( ｓ) 是 ３ － 型伪零螺线ꎬ那么

ｒ(ｓ)的结构函数为

①当 κ(ｓ) ＝ － ２ (ｓ ＋ ｃ１) － １时ꎬ有

ｆ(ｓ) ＝ ｓ ＋ １
ｓ － １ꎬ ｇ(ｓ) ＝ － １

ｓ ꎻ

②当 κ(ｓ) ＝ ２ａｔａｎａ(ｓ ＋ ｃ２)时ꎬ有

ｆ(ｓ) ＝ － ａ ＋ ｔａｎａｓ
ａ ＋ ｔａｎａｓ ꎬ ｇ(ｓ) ＝ ｔａｎａｓ

ａ ꎻ

③当 κ(ｓ) ＝ ａ １ ＋ ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)

１ － ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷时ꎬ有

ｆ(ｓ) ＝ １ － ａ(１ － ｅａｓ)
１ ＋ ａ(１ － ｅａｓ)

ꎬｇ(ｓ) ＝ １
ａ(１ － ｅａｓ)

.

这里 ａ > ０ 且 ｃｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)∈Ｒ.
由定理 ４ꎬ引理 ２ꎬ有下面的推论.
推论 ３　 设 ｒ(ｓ)是 ３ －型伪零螺线ꎬ那么

①当 κ(ｓ) ＝ － ２ (ｓ ＋ ｃ１) － １时ꎬ
ｒ(ｓ) ＝ ( ｌｎ ｜ ｓ ｜ ꎬ － ｌｎ ｜ ｓ ｜ ꎬ ｓ)ꎻ
②当 κ(ｓ) ＝ ２ａｔａｎａ(ｓ ＋ ｃ２)时ꎬ

ｒ(ｓ) ＝ － １
ａ２ ( ｌｎ ｜ ｃｏｓａｓ ｜ ꎬｌｎ ｜ ｃｏｓａｓ ｜ ꎬａ

２ｓ)ꎻ

③当 κ(ｓ) ＝ ａ １ ＋ ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)

１ － ｅａ(ｓ ＋ ｃ３)
æ

è
ç

ö

ø
÷时ꎬ

ｒ( ｓ) ＝ － １
ａ２ ( ｌｎ ｜ １ － ｅ － ａｓ ｜ ꎬ ｌｎ ｜ １ － ｅ － ａｓ ｜ ꎬ

ａ２ｓ) .
这里 ａ > ０ 且 ｃｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)∈Ｒ.

３　 结　 　 语

本文在三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中定义了 ｋ － 型

伪零螺线ꎬ并找到了各类伪零螺线的轴. 通过定义

的结构函数给出了各种螺线的具体表达式. 这为

今后在不定度量空间中开展相关曲线的研究提供

了一种新的思路.
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