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三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中伪零曲线的表达形式

钱金花ꎬ 田雪倩
(东北大学 理学院ꎬ 辽宁 沈阳　 １１０８１９)

摘　 　 　 要: 三维闵可夫斯基(Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ)空间中的类空曲线根据其主法向量的性质分为第一类类空曲线、
第二类类空曲线和伪零曲线. 讨论了三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间中伪零曲线的表达形式. 首先ꎬ由伪零曲线的定义给

出两个结构函数ꎬ并用结构函数将伪零曲线的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架以及曲率函数表达出来ꎬ同时找到所定义的两个结

构函数之间满足的关系. 最后ꎬ讨论曲率函数为常数的伪零曲线及其结构函数的表达形式ꎬ并给出相应的例子

及图形表示.
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　 　 设 Ｅ３
１ 是三维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 空间ꎬ其中的内积定

义为

‹ꎬ› ＝ － ｄｘ２
１ ＋ ｄｘ２

２ ＋ ｄｘ２
３ .

设 Ｅ３
１ 中的非零向量 ｖꎬ若‹ ｖꎬ ｖ› > ０ꎬ则称 ｖ

为类空向量ꎻ若‹ｖꎬ ｖ› ＝ ０ꎬ则称 ｖ 为类光向量ꎻ若
‹ｖꎬ ｖ› < ０ꎬ则称 ｖ 为类时向量. 特别地ꎬ规定零向

量为类空向量[１ － ６] .
设 ｒ( ｔ)是 Ｅ３

１ 中任意 １ 条正则曲线. 当曲线

ｒ( ｔ)的切向量为类空向量(类时向量、类光向量)
时ꎬ称 ｒ( ｔ)为类空曲线(类时曲线、类光曲线) .
特别地ꎬ若类空曲线 ｒ( ｔ)的主法向量为类空向量

(类时向量、类光向量)ꎬ则称其为第一类类空曲

线(第二类类空曲线、伪零曲线) [７ － ９] .
２０１１ 年ꎬＬｉｕ 等[１０] 定义了锥曲线的结构函

数ꎻ２０１５ 年ꎬＱｉａｎ 等[１１]给出了类光曲线的结构函

数. 本文用类似的方法描述 Ｅ３
１ 中的伪零曲线 􀆰

１　 预备知识

定义 １[１２ － １３] 　 设 ｒ( ｔ)是 Ｅ３
１ 中的类空曲线ꎬ

其 Ｆｒｅｎｅｔ 标架为{αꎬβꎬγ}ꎬ如果它的主法向量 β
与副法向量 γ是线性无关的类光向量ꎬ则称 ｒ( ｔ)



　 　

为伪零曲线.
引理 １[１４ － １５] 　 设 ｒ( ｓ):Ｉ→Ｅ３

１ 是以弧长 ｓ 为

参数的伪零曲线ꎬ即‖ｒ′(ｓ)‖ ＝ １ꎬ则其 Ｆｒｅｎｅｔ 标
架{ｒ′(ｓ) ＝ α(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)}满足

α′(ｓ) ＝ β(ｓ)ꎬ
β′(ｓ) ＝ κ(ｓ)β(ｓ)ꎬ
γ′(ｓ) ＝ － α(ｓ) － κ(ｓ)γ(ｓ) .
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ïï
(１)

其中:α(ｓ)ꎬβ(ｓ)ꎬγ(ｓ)分别为 ｒ(ｓ)的切向量、主
法向量和副法向量ꎻκ(ｓ)称为曲线 ｒ( ｓ)的曲率函

数.
本文所讨论的曲线为非直线.

２　 主要结论

２􀆰 １　 伪零曲线的结构函数

首先ꎬ设伪零曲线 ｒ(ｓ)的单位切向量为

ｒ′(ｓ) ＝ (ξ１(ｓ)ꎬξ２(ｓ)ꎬξ３(ｓ))ꎬ
因为 ｒ′(ｓ)是单位类空向量ꎬ故满足

－ ξ２
１ ＋ ξ２

２ ＋ ξ２
３ ＝ １.

由 ξ２
３ － ξ２

１ ＝ １ － ξ２
２ꎬ得

ξ３ ＋ ξ１

１ ＋ ξ２
＝
１ － ξ２

ξ３ － ξ１
＝ ｆ(ｓ)ꎬξ２ ＝ ｇ(ｓ) .

这里 ｆ ＝ ｆ(ｓ)ꎬｇ ＝ ｇ(ｓ)为光滑函数. 显然

ξ１ ＝ １
２ ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ － １(１ － ｇ)[ ]ꎬ

ξ２ ＝ ｇꎬ

ξ３ ＝ １
２ ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ － １(１ － ｇ)[ ].
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(２)

于是ꎬ伪零曲线 ｒ(ｓ)可以表示为

ｒ(ｓ) ＝ １
２ ∫( ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ－１(１ － ｇ)ꎬ２ｇꎬ

ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ－１(１ － ｇ ))ｄｓ.
因为‹ｒ″(ｓ)ꎬｒ″(ｓ)› ＝ ０ꎬ通过计算ꎬ可得

ｆ ′
ｆ ＝ ２ｇ′

ｇ２ － １
. (３)

解微分方程(３)可得

ｇ ＝ Ｃ ＋ ｆ
Ｃ － ｆꎬ (Ｃ∈Ｒ － {０}) .

因为本文所讨论的曲线为非直线ꎬ故 ｆ ′≠０ꎬ
ｇ′≠０.

定理 １　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３
１ 中以 ｓ 为弧长参数的

伪零曲线ꎬ则用函数 ｆ( ｓ)ꎬｇ( ｓ)可将曲线 ｒ( ｓ)表
示为

ｒ(ｓ) ＝ １
２ ∫( ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ－１(１ － ｇ)ꎬ ２ｇꎬ

ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ－１(１ － ｇ))ｄｓ.
并且函数 ｆ ＝ ｆ(ｓ)ꎬｇ ＝ ｇ(ｓ)满足

ｇ ＝ Ｃ ＋ ｆ
Ｃ － ｆꎬ (Ｃ∈Ｒ － {０}) .

定义 ２　 定理 １ 中的函数 ｆ(ｓ)和 ｇ(ｓ)称为伪

零曲线 ｒ(ｓ)的结构函数.
定理 ２　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３

１ 中以 ｓ 为弧长参数的

伪零曲线ꎬ其结构函数为 ｆ(ｓ)ꎬｇ( ｓ)ꎬ则其曲率函

数 κ(ｓ)可用结构函数表示为

κ(ｓ) ＝ ｇ″(ｓ)
ｇ′(ｓ) . (４)

它的 Ｆｒｅｎｅｔ 标架可表示为

α ＝ １
２ ( ｆ(１ ＋ ｇ) － ｆ － １(１ － ｇ)ꎬ２ｇꎬ

ｆ(１ ＋ ｇ) ＋ ｆ － １(１ － ｇ))ꎬ

β ＝ １
２ ( ｆ ′(１ ＋ ｇ) ＋ ｆｇ′ ＋ ｆ ′ｆ － ２(１ － ｇ) ＋

ｆ － １ｇ′ꎬ２ｇ′ꎬｆ ′(１ ＋ ｇ) ＋ ｆｇ′ －
ｆ ′ｆ － ２(１ － ｇ) － ｆ － １ｇ′)ꎬ

γ ＝ １
２ｇ′(ｃ１ ＋ ∫[ ｆ－１(１ － ｇ) －

ｆ(１ ＋ ｇ)]ｄｇꎬ２(ｃ２ － ∫ｇｄｇ)ꎬｃ３ ＋

∫[ ｆ－１(１ － ｇ) ＋ ｆ(１ ＋ ｇ)]ｄｇ) .
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这里ꎬｃｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３)∈Ｒ.
证明　 由引理 １ 及式(２)易得 αꎬβ 的表达形

式 􀆰 且有

ｒ‴(ｓ) ＝ １
２ (( ｆ ′(１ ＋ ｇ) ＋ ｆｇ′ ＋

ｆ ′ｆ － ２(１ － ｇ) ＋ ｆ － １ｇ′) ′ꎬ２ｇ″ꎬ( ｆ ′(１ ＋ ｇ) ＋
ｆｇ′ － ｆ ′ｆ － ２(１ － ｇ) － ｆ － １ｇ′) ′) .

由 ｒ‴＝ α″ ＝ κｒ″ꎬ可得 κ( ｓ) ＝ ｇ″(ｓ)
ｇ′(ｓ)ꎬ进一步由

γ′ ＝ － α － κγꎬ通过解微分方程可得向量 γ 的表

达形式.
２􀆰 ２　 常曲率伪零曲线

定理 ３　 设 ｒ( ｓ)是 Ｅ３
１ 中以 ｓ 为弧长参数的

伪零曲线ꎬ如果 ｒ(ｓ)的曲率函数 κ( ｓ)为常数ꎬ则
它的结构函数 ｆ(ｓ)ꎬｇ(ｓ)为

１)当 κ ＝ ｃ ＝ ０ 时ꎬ其结构函数

ｆ(ｓ) ＝ ａｓ － １
ａｓ ＋ １ꎬ ｇ(ｓ) ＝ ａｓꎬ

这里 ａ∈Ｒ － {０}ꎻ
２)当 κ ＝ ｃ≠０ 时ꎬ其结构函数

ｆ(ｓ) ＝ ｅｃｓ － １
ｅｃｓ ＋ １

ꎬ ｇ(ｓ) ＝ ｅｃｓ .

证明 　 设曲率函数 κ( ｓ)为常数ꎬ即 κ ＝ ｃꎬ
(ｃ∈Ｒ) . 由式(４)得

ｇ″(ｓ)
ｇ′(ｓ) ＝ ｃ.
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１)当 κ(ｓ) ＝ ｃ ＝ ０ 时ꎬ有
ｇ′(ｓ) ＝ ａꎬｇ( ｓ) ＝ ａｓ ＋ ｃ１ꎬ(ａ∈Ｒ － {０}ꎬｃ１∈Ｒ) .
不失一般性ꎬ通过参数变换可以省略积分常数

ｃ１ꎬ则 ｇ(ｓ) ＝ ａｓ. 由式(３)可得

ｆ ′(ｓ)
ｆ(ｓ) ＝ ２ａ

ａ２ｓ２ － １
. (５)

解微分方程(５)得

ｃ２ ｆ(ｓ) ＝ ａｓ － １
ａｓ ＋ １ꎬ(ｃ２∈Ｒ － {０}) .

通过适当变换ꎬ可令 ｃ２ ＝ １ꎬ于是得

ｆ(ｓ) ＝ ａｓ － １
ａｓ ＋ １.

２)当 κ(ｓ) ＝ ｃ≠０ 时ꎬ与 １)的推导类似ꎬ有

ｇ(ｓ) ＝ ｅｃｓꎬｆ(ｓ) ＝ ｅｃｓ － １
ｅｃｓ ＋ １

.

由定理 １ 和定理 ３ꎬ显然有下面的结论.
定理 ４　 设 ｒ(ｓ)是 Ｅ３

１ 中的常曲率伪零曲线ꎬ
则 ｒ(ｓ)可表示为

１)当 κ ＝ ｃ ＝ ０ 时ꎬ

ｒ(ｓ) ＝ １
２ (ａｓ２ꎬａｓ２ꎬ － ２ｓ)ꎬ

这里 ａ∈Ｒ － {０}ꎻ
２)当 κ ＝ ｃ≠０ 时ꎬ

ｒ(ｓ) ＝ １
ｃ (ｅｃｓꎬｅｃｓꎬ － ｃｓ) .

例 １　 设定理 ３ 中曲率 κ(ｓ) ＝ ０ 的伪零曲线

的结构函数 ｆ ( ｓ) ＝ ２ｓ － １
２ｓ ＋ １ꎬ ｇ ( ｓ) ＝ ２ｓꎬ则曲线

ｒ１(ｓ) ＝ (ｓ２ꎬｓ２ꎬ － ｓ)ꎬ如图 １ 所示.

图 １　 伪零曲线 ｒ１(ｓ)的光锥面表示
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｐｓｅｕｄｏ ｎｕｌｌ ｃｕｒｖｅ ｒ１(ｓ) ｓｈｏｗｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｌｉｇｈｔｌｉｋｅ ｃｏｎｅ

　 　 例 ２　 设定理 ３ 中曲率 κ( ｓ) ＝ ｃ≠０ 的伪零

曲线的结构函数 ｆ( ｓ) ＝ ｅｓ － １
ｅｓ ＋ １

ꎬｇ( ｓ) ＝ ｅｓꎬ则曲线

ｒ２(ｓ) ＝ (ｅｓꎬｅｓꎬ － ｓ)ꎬ如图 ２ 所示.

图 ２　 伪零曲线 ｒ２(ｓ)的光锥面表示
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐｓｅｕｄｏ ｎｕｌｌ ｃｕｒｖｅ ｒ２(ｓ) ｓｈｏｗｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｌｉｇｈｔｌｉｋｅ ｃｏｎｅ

３　 结　 　 语

本文定义了伪零曲线的结构函数ꎬ并用结构

函数表示了伪零曲线及其曲率函数 􀆰 讨论了曲率

函数为常数的伪零曲线的结构函数和曲线表达

式ꎬ并且给出了相应的例子. 为今后伪零曲线的进

一步研究提供了新的思路和方法.
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[１５] Ｂｕｊａ Ｌ. Ｎｅｔｔｅｒ’ｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ｈｕｍａｎ ｐａｔｈｏｌｏｇｙ[Ｍ] . Ｂｅｉｊｉｎｇ:
Ｐｅｏｐｌｅ’ｓ Ｍｅｄｉｃａｌ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅꎬ２００８.

[１６] Ｍａｃｑｕｅｅｎ Ｊ. Ｓｏｍｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ [ Ｃ ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ Ｂｅｒｋｅｌｅｙ
Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ＆ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ.
Ｂｅｒｋｅｌｅｙꎬ１９６５:２８１ － ２９７.

[１７ ] Ａｌｅｘ Ｋꎬ Ｉｌｙａ Ｓꎬ Ｈｇ Ｅ. Ｉｍａｇｅｎｅｔ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｅｅｐ
ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ [Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ Ｎｅｕｒａｌ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ. Ｌａｋｅ Ｔａｈｏｅꎬ２０１２:１０９７ －
１１０５.

[１８] Ｇｏｏｄｆｅｌｌｏｗ Ｉ ＪꎬＰｏｕｇｅｔ￣Ａｂａｄｉｅ ＪꎬＭｉｒｚａ Ｍꎬｅｔ ａｌ. Ｇｅｎｅｒａｔｉｖｅ
ａｄｖｅｒｓａｒｉａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ [ Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍꎬ２０１４ꎬ３:２６７２ － ２６８０.

[１９ ] Ｍｕｒｐｈｙ Ｋ. Ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ: ａ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ
[Ｍ] . Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ:ＭＩＴ Ｐｒｅｓｓꎬ２０１２.

[２０ ] Ｓｚｅｇｅｄｙ Ｃꎬ Ｖａｎｈｏｕｃｋｅ Ｖꎬ Ｉｏｆｆｅ Ｓꎬ ｅｔ ａｌ. Ｒｅｔｈｉｎｋｉｎｇ ｔｈｅ
ｉｎｃｅｐｔｉｏｎ ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｖｉｓｉｏｎ[Ｃ] / / ２０１６ ＩＥＥＥ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｖｉｓｉｏｎ ａｎｄ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ
(ＣＶＰＲ) . Ｌａｓ Ｖｅｇａｓꎬ２０１６:２８１８ － ２８２６.
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