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力电湿多物理场耦合 Ｃｅｌｌ￣Ｂａｓｅｄ 光滑
有限元法研究

李　 明ꎬ 刘铭瑞ꎬ 周立明
(吉林大学 机械与航空航天工程学院ꎬ 吉林 长春　 １３００２５)

摘　 　 　 要: 为了解决压电结构在实际工程应用中受到空气湿度影响的问题ꎬ基于压电材料的本构方程、几
何方程和平衡方程提出了力电湿多物理场耦合 Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ 光滑有限元模型. 建立了一种新型压电俘能器ꎬ并
对其简化模型的静力学性能进行求解ꎬ对比了不同湿度变化对结构性能的影响. 与有限元法的计算结果对比ꎬ
Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ 光滑有限元法采用较少的网格就能够达到与有限元法采用较多的网格相同的精度ꎬ验证了本方法

的正确性和有效性. 研究发现ꎬ较小的湿度变化给结构的广义位移带来了较大的影响. 压电结构在潮湿环境下

的性能研究为复合材料产品化过程提供了理论依据.
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　 　 压电复合材料是一种应用较广的智能材料ꎬ
具有应力场与电场耦合的效应[１ － ４] . 在电子设备、
生物医疗及航空航天等领域都得到了广泛的应

用[５ － ７] . 压电复合材料在制备及应用时常处于潮湿

的环境中ꎬ材料的吸湿效应对结构的力学特性具有

重要影响. 研究压电材料在潮湿环境中的力学性能

对压电智能结构的设计应用至关重要.
应用 最 广 泛 的 有 限 元 法 ( ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ



　 　

ｍｅｔｈｏｄꎬ ＦＥＭ)由于其依赖单元插值的特点具有

很大的局限性ꎬ如精度较低、体积锁定、对网格精

度要 求 高 等. 光 滑 有 限 元 法 ( ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＳＦＥＭ)是近年来被刘桂荣提出

的一种新型数值计算方法ꎬ其将光滑应变技术引

入到传统有限元法中. 由于采用线性点插值来建

立形函数ꎬ省略了计算形函数导数的过程ꎬ极大地

改善了 ＦＥＭ 的不足ꎬ使得光滑有限元在处理不规

则网格时具有较高的稳定性、收敛性和精度[８] .
随后 ＳＦＥＭ 得到了极大的发展ꎬ一系列 ＳＦＥＭ 被

提出并应用于结构分析、电磁学、传热学等领域.
Ｚｈｏｕ 等[９]采用 Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ ＳＦＥＭ 对复合材料梁进

行了静力学分析. Ｎｇｕｙｅｎ￣Ｘｕａｎ 等[１０] 利用 Ｅｄｇｅ￣
ｂａｓｅｄ ＳＦＥＭ 对二维压电结构进行了自由振动分

析. Ｆｅｎｇ 等[１１]将 Ｆａｃｅ￣ｂａｓｅｄ ＳＦＥＭ 用于计算复合

结构的非线性导热问题. Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ 光滑有限元

(ＣＳ － ＦＥＭ)处理复合材料多物理场耦合问题具

有一定的优势.
从空气中吸收水分的特性被称作吸湿效应.

文献[１２ － １３]研究了在原子尺度下外部环境对

压电复合材料性能的影响. 近年来ꎬ压电复合材料

的力学特性研究取得了众多成果. Ａｌｌｉｋ 等[１４] 应

用有限元法研究了三维压电结构的动力学响应问

题. Ｗａｎｇ[１５]利用 ＦＥＭ 对压电双晶片的静态和动

态性能进行了分析. Ｗａｎｇ 等[１６] 研究了机械及电

负载下压电材料的裂纹扩展问题. Ｗｅａｖｅｒ 等[１７]

研究了高湿度环境下电极材料对压电陶瓷导电率

的影响. Ｇｕ 等[１８] 研究了压电传感器对湿度变化

的响应.
光滑有限元法在处理多物理场耦合问题时具

有优势ꎬ且未发现有相关文献采用 ＳＦＥＭꎬ研究压

电材料的吸湿效应. 基于此ꎬ本文提出力电湿多物

理场耦合 ＣＳ － ＦＥＭꎬ研究湿度对压电材料静力学

性能的影响. 给出了压电复合材料的本构方程、几
何方程和平衡方程ꎻ推导了力电湿耦合 ＣＳ － ＦＥＭ
静力学控制方程ꎻ构建了一种新型压电俘能器模

型ꎬ求解该结构在不同湿度条件下的静力学行为.
将数值计算结果与 ＦＥＭ 进行了对比ꎬ验证了提出

的力电湿多物理场耦合 Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ 光滑有限元法

的正确性.

１　 压电复合结构力电湿耦合 Ｃｅｌｌ￣
ｂａｓｅｄ 光滑有限元模型

１􀆰 １　 本构方程

压电复合材料的本构方程为

σ ＝ Ｃζ － ｅＥ － λΔｍꎬ (１)
Ｄ ＝ ｅＴζ ＋ εＥ ＋ ＰΔｍ. (２)

式中:σ和 Ｄ 为应力和电位移矩阵ꎻζ 和 Ｅ 为应变

和电场强度矩阵ꎻＣꎬｅ 和 ε分别为弹性常数、压电

系数、介电常数矩阵ꎻλ和 Ｐ 表示水分膨胀系数和

湿电系数矩阵ꎻλ ＝ Ｃβꎬβ 为湿膨胀系数矩阵ꎻｍ
表示湿度ꎬ即单位介质中水蒸气的质量分数ꎬΔｍ
表示湿度变化矩阵.

几何方程为

ζ ＝ Ｌｕｕꎬ (３)
Ｅ ＝ －Ñ Φ. (４)

式中:Ｌｕ 和Ñ 为微分算子矩阵ꎻΦ为电势矩阵.
平衡方程为

ＬＴ
ｕσ ＝ ０ꎬ (５)

Ñ ＴＤ ＝ ０. (６)
机械场、电场和湿度场的本质边界条件和自

然边界条件如下所示:
ｕｉ ＝􀭹ｕｉꎬｏｎ Γｕꎬ (７)

σｉｊｎｉ ＝􀭹Ｔｉꎬｏｎ ΓＴꎬ (８)
Φ ＝􀮃Φꎬｏｎ ΓΦꎬ (９)
Ｄｉｎｉ ＝ 􀭾Ｑꎬｏｎ Γｑꎬ (１０)
Δｍ ＝ Δ􀭾ｍꎬｏｎ Γｍꎬ (１１)
ｑｉｎｉ ＝􀭹ｑꎬｏｎ Γｖꎬ (１２)

Γ ＝Γｕ∪ΓＴ ＝ΓΦ∪Γｑ ＝Γｍ∪Γｖ . (１３)
式中:􀭹ｕｉꎬ􀭾Φ和 Δ􀭾ｍ为位移边界Γｕ、电势边界ΓФ 和湿

度边界Γｍ 上的给定条件ꎻ􀭹Ｔｉꎬ􀭾Ｑ 和􀭹ｑ 为力边界 ΓＴ、
电位移边界Γｑ 和水分通量边界Γｖ 上的给定条件.
１􀆰 ２　 力电湿耦合 Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ光滑有限元法

根据节点的位移和电势构造 ＣＳ － ＦＥＭ 近似

值 􀭵ｕ 和 􀭿Φꎬ

􀭵ｕ ＝ ∑
ｎｅ

ｉ ＝１
Ｎｕ

ｉ ｕｉ ＝Ｎｕｕꎬ (１４)

􀭿Φ ＝ ∑
ｎｅ

ｉ ＝１
ＮΦ

ｉ Φｉ ＝ＮΦΦ. (１５)

式中:Ｎｕ 和 ＮФ 为 ＣＳ － ＦＥＭ 形函数ꎻｎｅ 为单元

总数.
光滑域内一点 ｘｋ 处的应变和电场强度为

ζ(ｘｋ) ＝ ∫
Ω ｋ
Ｃ

Ｌｕ
􀭵ｕ(ｘ)}

ζ(ｘ)

Λ(ｘ － ｘｋ)ｄΩꎬ (１６)

Ｅ(ｘｋ) ＝ ∫
Ω ｋ
Ｃ

－ Ñ􀭿Φ(ｘ)üþ ýï ï ï

Ｅ(ｘ)
Λ(ｘ － ｘｋ)ｄΩ. (１７)

式中:光滑函数满足 ∫
Ω ｋ
Ｃ

Λ (ｘ － ｘｋ) ｄΩ ＝ １ꎬ本文采

用下式:

Λ(ｘ － ｘｋ) ＝
１ / Ａｋ

Ｃꎬ ｘ∈Ωｋ
Ｃꎻ

０ꎬ ｘ∉Ωｋ
Ｃ .{ (１８)
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式中:ＡＣ 表示光滑域 ΩＣ 的面积ꎬ满足 Ａｋ
Ｃ ＝

∫
ΩｋＣ

ｄΩ . 将式(１８)代入式(１６)和(１７)可得到光滑

应变和电场强度:

􀭰ζ(ｘｋ) ＝ １
Ａｋ

Ｃ
∫
ΓｋＣ

􀭵ｕ(ｘ)ｎｋ
ｕｄΓꎬ (１９)

􀭺Ｅ(ｘｋ) ＝ － １
Ａｋ

Ｃ
∫
ΓｋＣ

􀭿Φ(ｘ) ｎｋ
ΦｄΓ. (２０)

式中:ΓＣ 为光滑域 ΩＣ 的边界ꎻｎｕ 和 ｎΦ 为积分域

的外法向向量.

􀭰ζ(ｘ
ｋ
) ＝ ∑

ｎΓＳ

ｉ ＝１ 􀭺Ｂｉ
ｕ(ｘｋ)ｕｉ ＝􀭺Ｂｕ(ｘｋ)ｕꎬ (２１)

　 􀭺Ｅ(ｘ
ｋ
) ＝ －∑

ｎΓＳ

ｉ ＝１ 􀭺Ｂｉ
Φ(ｘｋ)Φｉ ＝ －􀭺ＢΦ(ｘｋ)Φ. (２２)

式中:ｎΓＳ
为单个光滑子单元中节点数ꎻ光滑矩阵

􀭺Ｂｕ 和 􀭺ＢΦ 可表示为

􀭺Ｂｉ
ｕ(ｘＧ

ｂ ) ＝ １
Ａｋ

Ｃ
∑
ｎａ

ｂ ＝１
Ｎｕ

ｉ (ｘＧ
ｂ )ｎｋ

ｕ ｌｋＣｂ
ꎬ (２３)

􀭺Ｂｉ
Φ(ｘＧ

ｂ ) ＝ １
Ａｋ

Ｃ
∑
ｎａ

ｂ ＝１
ＮΦ

ｉ (ｘＧ
ｂ )ｎｋ

Φ ｌｋＣｂ
. (２４)

其中 ｎａ 为单个光滑子域的边界总数.
Ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ 光滑有限元力场、电场和湿度场耦

合多物理场的控制方程为

Ｋｕｕｕ ＋ ＫｕΦΦ － ＫｕｍΔｍ ＝ ０ꎬ (２５)
ＫｕΦ

Ｔｕ － ＫΦΦΦ ＋ ＫΦｍΔｍ ＝ ０. (２６)
由于湿度场与力场和电场不完全耦合ꎬ故可

将湿度场以载荷的形式施加ꎬ则式(２５)和式(２６)
可改写为

Ｋｕｕｕ ＋ ＫｕΦΦ ＝ Ｆｕｍꎬ (２７)
ＫｕΦ

Ｔｕ － ＫΦΦΦ ＝ － ＦΦｍ . (２８)
式中:ＫｕｕꎬＫｕΦ和 ＫΦΦ为弹性、力电耦合和介电刚

度矩阵ꎻＦｕｍ和 ＦΦｍ为湿应力和湿电载荷矩阵.

Ｋｕｕ ＝ ∑
ｎｃ

ｉ ＝１

􀭺Ｂｉ
ｕ
ＴＣ􀭺Ｂｉ

ｕＡ ｉ
Ｃꎬ (２９)

ＫΦΦ ＝ ∑
ｎｃ

ｉ ＝１

􀭺Ｂｉ
Φ

Ｔε􀭺Ｂｉ
ΦＡ ｉ

Ｃꎬ (３０)

ＫｕΦ ＝ ∑
ｎｃ

ｉ ＝１

􀭺Ｂｉ
ｕ
Ｔｅ􀭺Ｂｉ

ΦＡ ｉ
Ｃꎬ (３１)

Ｆｕｍ ＝ ∫
Ω

􀭺Ｂｉ
ｕ
ＴλΔｍｄΩꎬ (３２)

ＦΦｍ ＝ ∫
Ω

􀭺Ｂｉ
Φ

ＴＰΔｍｄΩ. (３３)

式中ꎬｎｃ 为光滑子单元的总个数.

２　 数值实验

２􀆰 １　 压电悬臂梁

悬臂梁由 ＰＺＴ － ４ 构成ꎬ几何尺寸如图 １ 所

示ꎬ沿 ｙ 轴方向极化. 材料参数在表 １ 中给出. 边
界条件设定为 ｘ ＝ － １５ ｍｍ 处 ｕｘ ＝ ０ꎬｕｙ ＝ ０ꎬΦ ＝
０ꎬ湿度变化为 Δｍ ＝ ０􀆰 ４％ . 结构处于平面应变状

态ꎬ将 ＣＳ － ＦＥＭ 和 ＦＥＭ 计算的 ｘ 和 ｙ 方向位移

及电势(广义位移)结果进行对比.

图 １　 压电悬臂梁几何模型
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｂｅａｍ

表 １　 ＰＺＴ －４ 材料参数
Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ￣４ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

材料参数 参数值

弹性常数 / ＧＰａ
Ｃ１１ ＝ １３９ꎬＣ１３ ＝ ７４􀆰 ３ꎬ
Ｃ３３ ＝ １１５ꎬＣ４４ ＝ ２５􀆰 ６

压电常数 / (Ｃ􀅰ｍ － ２)
ｅ１３ ＝ － ５􀆰 ２ꎬｅ３３ ＝ １５􀆰 ０８ꎬ

ｅ１５ ＝ １２􀆰 ７２

介电系数 / (Ｃ􀅰Ｖ􀅰ｍ)
ε１１ ＝ １３􀆰 ０５３ × １０ － ９ꎬ
ε３３ ＝ １１􀆰 ５０５ × １０ － ９

湿膨胀系数 / (ｍ３􀅰ｋｇ － １) λ３３ ＝ １􀆰 １ × １０ － ４

　 　 图 ２ 给出了悬臂梁上边采用两种计算方法在

网格划分为 ３０ × ４ꎬ６０ × ８ 和 １２０ × １６ 时的广义位

移解. ＣＳ － ＦＥＭ 的解与传统 ＦＥＭ 的解吻合良好ꎬ
由此看出该方法的正确性和有效性ꎻ随着网格数

量增加计算结果基本相同ꎬ由此验证该方法的收

敛性. 表 ２ 给出了不同网格下两种方法的计算时

间ꎬ在采用相同网格数时两种方法的计算时间大

致相同ꎬ但随着网格数的增加ꎬＣＳ － ＦＥＭ 的计算

时间逐渐小于 ＦＥＭꎬ由此验证了算法的高效性.
２􀆰 ２　 压电俘能器吸湿效应

压电俘能器由 ＰＺＴ － ４ 和钢材组成ꎬ简化模

型见图 ３. 钢的弹性模量 Ｅ ＝ ２􀆰 １ ＧＰａꎬ泊松比 υ ＝
０􀆰 ３ꎬ在 ｘ ＝ ０ 处 ｕｘ ＝ ０ꎬｕｙ ＝ ０ꎬΦ ＝ ０ꎬ网格大小为

０􀆰 ００１ ｍｍ × ０􀆰 ００１ ｍｍꎬ比较广义位移在不同的水

分浓度下的变化情况. 图 ４ 和图 ５ 给出了由 ＣＳ －
ＦＥＭ 和 ＦＥＭ 计算ꎬ湿度变化为 Δｍ ＝ ０􀆰 ４％ ꎬ
０􀆰 ５％ 和 ０􀆰 ７％ 的俘能器 ＡＢ 和 ＢＣ 边的广义位移

结果图. ＣＳ － ＦＥＭ 的解与 ＦＥＭ 的解吻合良好ꎬ随
着 Δｍ 的升高广义位移的相对变化也随之增大ꎬ
并且在结构的自由端获得了广义位移的最大相对

变化量. 湿度变化 Δｍ ＝ ０􀆰 ７％ 时获得了结构整体

的最大广义位移值.
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图 ２　 压电悬臂梁上边广义位移
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｂｅａｍ ｕｐｐｅｒ ｂｏｒｄｅｒｌｉｎｅ

表 ２　 不同单元数的 ＦＥＭ和 ＣＳ －ＦＥＭ计算时间对比
Ｔａｂｌｅ ２ 　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｏｆ ＦＥＭ ａｎｄ ＣＳ￣ＦＥＭ ｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ

单元数 １２０ ４８０ １ ９２０

ＦＥＭ 时间 / ｓ ０􀆰 １３７ ３􀆰 ６９４ １８９􀆰 １５５

ＣＳ － ＦＥＭ 时间 / ｓ ０􀆰 １６４ ３􀆰 ８９７ １８６􀆰 ５３１
图 ３　 压电俘能器简化模型

Ｆｉｇ􀆰 ３ 　 Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ￣ｂａｓｅｄ ｅｎｅｒｇｙ
ｈａｒｖｅｓｔｅｒ

图 ４　 ＡＢ边广义位移
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ＡＢ ｌｉｎｅ

图 ５　 ＢＣ边广义位移
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ＢＣ ｌｉｎｅ

　 　 图 ６ 给出了由 ＣＳ － ＦＥＭ 计算的广义位移云

图. 从广义位移云图可见湿度的轻微变化引起了

结构广义位移较大的变化ꎬ空气中湿度的变化对

智能结构具有重要影响.
２􀆰 ３　 含孔压电俘能器吸湿效应

含孔压电俘能器由 ＰＺＴ － ４ 和钢材组成ꎬ其

几何尺寸、材料参数及边界条件与算例 ２􀆰 ２ 相同ꎬ
在 ＰＺＴ － ４ 压电材料的中心开方孔 (３０ ｍｍ ×
２ ｍｍ)ꎬ其简化模型如图 ７ 所示. 同样采用大小为

０􀆰 ００１ ｍｍ × ０􀆰 ００１ ｍｍ 的网格. 给出了广义位移

在湿度变化 Δｍ ＝ ０􀆰 ７％ 下的变化情况.
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图 ６　 湿度变化 Δｍ ＝０􀆰 ４％ ꎬ０􀆰 ５％ ꎬ０􀆰 ７％ 时的广义位移云图
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｍｏｉｓｔｕｒｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ Δｍ ＝０􀆰 ４％ ꎬ ０􀆰 ５％ ａｎｄ ０􀆰 ７％

(ａ)—ｕｘꎻ (ｂ)—ｕｙꎻ (ｃ)—Φ.

图 ７　 含孔压电俘能器简化模型
Ｆｉｇ􀆰 ７ 　 Ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ￣ｂａｓｅｄ

ｅｎｅｒｇｙ ｈａｒｖｅｓｔｅｒ

　 　 图 ８ 给出了由 ＣＳ － ＦＥＭ 和 ＦＥＭ 计算的湿

度变化为 Δｍ ＝ ０􀆰 ７％ 的俘能器 ＢＣ 边的广义位

移. 图 ９ 给出了由 ＣＳ － ＦＥＭ 计算ꎬΔｍ ＝ ０􀆰 ７％ 的

广义位移云图. 从图 ８ 中可以得出与 ２􀆰 ２ 节类似

的结论. 将图 ８ 与图 ５ 比较可以看出ꎬ在只受潮湿

环境影响时俘能器结构的变化对广义位移几乎不

产生影响. 从图 ９ 中看出ꎬ采用湿度变化 Δｍ ＝
０􀆰 ７％ 时获得的结构整体的最大位移及电势与

２􀆰 ２ 节不含孔的压电俘能器几乎完全一致.

图 ８　 ＢＣ边广义位移
Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ＢＣ ｌｉｎｅ

图 ９　 在湿度变化 Δｍ ＝０􀆰 ７％ 时的广义位移云图
Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｍｏｉｓｔｕｒｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ Δｍ ＝０􀆰 ７％

(ａ)—ｕｘꎻ (ｂ)—ｕｙꎻ (ｃ)—Φ.

３　 结　 　 论

１) ＣＳ － ＦＥＭ 较好地解决了压电材料受潮湿

环境影响下的静力学问题. 将数值模拟结果与传

统 ＦＥＭ 作对比ꎬ验证了方法的正确性与有效性.
２) 广义位移的最大相对变化量在结构的自

由端附近获取. 在只受潮湿环境影响时ꎬ结构变化

对广义位移几乎不产生影响.

３) 湿度变化对位移和电势的影响较大ꎬ较小

的湿度变化就会对广义位移产生较大的影响.
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ｎｏｎｃｏｎｔａｃｔ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ￣ｔｒｉｂｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈｙｂｒｉｄ ｎａｎｏｇｅｎｅｒａｔｏｒ
ｆｏｒ ｓｃａｖｅｎｇｉｎｇ ｂｉｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ [ Ｊ ] . Ｎａｎｏ Ｅｎｅｒｇｙꎬ
２０１７ꎬ３５:２３３ － ２４１.

[ ８ ]　 Ｌｉｕ Ｇ ＲꎬＤａｉ Ｋ ＹꎬＮｇｕｙｅｎ Ｔ Ｔ. Ａ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｐｒｏｂｌｅｍｓ [ Ｊ ] . Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２００７ꎬ３９(６):８５９ － ８７７.

[ ９ ]　 Ｚｈｏｕ Ｌ ＭꎬＬｉ ＭꎬＴｉａｎ Ｗ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｏｕｐｌｅｄ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｃｅｌｌ￣ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅ ｍａｇｎｅｔｏ￣ｅｌｅｃｔｒｏ￣ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｔ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ[ Ｊ] . Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ ２０１９ꎬ２２６:
１１１２３８.

[１０] Ｎｇｕｙｅｎ￣Ｘｕａｎ ＨꎬＬｉｕ Ｇ ＲꎬＮｇｕｙｅｎ￣Ｔｈｏｉ Ｔꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｎ ｅｄｇｅ￣
ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｗｏ￣
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ[ Ｊ] . Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ ２００９ꎬ１８(６):０６５０１５.

[１１] Ｆｅｎｇ Ｓ ＺꎬＣｕｉ Ｘ ＹꎬＬｉ Ａ Ｍꎬｅｔ ａｌ. Ａ ｆａｃｅ￣ｂａｓｅｄ ｓｍｏｏｔｈｅｄ

ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ( ＦＳ￣ＰＩＭ ) ｆｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ｍｕｌｔｉ￣ｍａｔｅｒｉａｌ ｂｏｄｉｅｓ [ Ｊ ] .
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｒｍａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ ２０１６ꎬ１００:４３０ －
４３７.

[１２] Ｚｈａｎｇ Ｍꎬ Ｗａｎｇ Ｘ Ｘꎬ Ｃａｏ Ｗ Ｑꎬ ｅｔ ａｌ. Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐａｔｔｅｒｎｅｄ ２Ｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｆｏｒ ｍｉｃｒｏ￣ｎａｎｏ ｄｅｖｉｃｅｓ
ｃｏｖｅｒｉｎｇ ＧＨｚꎬ ＴＨｚꎬ ａｎｄ ｏｐｔｉｃａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ [ Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｄ
Ｏｐｔｉｃａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓꎬ ２０１９ꎬ７(１９):１９００６８９.

[１３] 蔡永珠ꎬ何朋ꎬ疏金成ꎬ等. 二维过渡金属碳化物的结构ꎬ电
磁特性及微波吸收性能[ Ｊ] . 黑龙江大学自然科学学报ꎬ
２０１９ꎬ３６(１):４７ － ６０.
(Ｃａｉ Ｙｏｎｇ￣ｚｈｕꎬＨｅ Ｐｅｎｇꎬ Ｓｈｕ Ｊｉｎ￣ｃｈｅｎｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅꎬ
ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｍｉｃｒｏｗａｖｅ ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｗｏ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔａｌ ｃａｒｂｉｄｅｓ
[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ｏｆ Ｈｅｉｌｏｎｇｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ
２０１９ꎬ３６(１):４７ － ６０. )

[１４] Ａｌｌｉｋ Ｈꎬ Ｈｕｇｈｅｓ Ｔ Ｊ Ｒ. Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ １９７０ꎬ２(２):１５１ － １５７.

[１５] Ｗａｎｇ Ｓ Ｙ. Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｂｉｍｏｒｐｈ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ ２００４ꎬ４１(１５):４０７５ － ４０９６.

[１６] Ｗａｎｇ Ｈꎬ Ｓｉｎｇｈ Ｒ Ｎ. Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｃｅｒａｍｉｃｓ:ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ａｐｐｌｉｅｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄｓ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ １９９７ꎬ８１(１１):７４７１ － ７４７９.

[１７] Ｗｅａｖｅｒ Ｐ ＭꎬＣａｉｎ Ｍ Ｇꎬ Ｓｔｅｗａｒｔ Ｍꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ
ｐｏｒｏｓｉｔｙꎬｅｌｅｃｔｒｏｄｅ ａｎｄ ｂａｒｒｉｅｒ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｅｒａｍｉｃｓ ｉｎ ｈｉｇｈ ｈｕｍｉｄｉｔｙ ａｎｄ ＤＣ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ
[Ｊ] . Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓꎬ ２０１２ꎬ２１(４):０４５０１２.

[１８] Ｇｕ ＬꎬＺｈｏｕ ＤꎬＣａｏ Ｊ Ｃ. Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｃｔｉｖｅ ｕｍｉｄｉｔｙ ｓｅｎｓｏｒｓ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌｅａｄ￣ｆｒｅｅ ＮａＮｂＯ３ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｆｉｂｅｒｓ [ Ｊ ] .
Ｓｅｎｓｏｒｓꎬ ２０１６ꎬ１６(６):８３３.
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