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半无限土体圆形隧道结构中地震波的传播
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摘　　　要：基于弹性波的散射理论，研究了半无限土体内圆形隧道中土体对ＳＨ波的多重散射和动应力集
中，采用波函数展开法和镜像法，将待解问题归结为一组无穷代数方程组的求解，得到了问题的解析解．作为
算例，给出了衬砌附近动应力集中因子的数值解，分析了围岩的剪切模量、入射波波数、半无限土体边界到衬

砌的距离等参数对动应力集中因子的影响．数值计算分析表明：围岩的剪切模量、入射波波数等是影响动应力
集中因子的重要因素．本文的研究方法和数值结果有望为衬砌的地震评价提供理论依据．
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　　圆形隧道结构中衬砌在地震动载荷下工作
时，由于动载荷在衬砌内会出现各种动应力集中

现象，为了减小应力集中，提高衬砌的强度和使用

寿命，需要对弹性波散射产生的机理有明确的了

解．对于单散射体弹性波散射问题的研究比较成
熟，可采用波函数展开法、复变函数法、积分方程

法和匹配渐近展开法等分析求解．由于多重散射

问题相对复杂，开展研究的时间晚于单次散射［１］

问题的研究．
地震中弹性波ｗ（ｉ）入射到地下空间介质内部

时，当遇到一个散射体会发生一次散射，产生散射

波ｗ（ｓ）１ 时，散射波会作为新的入射源在结构的界

面或者其他夹杂表面再次发生散射 ｗ（ｓ）２ ，散射后
的波源又会在结构的界面或者其他夹杂表面发生



　　

散射ｗ（ｓ）３ ，如此类推，会有ｗ
（ｓ）
ｎ （ｎ＝４，５，…）产生．

这样，散射体周围总的弹性波场 ｗ可表示为ｗ＝
ｗ（ｉ）＋ｗ（ｓ）１ ＋ｗ

（ｓ）
２ ＋ｗ

（ｓ）
３ ＋，…，＋ｗ

（ｓ）
ｎ
［２］．弹性波在

两个或多个散射体之间的来回折射和传播形成了

多重散射；如果两个散射体的距离较远，就可简化

为单次散射．
对于弹性波单次散射问题求解方法的研究已

经比较成熟，但是在研究多散射体的多重散射时，

必须将不同散射体产生的散射场叠加，导致解析

求解波散射问题非常困难．目前，人们往往采用半
解析方法或数值方法分析求解弹性波多重散射问

题，主要有：波函数展开法、波函数展开法和镜像

法［３］、匹配渐进展开法、转换矩阵法（Ｔ矩阵法）、
数值计算法（边界元、有限元和有限差分法）．

由弹性波多重散射引起的动应力问题在各种

工程结构中很常见．通过对弹性波多重散射理论
和动应力问题的研究，可对半无限地下空间结构

内圆形衬砌周围动应力的大小及分布规律有详细

的了解，从而可减少有限结构内部的动应力，为结

构的强度分析和优化设计提供理论基础［４］．由于
圆形衬砌在隧道工程中应用广泛，为了提高圆形

衬砌的强度，减小内部应力，提高使用寿命，并实

现衬砌的优化设计，对其内部的动应力分布规律

进行研究是十分必要的．

１　半无限圆形隧道结构的建模与求解

　　如图１所示，本文以半无限地下空间内圆形
隧道结构［５］为研究对象．其中围岩的剪切模量及
密度分别为 μ０，ρ０．圆形隧道衬砌的半径为 ａ，衬
砌中心与地下半无限空间边界的距离为 ｂ，反平
面剪切波沿ｘ轴正向传播．

图１　圆形隧道结构中的衬砌与入射弹性波
Ｆｉｇ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｌｉｎｉｎｇａｒｏｕｎｄｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｒ

ｔｕｎｎｅｌａｎｄｔｈｅｉｎｃｉｄｅｎｔｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｓ

　　反平面剪切运动［６］的控制方程可描述为

τｘｚ
ｘ
＋
τｙｚ
ｙ
＝ρ０
２ｗ
ｔ２
． （１）

式中：τｘｚ和τｙｚ是反平面剪应力；ｗ是位移．
反平面剪切变形下的本构关系为

τｘｚ＝μ０
ｗ
ｘ
，τｙｚ＝μ０

ｗ
ｙ
． （２）

将式（２）代入式（１），得到
２ｗ
ｘ２
＋

２ｗ
ｙ２
＝１
ｃ２ｓ
２ｗ
ｔ２
． （３）

式中，ｃｓ＝ μ０／ρ槡 ０是剪切波的波速．
令ｗ＝ｕｅ（－ｉωｔ），方程（３）可以变形为

２ｕ＋ｋ２ｕ＝０． （４）
式中：ω是入射波的频率；ｋ＝ω／ｃｓ是弹性波数．

通过方程（４）～（６）可以看到这里存在形式
为Ｕｅ－ｉωｔ＝ｗ０ｅ

ｉ（ｋｘ－ωｔ）的弹性波．方程（４）决定衬
砌产生的散射场的一般解可描述为

ｗ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＡｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ）ｅ

ｉｎθｅ（－ｉωｔ）． （５）

这里，ｒ＝（ｘ，ｙ），Ｈ（１）ｎ （·）是第一类 ｎ阶 Ｈａｎｋｅｌ
函数，其中散射波的模式系数用 Ａｎ表示，取决于
边界条件；尤其注意，反射波场和散射波场一般解

的形式是相同的．

２　ＳＨ波激发和总波场的表示

在隧道围岩中，设一反平面剪切波沿着 ｘ轴
正方向在半无限空间传播，入射波在原像的局部

坐标系中可表示为

　ｗ（ｉ）＝ｅ［ｉ（ｋｘ－ωｔ）］ ＝

∑
∞

ｎ＝－∞
ｉｎＪｎ（ｋｒ）ｅ

ｉｎθｅ（－ｉωｔ）． （６）

式中：ｋ为传播波的波数；Ｊｎ（·）是第一类 Ｂｅｓｓｅｌ
函数．

半无限空间边界的反射波［７］可以用虚拟的

镜像产生的散射波来表示，其中，设入射波沿ｘ轴
负方向入射，表达式如下：

　ｗ（ｉ）２ ＝ｗ０ｅ
［－ｉ（ｋｘ′＋ωｔ）］ ＝

ｗ０∑
∞

ｎ＝－∞
ｉ－ｎＪｎ（ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′ｅ（－ｉωｔ）． （７）

由于原像和镜像之间存在多重散射（如图

３），圆孔产生的波散射场在原像局部坐标系（ｒ，
θ）中可表示为

ｗ（ｓ）１ ＝∑
∞

ｌ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
ＡｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ）ｅ

ｉｎθｅ（－ｉωｔ）． （８）

式中ｌ是原像和镜像之间的散射次数．
而镜像圆孔产生的散射波在局部极坐标系

（ｒ′，θ′）中可表示为

ｗ（ｓ）２ ＝∑
∞

ｌ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′ｅ（－ｉωｔ） ＝

∑
∞

ｌ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′ｅ（－ｉωｔ）． （９）
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式中，Ａｌｎ，Ｂ
ｌ
ｎ（ｌ＝１，２，…）分别为原像与镜像第 ｌ

次散射的弹性波模式系数．
这样，隧道围岩中由入射场、散射场及界面反

射场叠加形成的总波场可表示为

ｗ＝ｗ（ｉ）１ ＋ｗ
（ｓ）
１ ＋ｗ

（ｒ）
１ ＝ｗ

（ｉ）
１ ＋ｗ

（ｓ）
１ ＋ｗ

（ｓ）
２ ． （１０）

将弹性波表达式由（ｒ′，θ′）坐标系中变换到
（ｒ，θ）坐标系中．由Ｇｒａｆ加法定理，存在如下关系：

Ｈ（１）ｎ（ｋｒ′）ｅ
ｉｎθ′＝∑

∞

ｍ＝－∞
（－１）ｍ－ｎＨ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）Ｊｍ（ｋｒ）ｅ

ｉｍθ，（１１ａ）

Ｈ（１）ｎ （ｋｒ）ｅ
ｉｎθ＝∑

∞

ｍ＝－∞
Ｈ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）Ｊｍ（ｋｒ′）ｅ

ｉｍθ′．（１１ｂ）

由坐标变换得

∑
∞

ｎ＝－∞
Ｈ（１）ｎ （ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′ｅ（－ｉωｔ） ＝

∑
∞

ｎ＝－∞
∑
∞

ｍ＝－∞
（－１）ｍ－ｎＨ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）Ｊｍ（ｋｒ）ｅ

ｉｍθｅ（－ｉωｔ）．（１２）

式中，ｒ′＝ ｒ２＋４ｂ２＋４ｒｂｃｏｓ槡 θ，

ｃｏｓθ′＝ｒ′
２＋４ｂ２－ｒ２
４ｂｒ′ ．

将（ｒ，θ）坐标系中的弹性波表达式变换到
（ｒ′，θ′）坐标系中，关系为

∑
∞

ｎ＝－∞
Ｈ（１）ｎ （ｋｒ）ｅ

ｉｎθｅ（－ｉωｔ） ＝

∑
∞

ｎ＝－∞
∑
∞

ｍ＝－∞
Ｈ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）Ｊｍ（ｋｒ′）ｅ

ｉｍθ′ｅ（－ｉωｔ） ． （１３）

式中，ｒ＝ ｒ′２＋４ｂ２－４ｒ′ｂｃｏｓθ槡 ′，

ｃｏｓθ＝－ｒ
２＋４ｂ２－ｒ′２
４ｂｒ ．

不失一般性，显然对于隧道围岩为自由边界

的情况，边界条件为τｒｚ ｒ＝ａ＝μ
ｗ
ｒｒ＝ａ

＝０，即

ｗ（ｉ）１
ｒ
＋
ｗ（ｓ）１
ｒ
＋
ｗ（ｓ）２
( )ｒ ｒ＝ａ

＝０． （１４）

３　模式系数的确定

原像与镜像之间发生弹性波多重散射，通过

满足孔洞边界条件，可确定散射波模式系数．
当ｌ＝１时，Ａｌｎ，Ｂ

ｌ
ｎ有如下关系：

　Ａ１ｎ －
１
ａ［ｎＨ

（１）
ｎ （ｋａ）－ｋａＨ

（１）
ｎ＋１（ｋａ{ }）］ ＝

　－ｉｎ －１ａ［ｎＪｎ（ｋａ）－ｋａＪｎ＋１（ｋａ{ }）］， （１５ａ）

　Ｂ１ｎ
１
ａ［ｎＨ

（１）
ｎ （ｋａ）－ｋａＨ

（１）
ｎ＋１（ｋａ{ }）］ ＝

　－ｉ－ｎ １ａ［ｎＪｎ（ｋａ）－ｋａＪｎ＋１（ｋａ{ }）］． （１５ｂ）

当ｌ＝２，３，…时，圆孔产生的第ｌ次散射波描

述为（略去时间因子）

Ｗｌ＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＡｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ）ｅ

ｉｎθ，　 （１６ａ）

Ｗｌ－１＝∑
∞

ｎ＝－∞
Ａｌ－１ｎ Ｈ

（１）
ｎ （ｋｒ）ｅ

ｉｎθ．　 （１６ｂ）

　　圆孔镜像产生的第ｌ次散射波描述为

Ｗｌ′＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′，　 （１７ａ）

Ｗｌ－１′＝∑
∞

ｎ＝－∞
Ｂｌ－１ｎ Ｈ

（１）
ｎ （ｋｒ′）ｅ

ｉｎθ′．　 （１７ｂ）

整理得

Ａｌｎ
１
ａ［ｎＨ

（１）
ｎ （ｋａ）－ｋａＨ

（１）
ｎ＋１（ｋａ{ }）］＝

－Ｂｌ－１ｎ ∑
∞

ｍ＝－∞
（－１）ｍ－ｎＨ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）×

１
ａ［ｍＪｍ（ｋａ）－ｋａＪｍ＋１（ｋａ{ }）］ｅ［ｉ（ｍ－ｎ）θ］． （１８ａ）

同样，由
Ｗｌ′
ｒ′
＋
Ｗｌ－１
( )ｒ′ ｒ′＝ａ

＝０得

Ｂｌｎ
１
ａ［ｎＨ

（１）
ｎ （ｋａ）－ｋａＨ

（１）
ｎ＋１（ｋａ{ }）］ ＝

－Ａｌ－１ｎ ∑
∞

ｍ＝－∞
Ｈ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）×

Ｊｍ（ｋａ）＋
１
ａ［ｍＪｍ（ｋａ）－ｋａＪｍ＋１（ｋａ{ }）］ｅｉ（ｍ－ｎ）θ．

（１８ｂ）
于是，弹性模式系数 Ａｌｎ和 Ｂ

ｌ
ｎ为无穷代数方

程，可由式（１８）求得．
该研究问题的特征长度为圆形隧道的半径

ａ．分析计算时，采用如下量纲为一的量：ｋａ＝
０１～５０，衬砌与半无限空间边缘的相对距离
ｂ／ａ＝１０５～６０．

半无限空间内圆形衬砌边界的动应力集中系

数，即动应力集中因子是全波在衬砌周围某一点

的剪应力与入射波在同一点上产生的应力的比

值［８］．因此，半无限空间围岩内圆孔周围的动应
力集中系数为

τθｚ＝
τθｚ
τ０
． （１９）

其中，

τθｚ ＝
１
ｋ
　
　∑

∞

ｎ＝－∞
ｉｎ＋１ｎＪｎ（ｋａ[ ]）ｅｉｎθ{ ＋

∑
∞

ｌ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
ｉｎＡｌｎＨ

（１）
ｎ （ｋａ[ ]）ｅｉｎθ＋

∑
∞

ｌ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
∑
∞

ｍ＝－∞
（－１）ｍ－ｎｉｍＢｌｎ×

Ｈ（１）ｍ－ｎ（２ｋｂ）Ｊｍ（ｋａ）}　　ｅｉｍθ． （２０）
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４　数值算例与分析

给式（２０）中的参数定义不同的值，并利用
ＭＡＴＬＡＢ对其进行数值计算，据此研究半无限地
下空间内圆形衬砌ＳＨ波的散射与动应力集中．
１）衬砌周围的动应力集中系数在 ｂ／ａ＝１１

时的分布如图２所示：当ｋａ＝０１时，动荷载由于
波数较小可看作静荷载，动应力集中系数的最大

值在２附近，且靠近边界处的值比远离边界的值
大；当ｋａ＝０５时，动应力集中系数的最大值在
２３附近，同样，靠近边界处的值比远离边界的值
大；当 ｋａ＝２时，其动应力集中系数的最大值在
２２附近，很明显此时动应力集中系数的最大值
发生了偏移，最大值发生在７π／１２和１７π／１２的

位置，靠近边界处的值比远离边界的值大；当ｋａ＝
５时，其动应力集中系数的最大值在１２５附近，
出现最大值的位置偏移较大，且呈无规则状态，最

大值发生在１３π／１８和２３π／１８的位置，并且有多
个极值，靠近边界处的值比远离边界的值大．由此
可见，衬砌及半无限空间边缘间存在多重散射时，

靠近边界比远离边界时产生的动应力集中系数值

大；当波数较小时，动应力集中系数的分布比较规

则，且最大值的位置固定，为π／２和３π／２；随着波
数的增大，动应力集中系数的分布开始出现不规

则现象，并且在一定范围内动应力集中系数的最

大值随着波数的增大而增大；当波数增大到一定

值后，动应力集中系数的最大值会减小，但是，动

应力集中系数的分布位置不规则的现象更加

突出．

图２　围岩周围的动应力分布（ｂ／ａ＝１１）
Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｒｏｕｎｄｔｈｅｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇｒｏｃｋ（ｂ／ａ＝１１）

　　２）衬砌周围的动应力集中系数在 ｂ／ａ＝１５
时的分布如图 ３所示．不难发现 ｂ／ａ＝１５与
ｂ／ａ＝１１的动应力集中系数的性质有许多相同
之处，但当ｋａ＝０５时，其动应力集中系数的最大
值在２５附近，比ｂ／ａ＝１１时有一定的增加．

　　３）衬砌周围的动应力集中系数在ｂ／ａ＝２时
的分布如图４所示．可见，ｂ／ａ＝２与 ｂ／ａ＝１５，
ｂ／ａ＝１１的动应力集中系数的性质有许多相同之
处．随着 ｂ／ａ的增大，动应力集中系数有减小的
趋势．
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图３　围岩周围的动应力分布（ｂ／ａ＝１５）
Ｆｉｇ３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｒｏｕｎｄｔｈｅｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇｒｏｃｋ（ｂ／ａ＝１５）

图４　围岩周围的动应力分布（ｂ／ａ＝２）
Ｆｉｇ４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｒｏｕｎｄｔｈｅｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇｒｏｃｋ（ｂ／ａ＝２）

３０３第２期 　　　 杨旭姣等：半无限土体圆形隧道结构中地震波的传播



　　

５　结　　论

１）衬砌和半无限空间边缘间存在多重散射，
靠近边界的动应力集中系数比远离边界的要大；

当波数较小时，动应力集中系数的分布比较规则，

且出现最大值的位置较固定．
２）随着波数的增大，动应力集中系数的分布

开始出现不规则的现象，且在一定范围内动应力

集中系数的最大值随着波数的增大而增大；当波

数增大到一定值后，动应力集中系数的最大值会

减小，但是，动应力集中系数的分布位置不规则的

现象更加突出．
３）半无限空间的边界与衬砌的距离直接影

响动应力集中系数的大小：当衬砌远离边界时，衬

砌上所产生的动应力集中将会减弱．
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