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一类具有执行器故障的马尔科夫跳跃系统容错控制

范泉涌，叶　丹
（东北大学 信息科学与工程学院，辽宁 沈阳　１１０８１９）

摘　　　要：研究一类转移概率部分已知马尔科夫跳跃线性系统的自适应容错控制问题．所考虑的转移概率
情况更具一般性，即转移概率包括完全已知，未知但已知转移概率的上下界和完全未知三种情况．针对执行器
失效故障，首先设计自适应故障估计器；而后，基于故障参数的估计值设计鲁棒补偿控制器，保证系统在发生

执行器故障时的鲁棒稳定性．在处理未知转移概率时，采用自由权重的方法，以保证所得线性矩阵不等式条件
具有更小的保守性．最后，数值仿真算例验证了所提方法的有效性．
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　　实际系统的运行往往会伴随有故障的发生，
在设备元件发生故障时，预期的性能很难得到

保证．近年来容错控制理论的研究和相关应用越
来越广泛［１－２］．

另一方面，一旦发生故障，系统结构或参数通

常会发生变化，此时一般的建模方法很难对系统

给出精确的数学描述．近些年来，马尔科夫跳跃系
统（ＭＪＳ）的研究得到了广泛关注［３－５］，主要的原

因在于ＭＪＳ能够比较精确地描述结构参数发生

的随机变化．考虑到故障的发生会导致系统参数
的变化，许多文献研究了 ＭＪＳ的故障检测［６－７］，

容错控制问题［８－９］．文献［８］采用主动容错控制
方法，基于故障检测来完成容错控制．文献［９］针
对执行器失效故障，利用滑膜控制方法设计容错

控制器．但是许多文献所得结果都是建立在转移
概率完全已知的基础上．文献［５，１０］给出了更具
一般性的转移概率情况，即将转移概率分为完全

已知，未知但其上下界已知和完全未知三种情况；



　　

但其处理未知转移概率的方法具有一定的保

守性．
本文研究了一类转移概率更具一般性的马尔

科夫跳跃线性系统的自适应容错控制问题，将故

障估计与鲁棒控制器分开设计．首先，设计模态依
赖的自适应估计器在线估计故障参数；而后，基于

故障参数的估计值和新的性能指标约束条件，设

计鲁棒补偿控制器，保证系统在发生执行器故障

时的鲁棒稳定性．数值算例进一步验证了本方法
的有效性．

１　问题描述

考虑如下的Ｍａｒｋｏｖ跳跃线性系统：

　

ｘ（ｔ）＝Ａ（ｒ（ｔ））ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｒ（ｔ））ｕ（ｔ）＋
Ｂ１（ｒ（ｔ））ω（ｔ），

ｙ（ｔ）＝Ｃ（ｒ（ｔ））ｘ（ｔ）＋Ｄ１（ｒ（ｔ））ω（ｔ），

ｚ（ｔ）＝Ｃｐ（ｒ（ｔ））ｘ（ｔ）＋Ｄｐ（ｒ（ｔ））ｕ（ｔ）










．

（１）

其中：ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｕ（ｔ）∈Ｒｍ，ｙ（ｔ）∈Ｒｓ，ｚ（ｔ）∈Ｒｐ，
ω（ｔ）∈Ｌ２［０，∞）分别是系统的状态，控制输入，
可测输出，被调输出和外部扰动；｛ｒ（ｔ），ｔ≥０｝为
连续时间马尔科夫过程，它在有限集 ｒ（ｔ）＝｛１，
２，…，ｒ｝中取值．转移概率表示如下：

Ｐｒ｛ｒ（ｔ＋ｈ）＝ｊ｜ｒ（ｔ）＝ｉ｝＝
πｉｊｈ＋ｏ（ｈ），ｊ≠ｉ；

１＋πｉｉｈ＋ｏ（ｈ），ｊ＝ｉ{ ．

（２）
其中：ｈ＞０，ｌｉｍｈ→０（ｏ（ｈ）／ｈ）＝０；πｉｊ≥０（ｉ，ｊ∈
ｒ（ｔ），ｊ≠ｉ）表示从时间 ｔ上的模态 ｉ到时间 ｔ＋ｈ
上的模态ｊ的切换率．此外，本文考虑了更具一般
性的转移概率矩阵［５］．

定义如下符号：

　Ｌｉｋ＝｛ｊ∶πｉｊ≤πｉｊ≤πｉｊ｝，Ｌ
ｉ
ｕｋ＝｛ｊ∶ｊＬ

ｉ
ｋ｝，

ｌｉｋ＝｛ｍ｜ｍ∈Ｌ
ｉ
ｋ，ｍ≠ｉ｝，ｌ

ｉ
ｕｋ＝｛ｍ｜ｍ∈Ｌ

ｉ
ｕｋ，ｍ≠ｉ｝．

当ｒ（ｔ）＝ｉ时，定义 Ａ（ｒ（ｔ）），Ｂ（ｒ（ｔ）），
Ｂ１（ｒ（ｔ））等参数分别为Ａｉ，Ｂｉ和Ｂ１ｉ．

考虑如下形式的执行器失效故障：

ｕＦ（ｔ）＝Δ（ρ（ｔ））ｕ（ｔ）．　 （３）
其中：ρ（ｔ）＝（ρ１（ｔ），ρ２（ｔ），…，ρｍ（ｔ））

Ｔ是故障

向量，且０＜ρｋ（ｔ）≤ρｋ（ｔ）≤ρｋ（ｔ）≤１，ρｋ（ｔ）为分
段常值的情况，即 ρｋ（ｔ）＝０；函数 Δ（ρ（ｔ））表示
ｄｉａｇ（ρ１（ｔ），…，ρｋ（ｔ），…，ρｍ（ｔ）），后文中用到的
函数Δ（）表示同样的映射关系．

因此，在执行器故障时，系统（１）变为
ｘ（ｔ）＝Ａｉｘ（ｔ）＋ＢｉΔ（ρ（ｔ））ｕ（ｔ）＋Ｂ１ｉω（ｔ），

ｙ（ｔ）＝Ｃｉｘ（ｔ）＋Ｄ１ｉω（ｔ），

ｚ（ｔ）＝Ｃｐｉｘ（ｔ）＋ＤｐｉΔ（ρ（ｔ））ｕ（ｔ）
}

．

（４）

２　故障估计

针对本文提出的转移概率部分已知的马尔科

夫线性系统，本节将给出执行器故障参数的自适

应估计算法．
考虑如下形式的观测器：

ｘ^
·

（ｔ）＝Ａｉ^ｘ（ｔ）＋ＢｉΔ（^ρ（ｔ））ｕ（ｔ）＋

Ｌｉ（ｙ（ｔ）－^ｙ（ｔ）），

ｙ^（ｔ）＝Ｃｉ^ｘ（ｔ）
}

．

　 （５）

其中：^ρ（ｔ）是对故障向量 ρ（ｔ）的估计；^ｘ（ｔ）和
ｙ^（ｔ）分别为原系统状态ｘ（ｔ）和输出ｙ（ｔ）的估计．

定义ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘ^（ｔ），珘ρ（ｔ）＝ρ（ｔ）－
ρ^（ｔ），珓ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－^ｙ（ｔ），则误差动态方程为
ｅ（ｔ）＝（Ａｉ－ＬｉＣｉ）ｅ（ｔ）＋ＢｉΔ（ｕ（ｔ））珘ρ（ｔ）＋

（Ｂ１ｉ－ＬｉＤ１ｉ）ω（ｔ），
珓ｙ（ｔ）＝Ｃｉｅ（ｔ）＋Ｄ１ｉω（ｔ）

}
．

（６）

　　下面给出自适应故障估计算法．
定理１　如果存在标量 γ＞０，矩阵 Ｗｉ，对称

矩阵Ｍｉ＞０和Ｘｉ＞０（１≤ｉ≤ｒ），以及对称正定对
角矩阵θ，使得

　
Π１１＋Ｃ

Ｔ
ｉＣｉ ＸｉＢ１ｉ－ＭｉＤ１ｉ＋Ｃ

Ｔ
ｉＤ１ｉ

 ＤＴ１ｉＤ１ｉ－γ
２[ ]Ｉ

＜０，（７）

Ｘｊ－Ｗｉ≤０，ｊ∈ｌ
ｉ
ｕｋ，　 （８）

Ｘｊ－Ｗｉ≥０，ｊ∈Ｌ
ｉ
ｕｋ，ｊ＝ｉ，　 （９）

ρ^
·

ｋ（ｔ）＝Ｐｒｏｊ｛Ｆｋ｝＝
０，
（^ρｋ（ｔ）≥ρｋ（ｔ），Ｆｋ＞０）ｏｒ
（^ρｋ（ｔ）≤ρｋ（ｔ），Ｆｋ＜０）；

Ｆｋ，　　其他
{

．

（１０）

式中，Π１１＝Ｈｅ（ＸｉＡｉ－ＭｉＣｉ）＋∑
ｊ∈Ｌｉｋ

（πｉｊＸｊ－πｉｊＷｉ），

Ｆ＝θΔ（ｕ（ｔ））ＢＴｉＸｉｅ（ｔ），Ｆｋ表示Ｆ的第ｋ行元素，
则误差动态系统（６）鲁棒均方稳定，并且在ω（ｔ）＝
０和ｕ（ｔ）为持续激励的情况下，能保证ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝

０，ｌｉｍ
ｔ→∞
珘ρ（ｔ）＝０．观测器增益矩阵Ｌｉ＝Ｘ

－１
ｉ Ｍｉ．

证明　选取如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，Ｖ（ｅ（ｔ），
ｒ（ｔ），ｔ）＝ｅＴ（ｔ）Ｘ（ｒ（ｔ））ｅ（ｔ）＋珘ρＴ（ｔ）θ－１珘ρ（ｔ），同

时选择 ρ^（ｔ）满足自适应率（１０），结合∑
ｒ

ｊ＝１
πｉｊ＝０

的性质，利用自由权矩阵方法，可得下面的不等式

ζＶ（ｅ（ｔ），ｒ（ｔ），ｔ）＋珓ｙＴ（ｔ）珓ｙ（ｔ）－γ２ωＴ（ｔ）ω（ｔ）≤
ｅＴ（ｔ）［Ｘｉ（Ａｉ－ＬｉＣｉ）＋（Ａｉ－ＬｉＣｉ）

ＴＸｉ］ｅ（ｔ）＋

ｅＴ（ｔ）［∑
ｊ∈ｌｉｋ

πｉｊ（Ｘｊ－Ｗｉ）＋πｉｉ（Ｘｉ－Ｗｉ）］ｅ（ｔ）＋ｅ
Ｔ（ｔ）×
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∑
ｊ∈ｌｉｕｋ

πｉｊ（Ｘｊ－Ｗｉ）ｅ（ｔ）＋ｅ
Ｔ（ｔ）ＣＴｉＣｉｅ（ｔ）＋２ｅ

Ｔ（ｔ）

［Ｘｉ（Ｂｉ－ＬｉＤ１ｉ）＋Ｃ
Ｔ
ｉＤ１ｉ］ω（ｔ）ω

Ｔ（ｔ）ＤＴ１ｉＤｌｉω（ｔ）－
γ２ωＴ（ｔ）ω（ｔ）． （１１）
　　选择增广向量［ｅＴ（ｔ）　ωＴ（ｔ）］Ｔ，并令Ｍｉ＝ＸｉＬｉ，
容易看出，只要式（７）～式（９）成立，就可以得到
ζＶ（ｅ（ｔ），ｒ（ｔ），ｔ）＋珓ｙＴ（ｔ）珓ｙ（ｔ）－γ２ωＴ（ｔ）ω（ｔ）≤０．
由于Ｖ（０）＝珘ρＴ（０）γ－１珘ρ（０），Ｖ（∞）≥０，因

此保证系统具有一定的自适应Ｈ∞性能
［１］．

如果扰动ω（ｔ）＝０，那么
ζＶ（ｅ（ｔ），ｒ（ｔ），ｔ）≤０，　

也即误差动态系统（６）鲁棒均方稳定，并且有
ｌｉｍ
ｔ→∞
珘ρ（ｔ）＝０．因此定理１成立．

３　控制器设计

本节将会针对发生执行器失效故障的

Ｍａｒｋｏｖ跳跃线性系统，基于故障估计利用补偿方
法设计鲁棒容错控制器．

设计控制器形式如下：

ｕ（ｔ）＝Δ－１（^ρ（ｔ））Ｋｉｘ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｒ． （１２）
定义Ｉｋ为ｍ维的方阵，其第（ｉ，ｉ）个元素为１，其
余元素为０．同时定义

ω（ｔ）＝

Δ－１（^ρ（ｔ））Ｋｉｘ（ｔ）珘ρ１（ｔ）

Δ－１（^ρ（ｔ））Ｋｉｘ（ｔ）珘ρ２（ｔ）



Δ－１（^ρ（ｔ））Ｋｉｘ（ｔ）珘ρｍ（ｔ













）

，　

则可得到Δ（珘ρ（ｔ））Δ－１（^ρ（ｔ））Ｋｉｘ（ｔ）＝［Ｉ１　Ｉ２　
…　Ｉｍ］ω（ｔ）．

将控制器（１２）代入系统（４），同时利用ρ（ｔ）＝
ρ^（ｔ）＋珘ρ（ｔ），可得闭环系统如下：

ｘ（ｔ）＝（Ａｉ＋ＢｉＫｉ）ｘ（ｔ）＋Ｂｆωｆ（ｔ），

ｚ（ｔ）＝（Ｃｐｉ＋ＤｐｉＫｉ）ｘ（ｔ）＋Ｄｆωｆ（ｔ） }． （１３）
其中：Ｂｆ＝［Ｂｉ　Ｂ１ｉ］；Ｄｆ＝［Ｄｐｉ　０］；
ωｆ（ｔ）＝［ω

Ｔ（ｔ）　ωＴ（ｔ）］Ｔ；
Ｂｉ＝［ＢｉＩ１　ＢｉＩ２　…　ＢｉＩｍ］；
Ｄｐｉ＝［ＤｐｉＩ１　ＤｐｉＩ２　…　ＤｐｉＩｍ］．

下面给出增益Ｋｉ的设计条件．
定理２　如果存在标量γ１＞０，γ２＞０，对称矩

阵Ｑｉ＞０，Ｒｉ＞０（１≤ｉ≤ｒ）和矩阵 Ｙｉ（１≤ｉ≤ｒ）满
足以下条件：

ｉ∈Ｌｉｋ，

Ｘｋ１１ｉ Ｂ１ｉ Ｂｉ Ｘ１４ｉ ψＴｉ
 －γ２１Ｉ ０ ０ ０

  －γ２２Ｉ ＤＴｐｉ ０

   －Ｉ ０
    －Φ

















ｉ

＜０；

ｉ∈Ｌｉｕｋ，

Ｘｕｋ１１ｉ Ｂ１ｉ Ｂｉ Ｘ１４ｉ ψＴｉ
 －γ２１Ｉ ０ ０ ０

  －γ２２Ｉ ＤＴｐｉ ０

   －Ｉ ０
    －Φ

















ｉ

＜０；

－Ｒｉ Ｑｉ
 －Ｑ[ ]

ｊ

＜０，ｊ∈ｌｉｕｋ；　

Ｑｊ－Ｒｊ≥０，ｊ∈Ｌ
ｉ
ｕｋ，ｊ＝ｉ．

其中，

Ｘｋ１１ｉ＝Ｈｅ（ＡｉＱｉ＋ＢｉＹｉ）＋πｉｉＱｉ－∑
ｊ∈Ｌｉｋ

πｉｊＲｊ，　

Ｘｕｋ１１ｉ＝Ｈｅ（ＡｉＱｉ＋ＢｉＹｉ）－∑
ｊ∈Ｌｉｋ

πｉｊＲｊ，　

Ｘ１４ｉ＝ＱｉＣ
Ｔ
ｐｉ＋Ｙ

Ｔ
ｉＤ

Ｔ
ｐｉ，　

ψｉ＝［ πｉｊ槡 １
ＱＴｉ　…　 πｉｊ槡 σＱ

Ｔ
ｉ］           

Ｔ

ｊσ∈ｌｉｋ

，　

Φｉ＝ｄｉａｇ｛Ｑｊ１　…　Ｑｊσ      ｝
ｊσ∈ｌｉｋ

，　

则采用控制器（１２）能保证系统（３）均方稳定，且
满足一定的鲁棒性能‖ｚ（ｔ）‖２

２＜γ
２
１‖ω（ｔ）‖

２
２＋

γ２２‖ω（ｔ）‖
２
２．同时，控制增益Ｋｉ＝ＹｉＱ

－１
ｉ ．

证明略．

４　仿真算例

本节将给出一个数值例子来说明本文方法的

有效性．
例１　考虑马尔科夫跳跃线性系统（１），与文

献［５］中例２具有相同的系统参数，以及
Ｃｐ１＝［０２　０２］，Ｃｐ２＝［０３　０７］，
Ｃｐ３＝［１１　０４］，Ｃｐ４＝［０４　０３］，Ｄｐ１＝－０６，
Ｄｐ２＝０４，Ｄｐ３＝０９，Ｄｐ４＝１２．

相应转移概率矩阵元素为π１１＝－１３，π１２＝
０２，π２３＝π２４＝０３，π３１＝０６，π３３＝－１５，π４４＝
α，其余未知．

不考虑执行器故障，定理２可以退化成一般
的鲁棒控制器设计条件．分别利用本文定理２的
退化条件和文献［１０］中定理４６求得系统最优
Ｈ∞性能，对比结果如表１所示．

表１　最优Ｈ∞性能对比
Ｔａｂｌｅ１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｏｐｔｉｍａｌＨ∞ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

α 文献［１０］ 定理２

－１５≤α≤－０８ １３２９５ １１９３０

－１３≤α≤－１１ １３０４７ １１８６８
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　　可以看出，本文方法具有更小的保守性．而
后，选择－１２≤α≤ －０８．故障参数 ρ（ｔ）如图１
中实线所示．首先利用定理１，选取 γ＝６，此时无
扰动，且控制输入 ｕ＝５．故障估计效果如图１中
虚线所示．

图１　故障及故障估计曲线
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆｆａｕｌｔａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

　　可以看出，在无扰动且 ｕ满足持续激励条件
时，故障估计值最终能收敛到故障的真实值．

而后，选取如下形式的扰动：

ω（ｔ）＝
２＋０１ｗ，２≤ｔ≤１２；
０，　　　其他{ ．

　

其中，ｗ为白噪声．
利用定理２设计控制器，组成闭环系统，可以

得到状态响应曲线如图２所示．

图２　闭环系统状态响应曲线
Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ

ｓｙｓｔｅｍ

　　从图２可以看出，扰动致使系统状态出现一
定的波动，但是控制器仍能保证系统的稳定性，由

此说明本文方法的有效性．

５　结　　论

本文研究了一类马尔科夫跳跃线性系统的自

适应容错控制问题．针对执行器失效故障，设计在
线自适应故障估计器．而后，基于故障参数的估计
值设计鲁棒补偿控制器，保证系统在发生执行器

故障时的鲁棒稳定性．在处理未知转移概率时，采
用自由权重的方法，保证所得线性矩阵不等式条

件具有更小的保守性．最后，数值仿真算例验证了
所给方法的有效性．
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