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具有能力约束的供应链系统模型
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摘　　　要：针对包含一个供应商、一个制造商和一个经销商的三级供应链系统进行研究，并依次将系统中
的成员称之为首级、中间级和尾级．在相关文献研究的首级和尾级具有能力约束的供应链系统联合批量模型
的基础上，建立了一个中间级具有能力约束的三级供应链系统的联合批量模型，并提出了基于推拉混合规则

的新的动态规划算法，可在多项式时间求解供应链系统中各个层级的最优决策批量，并通过相关定理的证明

保证了算法能够求得全局最优解．最后通过算例分析对上述方法进行了阐述．
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　　在企业的实际运营过程中，对供应链系统内
各成员变量进行统一决策，使得系统实现整体最

优［１－３］．在相关文献中，供应链整体决策的问题涉
及到能力约束的情况是非常复杂的，Ｆｌｏｒｉａｎ等［４］

描述了包含能力约束情况的相关批量问题的求解

复杂性．很多文献针对ＮＰ－ｈａｒｄ类的联合批量问
题研究了如何应用启发式算法进行求解［５－６］，本

文对基于具有凹函数形式的目标函数且具有常数

能力约束的批量问题展开研究，提出新的多项式

时间算法进行求解．
Ｌｅｅ等［７］研究了一个由生产和运输组成的两

级供应链系统，其中的运输过程的约束形式为阶

跃形式的函数．Ｋａｍｉｎｓｋｙ等［８］讨论了首级和尾级

都具有能力约束的三级供应链系统，由于成本函

数具有特殊的结构（非投机模式），三级的供应链

系统转化为只有首级具有能力约束的两级供应链

系统，并采用了计算复杂度为 Ｏ（Ｔ８）的网络规划
算法求解．ｖａｎＨｏｅｓｅｌ等［９］对第一级成员具有生

产能力约束且目标函数为一般形式的多级供应链

系统联合批量决策进行了研究，扩展了前述只有

两级的供应链系统的研究，提出了由供应商、多个

中间制造商或分销商，以及最终消费者所组成的



　　

多级结构模型．
中间级具有能力约束的供应链系统结构不同

于首级和尾级具有能力约束的系统，上下级受到

资源约束的影响程度完全不同．本文基于对供应
链系统结构属性的分析，设计一个新的基于推拉

混合求解规则的搜索方法，对中间级具有能力约

束的联合批量问题进行求解．

１　模　　型

供应链系统是由原材料供应商、生产制造商

和下级经销商组成的三级系统．其中制造过程具
有常数生产能力约束．文中做出如下基本假设：

①整个生产过程不允许缺货；
②经销商的需求是时变确定性需求；
③生产成本和运输成本为凹函数；
④提前期为零．
在模型建立之前先定义一些基本符号：

ｎ—整个生产过程所包含的周期总数；
ｊ—系统中所处的级数，ｊ＝１，２，３；
ｈｊｔ—供应链系统中第 ｊ级在第 ｔ期的单位库存持
有成本；

ｔ—所处的周期，ｔ＝１，２，…，ｎ；
ｄｔ—第ｔ期的外部客户需求；
ｘｔ—第ｔ期原材料定购数量；
ｙｔ—第ｔ期的生产批量；
ｚｔ—第ｔ期的运输批量；
Ｉｊｔ—供应链系统的第ｊ级在第ｔ期初的库存量；
ｆｔ—第ｔ期原材料补货的固定成本；
Ｃ—各个时期的最大生产批量值．

分别用 ｐｔ，Ｓｔ代表第 ｔ期的生产成本和运输
成本，Ｈｊｔ代表第ｊ级第ｔ期的库存成本，供应链系
统的总成本函数为

ｍｉｎ∑
ｎ

ｔ＝１
［ｆｔ·δ（ｘｔ）＋ｐｔ（ｙｔ）＋Ｓｔ（ｚｔ）＋Ｈ

ｊ
ｔ（Ｉ

ｊ
ｔ）］．

δ（ｘｔ）＝
１，ｘｔ＞０；

０，其他{ ．
约束条件：

ｘｔ＋Ｉ
１
ｔ＝ｙｔ＋Ｉ

１
ｔ＋１，ｔ＝１，２，…，ｎ； （１）

ｙｔ＋Ｉ
２
ｔ＝ｚｔ＋Ｉ

２
ｔ＋１，ｔ＝１，２，…，ｎ； （２）

ｚｔ＋Ｉ
３
ｔ＝ｄｔ＋Ｉ

３
ｔ＋１，ｔ＝１，２，…，ｎ； （３）

Ｉｊ１＝０，ｊ＝１，２，３； （４）
ｘｔ，ｙｔ，ｚｔ≥０，ｔ＝１，２，…，ｎ； （５）
Ｉｊｔ≥０，ｔ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，３． （６）

约束条件（１），（２），（３）是平衡方程；约束条
件（４）表示每个成员的初始库存为零．从目标函

数形式可见，目标函数是凹函数．决策变量为各个
成员不同时期的原材料订货量、生产量和运输量．

２　定义和定理

２１　定义
定义１　约束级是指具有能力约束的层级，

该层级中的批量值受到能力约束的限制．
定义２　直接约束级是指自身没有能力约束

但位于系统中约束级的下游，这类级中的批量值

在一定程度上受约束级直接影响．
定义３　间接约束级是指自身没有能力约束

但位于系统中约束级的上游，这类层级的批量值

在算法上不受约束级的直接影响，但由于取值范

围的受限等而受到间接影响．
定义４　一个子计划［ｕ１，ｕ２，ｖ１，ｖ２］，是由生

产阶段的时间点（ｕ１，ｕ２）和运输阶段的时间点
（ｖ１，ｖ２）所组成的两阶段系统的子集合，其中１≤
ｕ１≤ｖ１≤ｕ２≤ｖ２≤ｎ，且满足Ｉ

２
ｕ１＝Ｉ

２
ｕ２－１＝Ｉ

３
ｖ１＝Ｉ

３
ｖ２－１＝

０．子计划的意义为生产开始于 ｕ１点终止于 ｕ２
点，经过运输过程，正好满足了点 ｖ１至点 ｖ２之间
的需求．
２２　最优解相关定理

定理１　每个子计划内变量的极值解可以独
立确定．

证明　由子计划的定义可知，能够建立子计
划的时间点集合之间是独立的．所以，子计划内的
变量值是根据自身特征确定的，与其他的子计划

没有关系．
定理２　构建由约束级和间接约束级组成的

系统的子计划，只要间接约束级的批量流出大于

约束级的需求，约束级的极值解可以不受间接约

束级限制．
证明　设系统的总计划周期数为 ｎ，间接约

束级的决策变量为 ｘ１，…，ｘｎ，成本函数为 ｗ（ｘ１，
…，ｘｎ），约束级的决策变量为 ｙ１，…，ｙｎ，成本函数
为ｓ（ｙ１，…，ｙｎ）．给定任意一个可行解（１，１）－
（ａ，ｂ）－（ｕ，ｖ）－（ｎ＋１，ｎ＋１），目标函数为
ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１，…，ｘｎ）＋ｓ（ｙ１，…，ｙａ－１）＋ｓ（ｙａ，…，
ｙｕ－１）＋ｓ（ｙｕ，…，ｙｎ）｝．由定理１可知，各个子计
划彼此的解是独立确定的．据此，针对子计划［ａ，
ｂ，ｕ，ｖ］，函数 ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１，…，ｘｎ） ＋ｓ（ｙａ，…，
ｙｕ－１）｝以及 ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１，…，ｘｎ） ＋ｓ（ｙ１，…，
ｙａ－１）＋ｓ（ｙａ，…，ｙｕ－１）＋ｓ（ｙｕ，…，ｙｎ）｝的最优
解是相同的．针对 ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１，…，ｘｎ）＋ｓ（ｙａ，
…，ｙｕ－１）｝，如果ｘｔ＋Ｉｔ≥ｙｔ，说明间接约束级满足
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约束级的需求．设存在 ｘｔ′，也满足 ｘｔ′＋Ｉｔ≥ｙｔ，
那么ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１′，…，ｘｎ′）＋ｓ（ｙａ，…，ｙｕ－１）｝和
ｍｉｎ｛ｗ（ｘ１，…，ｘｎ）＋ｓ（ｙａ，…，ｙｕ－１）｝是否会具
有关于ｙ的相同的极值解？显然，对于这两个函
数，ｗ（ｘ１，…，ｘｎ）与 ｗ（ｘ１′，…，ｘｎ′）只是两个值不
同的常数，并不影响关于约束级决策变量的极

值解．
推论　一个中间级具有能力约束的三级供应

链系统，成员包括间接约束级、约束级和直接约束

级，对于任意可行解中的子计划，直接约束级的极

值解取值不受间接约束级的影响．
２３　推拉混合运算规则的建立

根据上述的定理和推论，针对中间级具有能

力约束的多级供应链系统建立新的计算规则，称

之为推拉混合规则：对于供应链系统中直接约束

级和约束级构建供应链子系统，先在子系统内构

建可行子计划，采用推式规则确定该部分子计划

的极值解；对供应链系统总体构建子计划，采用拉

式规则寻找全局可行解并确定相对应的间接约束

级极值解；最后确定全局最优解．

３　求解最优解的算法步骤

３１　构建子系统的子计划
对于所有满足 ｕ１≤ ｖ１≤ｕ２≤ ｖ２的时间点采

用网络图法构建子计划［ｕ１，ｕ２，ｖ１，ｖ２］，包括产
生可行点以及在可行点之间产生可行弧．
１）产生可行点：可行点（ｕ，ｖ）表明始于ｕ点

的生产批量满足始于ｖ点的需求量，其中１≤ｕ≤
ｖ≤ｎ＋１．
２）产生可行弧：在任意两点（ｕ１，ｖ１）和

（ｕ２，ｖ２）之间可能存在一个弧（ｕ１＜ｕ２，ｖ１＜ｖ２），含
义为ｕ１＋１和ｕ２之间的生产量，恰好满足ｖ１＋１和
ｖ２之间的需求量，即构成子计划［ｕ１，ｕ２，ｖ１，ｖ２］．

可行弧筛选方法：

ａ对于终点（ｕ２，ｖ２），若ｕ１（ｕ１＜ｕ２）的值一

定，那么 ｖ１ 的值必须满足公式 ∑ｖ２－１

ｔ＝ｖ１
ｄｔ≤

∑ｕ２－１

ｔ＝ｕ１
Ｃｔ．其含义是，ｕ１和 ｕ２之间最大生产量要

大于ｖ１和ｖ２之间需求总量，否则为不可行弧．
ｂ对于点（ｕ２，ｖ２），若其和点（ｕ３，ｖ３）之间

已经不存在可行弧（ｕ３＞ｕ２且ｕ３≤ ｖ３≤ｎ＋１），可
知点（ｕ１，ｖ１）和点（ｕ２，ｖ２）之间也可能存在可行
弧（ｕ１＜ｕ２且 ｕ２≤ ｖ２≤ ｎ＋１）．

ｃ给定点（ｕ１，ｖ１），如果在点（１，ｕ１－１）之间
最大生产量总和小于（１，ｖ１－１）之间总需求，那么

点（ｕ１，ｖ１）和任一点（ｕ２，ｖ２）（ｕ１＜ｕ２）之间不存
在可行弧．
３２　子计划成本计算

１）选取状态变量．
选取生产和运输过程的库存水平（Ｉ２ｔ，Ｉ

３
ｔ）．当

ｔ＝ｕ１＋１，或 ｕ２＋１≤ｔ≤ ｖ２＋１时，状态变量为
Ｉ２ｔ＝０；当ｕ１＋１≤ｔ≤ ｕ２＋１，或者 ｔ＝ｖ２＋１时，
Ｉ３ｔ＝０．
２）决策变量的确定．
子系统的决策变量为生产批量和运输批量，

二者为联合决策变量（ｙｔ，ｚｔ）．
３）状态转换方程．
状态转换方程即库存平衡方程式（７）和式

（８）：
ｙｔ＋Ｉ

２
ｔ＝ｚｔ＋Ｉ

２
ｔ＋１，ｔ＝１，…，ｎ； （７）

ｚｔ＋Ｉ
３
ｔ＝ｄｔ＋Ｉ

３
ｔ＋１，ｔ＝１，…，ｎ． （８）

４）动态规划方程的建立．
φ（Ｉ２ｔ，Ｉ

３
ｔ）＝ｍｉｎ｛Ｐｔ（ｙｔ）＋Ｓｔ（ｚｔ）＋ｈ

２
ｔＩ
２
ｔ＋ｈ

３
ｔＩ
３
ｔ×

（ｙｔ＋Ｉ
２
ｔ－ｚｔ，ｚｔ＋Ｉ

３
ｔ－ｄｔ）｝． （９）

式中：ｙｔ∈（０，ｂ，Ｃ）；ｚｔ＝ｙｔ＋Ｉ
２
ｔ或者 ｚｔ＝∑

ｓ

ｉ＝ｔ
ｄｉ－

Ｉ３ｔ，ｔ≤ｓ≤ｍ２．
３３　构建全局可行解

针对供应链全系统构建全局可行解，在网络

图中逐步寻找可行弧组成的所有可行解．全局可
行解的数目最大值为 Ｅ＝２×３×… ×（ｎ－１）＝
（ｎ－２）（ｎ＋１）／２．

全局可行解内变量值的确定：变量 ｘｔ的确定
方法为将 ｙｔ 作为已知数，建立全局的动态规划
方程，其中状态变量为Ｉ１ｔ．

用Ｇ（Ｉ１ｔ）代表原材料补货成本．其中第 ｋ个
可行解的动态规划方程为

Ｇｋｔ（Ｉ
１
ｔ）＝ｍｉｎ｛ｈｔ－１Ｉ

１
ｔ＋δ（ｘｔ）ｆｔ＋

Ｇｋｔ＋１（Ｉ
１
ｔ＋ｘｔ－ｙｔ）｝． （１０）

式中：ｘｔ≥０；Ｉ
１
ｔ＋ｘｔ≥ｙｔ；１≤ｋ≤Ｅ．

δ（ｘｔ）＝
１，ｘｔ＞０；

０，其他{ ．
当ｔ＝ｎ，有Ｇｋｎ（Ｉ

１
ｎ）＝ｍｉｎ｛ｈｎ－１Ｉ

１
ｎ＋δ（ｘｎ）ｆｎ｝．

式中：ｘｎ≥０；Ｉ
１
ｎ＋ｘｎ＝ｙｎ．

３４　计算总成本
用Ｆ（ｕ，ｖ）代表为满足在期间 ｕ＋１，…，ｎ

（０≤ｕ≤ｎ）的客户需求，在 ｖ＋１，…，ｎ（０≤ｖ≤
ｎ）期间进行生产所产生的最小成本值．第ｋ个可
行解总成本为ＴＣｋ＝Ｆｋ（０，０）＋Ｇｋ０（０），１≤ｋ≤Ｅ．
最低总成本为ＴＣ ＝ｍｉｎ｛ＴＣｋ，１≤ｋ≤Ｅ｝．
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４　算例分析

假设ｎ＝５，ｔ＝１，２，３，４，５．各个时期的需
求分别为（１，２，１，３，４）．各个成员的单位库存成
本分别为０．５，１．２，１．５，原材料补货成本ｆｔ＝１，生
产能力约束Ｃ＝３；

生产函数和运输函数分别为

ｐｔ（ｙｔ）＝δ（ｙｔ）＋２ｙｔ，Ｓｔ（ｚｔ）＝δ（ｚｔ）＋３ｚｔ．
具体计算过程如下．
１）生成子计划：共生成８个子计划，分别为

（１，２，１，２），（２，３，２，３），（１，２，１，３），（１，３，
１，３），（３，６，３，６），（２，６，３，６），（２，６，２，

６），（１，６，１，６）．
２）计算子计划成本：子计划的成本和相应的

决策变量值ｙ和ｚ．对应子计划分别为［－１，－１，
２］，［－２，－２，４］，［（３，０），（１，２），８］［（３，０）
（１，２），８］，［（２，３，３），（１，３，４），１８］，［（２，
３，３），（１，３，４），１８］，［（３，１，３，３），（２，１，
３，４），２３］，［（２，３，０，３，３），（１，２，１，３，４），
２７］．

３）生成全局可行解：根据子计划可组成５个
全局可行解，每个可行解和相应的变量值和成本

见表１．
４）得出全局最优解：最后的最低总成本为

１８９，各个成员最优的补货数量见表１．

表１　可行解及相应的成本值及决策变量值
Ｔａｂｌｅ１　Ｆｅａｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｓｔｓａｎｄｖａｒｉａｂｌｅｓ

序号 可行解 变量ｘ值 变量ｙ值 变量ｚ值 总成本

１ （１，１）－（２，２）－（３，３）－（６，６） （５，０，０，６，０） （１，２，２，３，３） （１，２，１，３，４） １８．９

２ （１，１）－（２，３）－（６，６） （５，０，０，６，０） （３，０，２，３，３） （１，２，１，３，４） １９３

３ （１，１）－（３，３）－（６，６） （５，０，０，６，０） （３，０，２，３，３） （１，２，１，３，４） １９３

４ （１，１）－（２，２）－（６，６） （５，０，０，６，０） （１，３，１，３，３） （１，２，１，３，４） １９６

５ （１，１）－（６，６） （５，０，０，６，０） （２，３，０，３，３） （１，２，１，３，４） ２０

５　结　　论

本文研究了中间级具有常数能力约束的供应

链系统联合批量问题．根据供应链系统中能力约
束所在的层级，给出了约束级、直接约束级和间接

约束级的定义，同时分析了不同级之间的制约关

系．可在多项式时间 Ｏ（ｎ７）求解出供应链系统中
各个层级的最优决策批量，并通过相关定理的证

明保证了算法能够求得全局最优解．最后进行了
算例分析．
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